Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita i Test 1 06/12/2010

Nema napustanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta. Test traje 1 sat i 30 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za ¢itanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je C = {(z,y,2) € R*|4(2* +y?) =1+ 2%, 2 =22+ 1}.

(a) Napisite C' kao bazni skup, tj. C = {(z,y,2) € R3|Fi(z,y,2) = Fa(z,y,2) = 0}, sa dvije
odgovarajuce funkcije F; i Fy; zatim

(i) provjerite da C definise regularnu krivu; [2]
(ii) nadjite regularnu parametrizaciju za krivu. [4]

(b) Pretpostavite da je s — ~y(s) duzinom luka parametrizirana kriva, T =~/ sa T'(s) # 0 za sva

s.
(i) Dajte definiciju krivine s i torzije 7, kada je N = % 2]
(ii) Pokazite da krivina zadovoljava k2 = |y x 4" |%. [2]
(¢) Nadjite krivinu (do znaka) i torziju krive date u (a). [5]

(d) Neka je t +— ~4(t) regularna parametrizovana kriva i neka je s — J(s) = ~v(t(s)) repara —
metrizacija krive v (ne obavezno duzinom luka). Pokazite da je, za sva s,

|;)(// X ;5/,/|2 (S) — |’)// X 7”|2 (S)
1716 11
(Pomo¢: Razmislite o koeficijentima koje trebate prije racunanjal) [5]

Rjesenje.
(a)
(i) Uzmimo Fy(z,y,2) := 42% + 4y* — 22 — 11 Fy(x,y,2) :== 22 — 2 + 1;
Onda VFy(z,y,2) x VEy(z,y,2) = —4(2y, z — 22,4y) = —4(2y, 1,4y) # 0 jer je z = 2z + 1;
stoga su VFy(x,y,2) i VFa(x,y, z) linearno nezavisni za sva (z,vy, z) € C.

Teorema implicitnog preslikavanja sada osigurava da je C regularna kriva.

(ii) Posmatrajmo 0 = F(x,y,2z + 1) = 4y? — 42 — 2, §to daje z = y? — %;

stoga t — y(t) = (t* — %7 t, 2t?) daje regularnu parametrizaciju jer je 7/ (t) = (2t,1,4t) # 0,Vt.

(i) Krivina: x(s) =T"'(s) - N(s) = |T"(s)].

Torzija: 7(s) = N'(s) - B(s) = N'(s) - (T'(s) x N(s))

(ii) 7 je parametrizirana duzinom luka, |y'|? = 1, tako da 7" L +/;
onda |’Y/ % ’Y” 2 _ |,Y/|2|,y// 2 _ |’7N 2 _ |T/‘2 — HQ.

(¢) Racunamo ~'(t) = (2¢,1,4¢t) i v"(t) = (2,0,4) tako da k = |‘((24t011t2))|‘3 = \/1‘5%3; jer je vy

planarna kriva, 7 = 0.
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(d) Racunamo

7' (s) = t'(s)v(t(s))
7" (s) = t%(s)7" (t(5))+77'(¢(s))

"2 (g) = D@D EPEED(s) _ v xa 1 )y

v/ X%
[ ()55 (s) [

ly'|e

tako da je

Zadatak 2. Neka je s — 7(s) duzinom luka parametrizirana kriva.

(a) Sta je
(i) principalno normalno polje N krive ~7 [1]
(i) principalni okvir F krive v (objasnite sve velic¢ine koje se pojavljuju) 2]
(b) Formulisite i dokazite Frenetove jednacine. [7]

(¢) Neka je F' = (T, Ny, Ny) prilagodjeni okvir i neka je F = FA, gdje

1 0 0
A=10 cosp —sinyp
0 sing cosep

sa nekom funkcijom ¢t +— ¢(t). Uvjerite se da je F jos jedan prilagodjeni okvir. Zatim
izracunajte kako se strukturne jednacine (tj., k1, k2 1 7) mijenaju. [10]

Rjesenje.
(a)

i) Principalna normala je glatko vektorsko polje s — N(s) tako da, za sva s:
i) Principal la je glatko vektorsk 1j N ko d
IN(s)] =1,N(s) L+'(s) i7"(s) € span{y'(s), N(s)}

(ii) Principalni okvir je glatko preslikavanje s — F = (T, N, B) € SO(3), gdje:
T = I:YTI je jedini¢no tangentno vektorsko polje, N je principalna normala i B = T x N je
binormala.

(b) Principalni okvir F' = (T, N, B) duzinom luka parametrizovane krive s — 7(s) zadovoljava

0 —k O T = sN
FF=F|lx 0 -7 & N' = —kT +7B .
0 7 0 B = —rN

gdje su k:=T'- N i7:=N'-B krivina i torzija krive ~.
Kako je s — F(s) € SO(3) imamo F~! = FT i stoga

T-T" T-N T-B 0 T-N' T-B 0 -~ O
d=F'F=(N.T” N-N N-B |=|N-T 0 N-B|=|x 0 -1
B-T" B-N' B-B B-T" B-N' 0 0 7 0

(¢) Ocito, F' = FA ¢e biti jos jedan prilagodjeni okvir, jer sa gornjim oblikom A, Fei=Fey =T
i A ima vrijednosti u SO(3) tako da je F, sa F, s vrijednostima u SO(3).

Zbog jednostavnosti, pretpostavi¢emo da je kriva paramtetrizovana duzinom luka, tj. |7/| = 1.
Sada izracunamo ® = F'F' = A'F'(F'A+ FA') = A'®A + A'A’ tako da

B 0 —K1COS(p — KoSiNw KiSin@ — Kg COS P
o= K1 COS @ + Ko sin ¢ 0 —(t4+¢") ,
—K1 8in @ + Ko COS T+ ¢ 0
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gdje k; 1 7 su krivine i torzija koje dolaze iz ®. Stoga:

Rkl = K1 €OS @ + Kgsin @,
Re = —K1sing 4 K cosp,
T o= T+

Zadatak 3.

(a) Pretpostavite da je (u,v) — x(u,v) € R? regularna parametrizirana povrs.

(i) Sta su prva i druga fundamentalna forma 1 i I povrsi x? 2]
(ii) Objasnite sta to znaci kada kazemo da je x konformalna. [1]
(iii) Sta znaci kada kazemo da x parametrizira minimalnu povrs? 2]

(b) Pokazite da je Enneperova povrs (u,v) — (u® — 3u(1l +v?),v* — 3v(1 +u?), 3(u? — v?)) konfor-

malno parametrizovana minimalna povrs. [7]
(¢) Izracunajte drugu fundamentalnu formu helikoida. 8]
Rjesenje.

(a)
(i) I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? sa E = |x,|%, F = x, - x, i G = |z,]?.
I = edu® + 2fdudv + gdv? sa e = —x, - Ny, f = =X, - Ny i g = —x, - N,.

(ii) F=0i F =G.

(iii) x je minimalna ako njena srednja krivina H = “1;"2 = EQQ(EQGF_f;ge nestaje.
(b) Oznacicemo parametrizaciju sa x, kao i obi¢no. Prvo provjerimo konformalnost: sa
x,(u,v) = 3(u?— (1+0?), —2uw,2u)
xy(u,v) = 3(—2uv,v? — (1 +u?), —2v)
koeficijenti prve fundamentalne forme postaju
E(u,v) = 9{(u? — (1 +v%))? + 4u?(1 +0v?)} = 9(1 4+ u? + v?)?
G(u,v) = 9{(v? — (1 +u?))? + 40%(1 +u?)} = 9(1+u?+0?)?
Flu,v) = 9{—2uw(u?—v?—-14+v?>—-u?2—-1)—duw} = 0

§to pokazuje da £ = G i F = 0 tako da je x konformalno.
Kako bismo provjerili da je x minimalno mi izracunamo
Ax(u,v) = 6(u, —v,1) + 6(—u,v,—1) = (0,0,0)
tako da je x minimalna, jer je konformalna i harmoni¢na.
(c) Helikoid mozemo parametrizirati sa
(u,v) — x(u,v) = (sinhu cosv,sinhusinv, v)

(sa prvom fundamentalnom formom 1|, .y = cosh? u {du? + dv?}, kao &to je izracunato ranije).
Stoga

Xyu(u,v) = coshu (cosv,sinv,0) 1 x,(u,v) = (—sinhusinv,sinhucosv,1)
tako da (vidi Problem 5.4)

N(u,v) = 252 (u,0) = (555, — oy tanh )
i
Xuyu(u,v) = sinhu (cosv,sinwv,0)

X (U, ) coshu (—sinwv, cos v, 0)
Xyo(u,v) = —sinhu(coswv,sinwv,0)
tako da
e(u,v) =0, f(u,v)=-1 1 g(u,v)=0

i stoga, I|(y,») = —2 dudv.
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