Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 21/04/2008

Nema napustanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za citanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je s — 7(s) duzinom luka parametrizirana kriva.

(a) Sta je

i) principalno normalno polje rive 7

i) principal Ino polje N krive 7? 2

(i) principalni okvir F krive v (objasnite sve veli¢ine koje se pojavljuju) [2]
(b) Formulisite Frenetove jednacine. 3]
(¢) Dokazite da Frenetove jednacine vrijede. [5]

(d) Neka F' = (T, N, B) oznacava principalni okvir duzinom luka parametrizovane krive s — ~(s)
i neka su k i 7 krivina i torzija krive 7. Definisimo “Darboux-ovo vektorsko polje”

§:=NxN' =7T+xB.
Pokazati da su Frenetove jednacine ekvivalentne jedna¢inama

T'=6xT, N =6xN, B =§xB.

8]
Rjesenje.
(a)
(i) Principalna normala je glatko vektorsko polje s — N(s) tako da, za sva s:
IN(s)| =1,N(s) L~'(s) i7"(s) € span{~/(s), N(s)}
(ii) Principalni okvir je glatko preslikavanje s — F = (T, N, B) € SO(3), gdje:
T = iji’l je jedini¢no tangentno vektorsko polje, IV je principalna normala i B = T x N je

binormala.

(b) Principalni okvir F' = (T, N, B) duzinom luka parametrizovane krive s — 7(s) zadovoljava

0 -k O T = kN
FF=F|x 0 -1 =N N' = —kT +7B .
0 7 0 B = —rN

gdjesu k:=T'- N ir7:=N'-B krivina i torzija krive ~.
(c) Jer je s +— F(s) € SO(3) imamo F~! = FT i stoga

T-T" T-N T-B 0 T-N T-B 0 —x O
¢=FT'FF=|N.-T" N-N N-B' |=|N-T' 0 N-B|=|x 0 -1
B-T" B-N B-B B-T" B-N 0 0 0

2008 Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 21/04/2008



(d) Pretpostavimo da nas okvir F = (T, N, B) zadovoljava Frenetove jednacine i neka je § :=
N x N’; onda, prvo,
0=NX(=kT+7B)=kB+71T

kako smo tvrdili jer F' uzima vrijednosti u SO(3); drugo,

T —6xT = KN —(tT+£kB)xT = 0,
N —dxN = —kT+7B—(tT+rkB)xN = 0,
B'—-§xB = —TN—(tT+xB)x B = 0.

Stoga, Frenetove jednacine impliciraju jednacine X’ = § x X, gdje X =T, N, B.

S druge strane, pretpostavimo da je s — F(s) = (T'(s), N(s), B(s)) € SO(3) okvir koji zadovoljava
X' =6xXzaX=T,N,Bsad:=7T+ xB. Onda, obréuéi gornju pretpostavku, sobivamo

0 = T'—-6xT = T —kN,
0 = N-6xN = N +xT—7B,
0 = B'-6xB = B +1N.

Stoga, dobijamo Frenetove jednacine.

Zadatak 2.
(a) Neka je kriva t — «a(t) data sa

t+sint —t+sint cost)

O‘(t>:( 2 ) 2 ’ \/i

(i) Nadjite krivinu i torziju krive a. 8]

(ii) Neka je t — [(t) druga kriva koja ima istu krivinu i torziju kao kriva «. Kakav je odnos
izmedju o i 57 2]

(b) Dokazite da je t — ~(t) prava linija ako su 4" (¢) i 7/(¢) linearno zavisne za sva t. [5]

(c) Neka je s — k(s) funkcija i definisimo ¢(s) := f:o k(s)ds. Provjerite da

v(s) := (fss0 cos p(s)ds, fsso sin ¢(s)ds, 0)

definise duzinom luka parametrizovanu planarnu krivu sa krivinom «(s). [5]
Rjesenje.
(a)
(i) Prvo parametrisimo « duzinom luka.
o/ (t) = (14 cost)/2,(—1 + cost)/2, —sint/V/2),

pa je |&’| = 1, pa je kriva veé¢ parametrisana duzinom luka. Imamo da je

o (t) = (—sint/2, —sint/2, — cost/V/2),
tako da je

k=" =1/V2.

Imamo da su .
1+cost —1+cost —sint

2 ) 2 ) \/i )7
(—sint —sint
V2 V2
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cost—1 cost+1 —sint

B=TxN = ( IR R \@)

Stoga je
T=—B'-N = (sint/2,sint/2,cost/V2) = —1/V2.

(ii) Po Fundamentalnoj teoremi za prostorne krive, 3 je jednaka « do rigidnog kretanja.

(b) Pretpostavi¢emo da je v regularna kriva tako da je v/(¢) # 0 za sva t. Jedan moguéi nastavak
je da pretpostavimo da je y parametrizovana duzinom luka (reparametrizacija duzinom luka ne
mijenja pretpostavku da su " i’ linearno zavisne!); Onda se tvrdnja moze dokazati direktnom
integracijom. Drugi nacin je slijedeé, radeéi sa proizvoljnom parametrizacijom: Cinjenica da
su " 14/ linearno zavisne se moze formulisati kao v’ (t) = A(£)y'(t) (jer ' # 0) za pogodnu
funkciju t +— A(t) € R. Fiksirajmo t i ny,ne € % C R? tako da ny,ne L v/ (tg) i n1 L no
(konkretno, n1 i ng su linearno nezavisni). Sada posmatrajmo funkcije

t = gi(t) == n; - (v(t) —(to))-

Spoznajemo da
gi(to) = gi(to) =0 1 gi'(t) = A(t)g;(1),

to jest, g; zadovoljavaju linearnu obi¢nu diferencijalnu jednacinu, koja ima jedinstveno, glob-
alno definisano rjesenje g; = 0. Stoga, t — ~(t) zadovoljava jednacine prave:

ny - (Y(t) = v(to)) = n2 - (7(t) — (to)) = 0.
(¢) Ovo je pravolinijski po diferencijaciji: imamo
7" = (cos p,sin p, 0)

po FTPK, tako da je |[¢'| = 11 v je parametrizovana duzinom luka. Kako je (z,y)-ravan fiksna
oskulatorna ravan za cijelu krivu mozemo izabrati kao principalnu normalu,

N := (—sin g, cos ¢, 0)

(ovo dobijemo 90° rotacijom iz T = v u (z,y)-ravni u pozitivhom smislu); sa ovim izborom
principalne normale

T'-N = (—¢ sinp, ¢ cos,0) - (—sing,cosp,0) = ¢ =k
i kriva ima krivinu x (obréuéi principalnu normalu bi rezultiralo u krivini —k)

Zadatak 3. Neka je (u,v) — x(u,v) regularna povrs.

(a)

(i) Definisite prvu i drugu fundamentalnu Ii I povrsi x.

)

(i) Sta znaci kada kazemo da je x konformalna?

(b) Pokazite da postoji jedinstveno polje linearnih preslikavanja S : R? — R? (operator oblika),
tako da

I(.,.) =1(,S.);
Pokazati da je S simetri¢no u odnosu na I, tj., I(.,S.) =I(S.,.). [4]

(c¢) Navedite i dokazite Gaussovu Theoremu Egregium, jasno navodedéi sve druge rezultate koje
koristite. [5]

(d)

(i) Sta znaci kada kazemo da x parametrizira minimalnu povrs? 2]
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(ii) Pokazite da je helikoid minimalna povrs i odredite njegove asimptotske linije i linije krivine.

(6]
RjesSenje.
(a)
(i) I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? sa E = |x,]?, F =%, - X, 1 G = |2,]?.
I = edu?® + 2fdudv + gdv? sa e = —x, - Ny, f = =%, -N, i g = —x, - N,,.
(i) F=0i E = G.
(b) Ako napisemo fundamentalne forme u matri¢noj formi,
_(EF . _ (e f
=(Fe) 1 1=(5))
spozacemo da II(.,.) =1(.,S.) ako i samo ako
-1
_ E F f
s = (ve) (D)
- i ()11
= EG-F2\-F E fyg
_ 1 (Ge—Ff Gf—Fg)
=~ EG—F2 \ Ef—Fe Eg—Ff )"
Simetrija S u odnosu na I prati direktno:
I(S.,,.) —1(,8.)=ST—-IS=T"-T =0
jer je druga fundamentalna forma simetri¢na.
(¢) Gausova krivina K samo zavisi o I:
K = funkcija od E, F, G i njihovih izvoda. (@)
Izra¢una¢emo e
K = &P
L x| XX X = [ X X |2
(EG—F?)2
— ‘(xuvxv7xuu)t(xu1xv7xv'u)|_|(xu7xu 7xuv)t(xuvxv ,xuv)‘
(EG—F?)2
(EG—F?)(Xyu Xow —Xuv-xuv)+(- 1 V-stvari)
(EG—F2)?

tako da K moze, sa V, biti izracunato iz I po slijede¢em rezultatu : Xyyu @ Xoy — Xup * Xuo =
1 1
—5Eu + Fup — 5Guu-

(d) Helikoid moze biti parametrisan sa
(u,v) — x(u,v) = (sinhu cosv,sinhusinv, v)
sa prvom i drugom fundamentalnom formom
ey = cosh® u {du® + dv?} i I,y = —2dudv,

kako je izrac¢unato ranije. Stoga

_ 1 0 —1
S‘(“v”) ~ coshZu (71 0 ) ’
§to o¢ito ima 2H = trS = 0.
Jednacine za linije krivine i asimptotske linije postaju

0= (Ef — Fe)u? 4 (Eg — Ge)u'v' + (Fg — Gf) v = cosh® u{—u? + v'*}

0=cu?+2fuv +gv?=-2u",

respektivno. Stoga su asimptotske linije parametarske linije © = const i v = const i linije krivine
su linije u + v = const.
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