Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 18/09/2008

Nema napusStanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za &éitanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je s — v(s) duzinom luka parametrizirana kriva.

(a) Sta je
(i) principalno normalno polje N krive ~7 [1]
(ii) principalni okvir F krive -y (objasnite sve veli¢ine koje se pojavljuju) 2]
(b) Formulisite i dokazite Frenetove jednacine. [7]

(¢) Neka je F' = (T, N1, N3) prilagodjeni okvir i neka je F = FA, gdje

1 0 0
A=10 cosp —sinyp
0 sing cosep

sa nekom funkcijom ¢ — ©(t). Uvjerite se da je F jos jedan prilagodjeni okvir. Zatim
izracunajte kako se strukturne jednacine (tj., K1, k2 1 7) mijenaju. [10]
Rjesenje.
(a)

(i) Principalna normala je glatko vektorsko polje s — N(s) tako da, za sva s:
IN(s)] = 1,N(s) L+'(s) 17"(s) € span{y'(s), N(s)}

(ii) Principalni okvir je glatko preslikavanje s — F' = (T, N, B) € SO(3), gdje:
T = Iz—,l je jedini¢no tangentno vektorsko polje, N je principalna normala i B = T x N je
binormala.

(b) Principalni okvir F' = (T, N, B) duzinom luka parametrizovane krive s — 7(s) zadovoljava

0 —k O T = kN
FF=F|x 0 -1 =N N' = —kT +7B .
0o r 0 B = —7N

gdje su k:=T'- N i7:=N’'-B krivina i torzija krive ~.
Kako je s+ F(s) € SO(3) imamo F~! = FT i stoga

T- 7" T-N T-B 0 T-N T-B 0 -~ O
d=FT'F=(N.T” N-N N-B |=|N-T 0 N-B|=|x 0 -1
B-T" B-N B-B B-T" B-N' 0 0 7 0

(c) Ocito, F' = FA ¢e biti jos jedan prilagodjeni okvir, jer sa gornjim oblikom A, Fei=Fe; =T
i A ima vrijednosti u SO(3) tako da je F, sa F, s vrijednostima u SO(3).

Zbog jednostavnosti, pretpostaviéemo da je kriva paramtetrizovana duzinom luka, tj. || = 1.
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Sada izracunamo ® = F'F' = A'FY(F'A+ FA') = A'®A + A'A’ tako da

~ 0 —K1COS(p — KoSinw KiSin@ — Kg COS P
o= K1 COS @ + Ko sin ¢ 0 —(t4+¢") ,
—K1 8in @ + Ko COS T+ ¢ 0

gdje k; 1 7 su krivine i torzija koje dolaze iz ®. Stoga:

Rkl = K1 €OS @ + Ko sin p,
Ko = —Ki1sinp + Kacosy,
7= T+ ¢

Zadatak 2.

(a) Pretpostavite da je (u,v) — x(u,v) € R? regularna parametrizirana povrs.

(i) Sta je prva fundamentalna forma I povrdi x? 1]
(ii) Objasnite sta to znaci kada kazemo da je x konformalna. [1]
(b) Neka (u,v) — x(u,v) = (r(u)cosv,r(u)sinv, h(u)) parametrizira povrs revolucije; nadjite
uslove za r i h kako bi x bila konformalna povrs. [3]
(c) Pokazite da je povrs ¥y := {(z,y,2) € R*|2? + y* = cosh? 2} minimalna povrs. [6]

(d) Nadjite konformalnu parametrizaciju za
Yo ={(z,y,2) |2? +y* + 22 = 1,27 < 1}.

Provjerite rezultat! [9]
RjesSenje.
(a)
(i) I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? sa E = |x,]?, F =%, - X, 1 G = |2,]?.
(i) F=0iE=G.
(b) Ovdje
E(u,v) = |(r' (u) cos v, (u) sinv, b (v))]* = r*(u) + h'*(u)
F(u,v) = (r'(u) cosv, 7' (u) sinv, ' (u)) - (—r(u) sinv, r(u) cosv,0) = 0
G(u,v) = |(—r(u)sinw,r(u) cosv,0)[* = 2(u)
tako da je povrs konformalna ako i samo ako r'2 + h'2 = r2.

(c) Prvo moramo parametrizovati povrs konfomalno. Parametrizirajuéi ¥; kao povrs revolucije

imamo z = h(u) i cosh z = /a2 + y2 = r(u);

stoga r(u) = cosh h(u) tako da konformalnost znaci
B’ (u) sinh® h(u) + h'?(u) = cosh® h(u) <= h'*(u) = 1;

stoga (u,v) — o(u,v) := (coshucosv,coshusinv,u) daje konformalnu parametrizaciju od
.
Tako imamo da je F(u,v) = G(u,v) = cosh®u i F = 0;

onda je N(u,v) = ﬁ(—h’(u) cosv, —h/(u) sinv, ' (u)) = (— 5w _sinhusing 4anh ) i

sinhuw cosv sinhwusinv 1 ) 1
— 4

e(u,v) = —(sinhu cos v, sinhusinv, 1) - ( , ,
cosh? u cosh?u " cosh?u
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f(u,v) = —(sinhw cosv,sinhusinw, 1) - ( Smu cosv

- 0) =0
coshu’ coshu’ ) ’

sinv CcOos v

g(u,v) = —(— cosh usin v, cosh u cosv,0) - ( 0) =1,

coshu’ coshu’

cosh? u-1—2-04cosh? u(—1) __ 0

tako da imamo H (u,v) = Scoshin

(d) Parametrisemo X5 (Sto je jedni¢na sfera probijena na svojim sjevernim i juznim polovima) kao
povrs revolucije:

(u,v) = x(u,v) := (r(u) cosv, r(u) sinv, h(u))

sa funkcijama u — r(u) € (0,00) i u — h(u) € R. Koeficijenti prve fundamentalne forme onda
postaju

E=x,>=r?+1? F=x,-%=0 G=|x,]*>=r"

Stoga konformalnost ¢ita

7,2 _ 7'/2 + h/2;
zajedno sa jedacinom sfere, r2 + h? = 1 izvedemo diferencijalnu jednaéinu za h:

2

L-p2= 00 52 o 2= (1-h%)%

rjesenje ove (Riccatijeve) jednacine je h(u) = tanhwu. Sa ovim dobijemo r(u) = /1 — h?(u) =
1 .
woshu | stoga

x(u,0) = (555 G tanh ).

Kako bismo zavrsili, provjerimo znacajke:

(£ )2 4 (9092 4 (tanhu)? =1 i (tanhuw)? <1,

coshu coshu

u stvari, tanh(RR) = (—1,1) tako da R?> > (u,v) — x(u,v) € Xy pokriva ¥p u potpunosti; i
konformalnost:

xu(u,v) = L (—tanhwucosv, — tanhusinv, ——)

cosh u ) > coshu
xy(u,v) = —sinw, cos v, 0)

coshu (

tako da

E(u,v) = —%— = G(u,v) i F(u,v)=0.

cosh? u
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Zadatak 3.

(a) Navedite i dokazite Rodriguesovu jednacinu, rezultat koji karakterizuje pravce krivine. Navedite
sve pomoéne rezultate koje budete koristili. [2+4]

(b) Neka je (u,v) — &(u,v) tangencijalno vektorsko polje duz para—metrizovane povrsi (u,v) —

x(u,v).
(i) Definisite kovarijantni izvod (u,v) u pravcu (A, ) ovog vektorskog polja. [3]
(ii) Definisite Christoffelove simbole. [2]

(c) Neka je (u,v) — x(u,v) paramterizacija linijjom krivine povrsi sa konstantnom Gauss -ovom
krivinom K = —1 tako da, bez gubitka generalnosti, x; = tany i kKo = —coty sa odgo-
varajuéom funkcijom ¢. Pokazite da postoji reparametrizacija linijom krivine, u = w(a) i
v = v(0), tako da

I=cos?2pdi+sin?pdi? i T= 3 sin 2 (du? — dv?).
= (=S

(Pomoé: pokazite da je (%)v = (s )u = 0 iz Codazzijevih jednacina.) [9]

Rjesenje.

(a) Rodriguesova jednacina: d(, .)X(\, ) je pravac krivine ako i samo ako

Ik € R : (d(y,0)N + K d(y,0)X) (2) =0;

K je onda odgovarajuca principalna krivina. Ekvivalentno: 0 = dN + kdx; jednacina je zado-
voljena pravcima krivine (x je onda odgovarajuéa principalna krivina) i samo sa njima.

Dokaz. Po lemi iz predavanja koja tvrdi da d(, )N = —d(, )X 0 S|(u,v)- ili, ekvivalentno, S|(u7v) =
7(d(u,v)x)71 o d(uﬂ;)N, imamo

(AN + %) (2) = duwayx (5 () = Sl (1))
A
I3

tako da (d(y,,)N + K d(y,0)X) ( ) = 0 ako i samo ako k (2) = S(u,v) (2) jer d(y )X injektira.

(b) Neka je (u,v) — &(u,v) tangencijalni vektorsko polje duz para—metrizovane povrsi (u,v) —
x(u, v); njegov kovarijantni izvod u (u,v) u praveu (A, p) je

(V(A,u)gﬂ(u,v) = {()‘gu + M&v) - ((/\gu + va) . N) N}(ua U)'

V se takodjer zove Levi-Civita konekcija. Koeficijenti I‘fj u

Vi (0ix) = ajaz'x - (6j8ix -N)N = Zk F?j Opx

se zovu Christoffelovi simboli.

V(Lo)xu =: F%lxu + F%lxv7 V(0,1)Xu = F%QXU + F%zxv;
0)Xy =: F%lxu + F%lxv, Vio,1)Xv =: Fggxu + I%va.

(¢) Iz Codazzijevih jednacina
E, = —opn)e —2Fp,tangy 1 G, = 2Gr2 — 2G @, cot

K1—K2 R1—K2
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tako da
i 5 )u = #{Gu - 2G90u cot 90} =0.

(cosE2 ga)'u = cos12 w{EU + 2E<p'“ tan S0} =0, i (sin2 @/% T sin2

Kao posljedica ovoga, mozemo rijesiti diferencijalne jednacine

u = C\O/SE“"(u) and v = Sj}%"( )
sa dvije funkcije u = u(@) i v = v(?) jedne promjenjljive kako bismo dobili, za %(u,v) =
x(u(w), v(0)): N
I = (Bu?)di? + (Gv'?) dv? = cos® o dii® + sin” o dv*

i
I = £k cos® o di® + ko sin? ¢ di? = sin @ cos ¢ {di? — di?} = 3 sin 2 {da® — dv?}.
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