Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 26/09/2008

Nema napustanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za ¢itanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je s — 7(s) duzinom luka parametrizirana kriva.

(a) Definisite jedinicno tangentno vektorsko polje T i krivinu k. [2]
(b) Pokazite da je krivina identi¢no jednaka nuli ako i samo ako slika krive v lezi na pravoj.  [5]

(c¢) Definisite principalno normalno vektorsko polje N, binormalu B i torziju 7. Navedite i dokazite
Frenet-Serret formule za . [5]

(d) Pokazite da je odnos 7/k konstantan ako i samo ako postoji konstantni jedini¢ni vektor u koji
¢ini konstantan ugao 6 sa tangentnim vektorskim poljem T, tj. T - u = cosf. Kako se u ovom
sluc¢aju zove kriva ~? 8]

Rjesenje.

(a) Ako je v — ~v(s) parametrizovana duzinom luka, onda
e T(s) :=+/(s) definige jedini¢no tangentno vektorsko polje i

e 0=1=(T-T)(s) =T(s)-T'(s) tako da T'(s) || N(s) i N moze biti definisano normalizacijom
T’ sve dok T’ nije nestalo.

Onda se K(s) := T"(s) zove vektorsko polje krivine krive ~ i

k(s) :=T'(s)- N(s) = K(s)- N(s)

se zove njenom krivinom.

(b) Ako je v(s) = p+gs, p,q € R?, |q| = 1, onda je T(s) = ¢ konstantno i 7(s) = 0, pa je stoga
k(s) = 0.

Obratno, ako je k(s) = 0, onda je T konstatno, T'(s) = g recimo. Integrirajuéi v'(s) = ¢, dobivamo
v(s) = p+gs, gdje je p=(0).
(c¢) Principalna normala je glatko vektorsko polje s — N (s) tako da, za sva s:

IN(s)] = L,N(s) L~'(s) 17"(s) € span{+'(s), N(s)}.

Vektorsko polje B := T x N zovemo binormalno (vektorsko polje) krive. Torzija je

7(s) = N'(s) - B(s) = N'(s) - (T'(s) x N(s)).

Principalni okvir F' = (T, N, B) duZinom luka parametrizovane krive s — 7(s) zadovoljava

0 —k O T = kN
FF=F|x 0 -1 =N N' = —kT +7B .
0 7 0 B = —rN

gdjesu k:=T'- N i7:=N'-B krivina i torzija krive ~.

Jer je s — F(s) € SO(3) imamo F~! = FT i stoga

T-T" T-N T-B 0 T-N' T-B 0 -k O
d=F'F=(N.-T" N-N N-B |=|N-T 0 N-B |=|x 0 -7
B-T" B-N' B-B B-T" B-N 0 0 0
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(d) Krivu ¢ — ~v(t) zovemo (opsti) heliks ako njene tangente ¢ine konstantan ugao sa fiksnim
pravcem a € R® u prostoru, tj., a-T = const.

Pretpostavimo da je s — ~(s) duzinom luka parametrizovan (opsti) heliks. Onda
0=(a-T) =kKa-N,
to jest, ako k # 0, onda je a paralelno sa rektifiraju¢om ravni,
a=\I"+uB
sa pogodnim funkcijama A i pu. Diferencirajuéi nalazimo da

O=a =XNT+ Mk —put) N + /B,

to jest, A i p su konstantne i odnos = = % je konstantan.

K

Obratno, ako T = const za krivu s — 7(s) biramo a € IR tako da
0=kKcosa—Tsina

kako bismo dobili
(cosaT +sinaB) = (kcosa — Tsina) N = 0.
To jest, a := cosaT + sin« B je konstantan pravac koji ¢ini konstantan ugao a sa T jer je a-T =

COS ¢x.

Zadatak 2.
(a) Neka je kriva ¢t — «(t) data sa

t+sint —t+sint cost

a(t>:( 2 ) 2 ’ \/E)

(i) Nadjite krivinu i torziju krive c. 8]

(i) Neka je t — B(t) druga kriva koja ima istu krivinu i torziju kao kriva a. Kakav je odnos
izmedju o i 87 [2]

(b) Dokazite da je t — ~(t) prava linija ako su v”(¢) i 7/(¢) linearno zavisne za sva t. [5]

(c) Izracunajte duzinu luka krive ¢ — e(cost,sint) i nadjite parametrizaciju duzinom luka. Zatim
izracunajte krivinu funkcije krive. [5]

RjesSenje.
(a)
(i) Prvo parametrisimo a duzinom luka.
o/ (t) = (14 cost)/2,(—1 + cost)/2, —sint/V/2),
pa je |&’| = 1, pa je kriva veé parametrisana duzinom luka. Imamo da je

o (t) = (—sint/2, —sint/2, — cost/V2),

tako da je

k=la"| =1/V2.

Imamo da su )
1+cost —1+4+cost —sint

2 ’ 2 ) \/§ )’
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—sint —sint
N=(—% —,

( V2 V2
cost—1 cost+1 —sint

2 ) 2 ? \/5 )'

fcost),

B=TxN = (

Stoga je
7T=-B.N= (sint/Q,sint/Z,cost/\/i) = —1/\/5.
(ii) Po Fundamentalnoj teoremi za prostorne krive, 8 je jednaka « do rigidnog kretanja.

Pretpostaviéemo da je v regularna kriva tako da je v/(¢t) # 0 za sva t. Jedan moguéi nastavak
je da pretpostavimo da je v parametrizovana duzinom luka (reparametrizacija duzinom luka ne
mijenja pretpostavku da su+” i+’ linearno zavisne!); Onda se tvrdnja moze dokazati direktnom
integracijom. Drugi nacin je slijedeéi, radeéi sa proizvoljnom parametrizacijom: Cinjenica da
su v 1 4/ linearno zavisne se moze formulisati kao v (t) = A(t)7/(t) (jer v/ # 0) za pogodnu
funkciju t — A(t) € R. Fiksirajmo tq i n1,n2 € S? C R3 tako da ny,ne L v/ (to) i n1 L no
(konkretno, n; i ng su linearno nezavisni). Sada posmatrajmo funkcije

t = gi(t) == n; - (v(t) —(to))-

Spoznajemo da
gi(to) = gi(to) =0 1 gi'(t) = A()gi (1),

to jest, g; zadovoljavaju linearnu obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu, koja ima jedinstveno, glob-
alno definisano rjesenje g; = 0. Stoga, t — ~(t) zadovoljava jednacine prave:

ny - (Y(t) —7(to)) = nz - (v(t) —~(to)) = 0.
Neka je y(t) := ef(cost,sint); Onda |7/(t)|? = 22! i ako izra¢unamo duzinu luka od t = 0,
S0 = [L Ot = V3 = 1) & is) =In(1l+ =),

Stoga je
F(s) :==(t(s)) = (1 + %) (cosln(1 + %),Sinln(l + %))

reparametrizacija duzinom luka krive ~.

Sada, njena krivina je, do znaka, data sa

w2 (s) = |[T'(s)* = 17" (5)° = (75 = 3o

Zadatak 3.
(a) Definiite linijsku i razvojnu povrs. [4]
(b) Pokazite da je 1-strani hiperboloid ¥ = {(z,vy, 2) | 2% + y? = 1 + 22} linijska povrs. [10]
(¢) Dokazite da je cilindar razvojna povrs. Navedite sve razvojne povrsi koje znate. [6]
Rjesenje.

()

Povrs ¥ C IR? se zove linijska povr§ ako prima (lokalno) parametrizaciju x forme
(u,v) = x(u,v) = y(u) + vn(u),

gdje je u + y(u) regularlna kriva u R? i u — n(u) € S? jediniéno vektorsko polje duz +.

Razvojna povrs je linijska povrs (u, v) — v(u)+v n(u) ¢ije je Gaussovo preslikavanje N(u, v) = N(u)
jedino zavisno o u, tj.,

N, =0.
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(b) Prateéi primjer iz sekcije 2.4, linijja y = 1, z = x lezi na X: parametriSemo liniju pomocu
v (%v, 1, %v); kako bismo vidjeli da je jednac¢ina koja definisSe ¥ zadovoljena,

1 1
5'[}2—'—1:1"—51}2.

Takodje, znamo da je povrs povrs revolucije (jer je O-ti nivo funkcije F(z,y, z) = (22 +y?) — 22,
¢ija je zavisnost o x i y jedino u obliku 2242, tj., udaljenost tacke od z-ose) oko z-ose. Odavdje

dobivamo parametrizaciju povrsi rotirajuéi gornju liniju oko z-ose:

1

cosu —sinu 0 Y —sinu Cos U
(u,v) = x(u,v) ;= [ sinu cosu 0 1 =| cosu |+ v% sinu
0 0 1)\ v 0 1

Stoga je X linijska povrs sa v(u) = (—sinwu, cosu,0) i n(u) = %(cos u, sinwu, 1).

T =(u) =m(u)
(¢) Cilindar .

—_—
(u, 0) = x(u, 0) = (2(w), y(u), v) = (2(w),y(u),0) +v (0,0,1)

je onda (o¢ito) linijska povrs i ima Gaussovo preslikavanje

N(u,v) =~ (y/ (u), =2’ (u), 0),

o2 (u)+y? (u)

koje ne zavisi o linijskom parametru v.
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