Druga fundamentalna forma. Operator oblika. Krivine na
povrsima.

Diferencijalna geometrija — Vjedbe 10

RjeZenja predati na predavanjima, 11.6.2021. god.

Vjezba 1. Izracunajte druge fundamentalne forme sfere, helikoida, elipti¢nog paraboloida, hiper-
boli¢nog paraboloida i jednokrilnog hiperboloida.

Rjesenje : Helikoid mozemo parametrizirati sa
(u,v) = x(u,v) = (sinh u cos v, sinh u sin v, v)
(sa prvom fundamentalnom formom I, ,) = cosh® u {du?+dv?}, kao §to je izradunato ranije). Stoga

Xy (u,v) = coshu (cosv,sinv,0) 1 x,(u,v) = (—sinhwusinv,sinhucosv, 1)

tako da je
Xy X Xy sinv Ccos v
n(u,v) = u,v) = ,———,tanhu
(u,0) E (u,0) (coshu coshu )

i

Xuyu(u,v) = sinhu(cosv,sinv,0)

Xup(U,v) = coshu(—sinv,cosw,0)

Xyo(u,v) = —sinhwu (cosv,sinv,0)
tako da

e(u,v) =0, f(u,v)=-11 glu,v)=0
i stoga, I|(,,.) = —2dudv.
Ostale povrsi ostavljamo za vjezbu. Q

Vjezba 2. Neka je t — ~(t) = x(u(t),v(t)) (regularna) kriva na parametrizovanoj povrsi x, ne
obavezno parametrizovana dudinom luka. Dokadite da je normalna krivina krive v onda data sa

u u
H(( v/ )a( 'U/ )) _ eu’2+2fu’v’+gv’2
u u - Eu’2—|—2Fu’v’+Gv’2'
ot )t )

Rjesenje : Ako je 7(s) = x(a(s),0(s)) = x(u(t(s)),v(t(s))) reparametrizacija duzinom luka krive,
onda

Rp =

eu’2+2fu’v'+gv/2 B {eu’2+2fu’v’+gv’2}t’2
Eu?+2Fu/v +Gv?  {Eu?+2Fu'v + Gu'2} 2
et +2f W0 + g o'
Ew? +2F W/ + Go'?

Rn

1

=  Kp.

jer je kn(t) = Fn(s) (po definiciji). @



Vjezba 3. Pokazati da koeficijente druge fundamentalne forme mozemo racunati kao

(Tuw Tu Ty)  (Tpy Ty Ty)

JVEG 2 VT JEG -2

o (Tuu Ty Ty) f=
- VEG-F "

Rjesenje : S obzirom da je

(xuu Xu Xv) o (qu : (Xu X Xv) = X, N =e.

VEG—F?  |lxux %]

Slicno za koeficijente f,g. Q

Vjezba 4. Pokadite da su prave linije na linijskoj povrZi asimptotske linije.

Rjesenje : Fiksirajmo u = const; Onda uslov kako bi kriva v — ~(v) = x(u,v) bila asimptotska
linija ima oblik
0=eu?+2fu/v 4+ gv?=gv?.

Stoga izracunamo
g(u,v) = X4y - n(u,v) = 0;

kako bismo vidjeli da je uslov ispunjen i da je v asimptotska linija. Q

Vjezba 5. Potvrdite formule za srednju i Gaussovu krivnu povrZi koristeéi se operatorom oblika.
Izrazite ih pomocu principalnih krivina.

Rjesenje : S obzirom da je Weingaretnov tenzor

g 1 Ge—Ff Gf—-Fg
T EG-F2\ Ef—-Fe Eg—Ff )

imamo da je

L e — _ Ge—2Ff+Ge
H_§trs_m(Ge_Ff+Ge_Ff)_W’
K =detS = pos[(Ge = EA)(Bg — Ff) = (GF ~ Fo)(Bf ~ Fe)
- W(GBEQ—GeFf—FfEQHFf)Q—GfEf+GfFe+FgEf_F2ge)
 —F2(eg— [2) + EG(eg— f2)  eg—f?
- (BG - F?)? T EG-F*

Ako sada izra¢unamo, nakon malo truda,

eg — f? — k(eG — 2fF + Eg) + k*(EG — F?)
EG — F?

det(S — k- id) = = K — 25H + K*

Ako ovo sada izjedanc¢imo s nulom, da bi dobili svojstvene vrijednosti, imamo
ki =H £ \/m .
Ako sada saberemo ove dvije formule za k1 i k2, dobijemo
K1+ ke = 2H.
S druge strane, ako ih pomnodimo, imamo
kiko = H> — (H> - K) = K.

Primijetite da je
H*>K

jer je




(odnos aritmeticke i geometrijske sredine), ali i po definiciji:

Eg —2Ff + eG)? eg — f?
HQ—K:( — >
A(EG — F2)? BG—r ="

uz pretpostavku pozitivne definitinosti prve fundamentalne forme (E > 0, EG — F? > 0).

Vjezba 6. Izracunajte Gaussovu krivinu razvojne povrsi.

Rjesenje : Razvojna povrs je oblika (u,v) — x(u,v) = y(u) + vn(u) sa n, = 0. Stoga, racunajudi
koeficijente druge fundamentalne forme nalazimo

f=—-x, n,=0 i g=-x,-n, =0.

Stoga je K = bfg,:’;fz =0. Q

Vjezba 7. Izracunajte Gaussovu, srednju i principalne krivine sfere, helikoida, elipti¢nog parabolo-
ida, hiperboli¢nog paraboloida i jednokrilnog hiperboloida.

Rjesenje : Izracunat ¢emo krivine za helikoid. S obzirom da helikoid mozemo parametrizirati sa
(u,v) = x(u,v) = (sinh u cos v, sinh usin v, v),

sa prvom fundamentalnom formom I|, ) = cosh? u {du? 4 dv?} i drugom fundamentalnom formom
I|(y,v) = —2dudv, imamo da su

2
- ~1
K o~ -1 _ L
EG—-F? cosh*u
Eg—2Ff+eG
H = _— = 0
2(EG — F2) :
/1 1
;‘{1/2 = Hi\/H2—K:i 1 =+ 5 -
cosh™ u cosh”u
Ostalo ostavljamo za vjedbu. Q

Vjezba 8. Neka je (u,v) — o(u,v) regularna parametrizovana povrs.
(a) Dokazite da su n(u,v) i n, x n,(u,v) medusobno paralelni vektori za sva u,v.
(b) Izracunajte (n, x n,).n i zakljucite da je

n, x n, = Ko, X o,

(c) Neka nam je sada data nova povrs: (u,v) — p(u,v) 4+ an(u,v), a € R. Dokazite da su n(u,v)
i pu X py(u,v) medusobno paralelni vektori za sva u,v. Dokazite da je

puxpy=01—-2Ha+ K a2)ou X Oy
Rjesenje :
(a) nx (n, X n,) =ny(n.n,) — n,(n.n,) =0, pa su vektori paralelni.

(b) Direktnom primjenom Lagrangeovog identiteta (axb).(¢xd) = (a.c)(b.d)—(a.d)(b.c) i definicije
Gaussovog preslikavanja i Gaussove krivine, tojest

n, X n,).(o, X av)>
VEG — F?2

_ g2
_ (ny.04)(0,0,) — (0y.04)(0,04) ne eg—f n= Ko, X o,

VEG — F? VEG — F?

e = o <ol

()
n X (pupv) = pu(n.pv) = pu(n.pu) = pu(n.(o, + any,) — py(n.(ou + any)) = 0.

Ostatak je pravolinijski, sa istim fazonom kao u (b).



Vjezba 9. Dokadite Cayley-Hamiltonovu formulu:
S*=2H-S5 - K -id.
Rjesenje : kako bismo dokazali da je
S* =2HS — Kid,

posmatrajmo prvo

2
g2 _ 1 Ge—Ff Gf—Fg
(EG — F?)? Ef—Fe Eg—Ff
_ 1 —fF(Bg +3eG) + f2(F2 + EG) + e(F2g + eG?) (2fF — Eg — ¢G)(Fg — fG)
- (EG _ F2)2 (Ef — eF)(—2fF + Eg + eG) g(eF? + E2g) — fF(3Eg + ¢G) + f2(F2 + EG)

S druge strane je

_ _ o _£2
ols Kz_d:Eg 2Ff+eG<Ge Ff Gf Fg) eg— f (1 0)

(EG — F?) Ef—Fe Eg-—Ff EG-F2\ 0 1
1 _ 22 2 2 _ _ _
_ FF(Eg+ 3eG) + f2(F2 + BEG) + e(F2g + ¢G?) (2fF — BEg — ¢G)(Fg — [G)
- (EG _ F2)2 (BEf — eF)(—2fF + Eg + eG) g(eF2 + E2g) — fF(3Eg + ¢G) + f2(F? + EG)

Q

Vjezba 10. (a) Napravite funkciju dff [x_,u_,v_] koja rac¢una drugu fundamentalnu formu date
povrsi i vrada je kao listu {e,f,g}.

(b) Napravite funkciju srednjaKrivinal[x_,u_,v_] koja racuna srednju krivinu date povrsi.
(c) Napravite funkciju gaussovaKrivinal[x_,u_,v_] koja ra¢una Gaussovu krivinu date povrsi.

(d) Napravite funkciju prinKrivine[x_,u_,v_] koja ra¢una principalne krivine date povrsi.



