Gauss-Codazzi. Fundamentalne jednacine povrsi

Diferencijalna geometrija — Vjezbe 12

Rjesenja predati na vjezbama, u utorak 26. maja 2020. god.

Vjezba 1. Neka je (u,v) — x(u, v) paramterizacija linijom krivine povr$i sa konstantnom Gaussovom
krivinom K = —1 tako da, bez gubitka opcéenitosti, k1 = tanp i ko = — cot ¢ sa odgovarajuc¢om
funkcijom .

Pokazite da postoji reparametrizacija linijom krivine, u = u(@) i v = v(?), tako da
~ ~ 1
I=cos?pdi®+sin®pdi® i T= 5 sin 2 (du? — dv?).

(Pomoé: pokazite da je (&)U = (ﬁ)u = 0 iz Codazzijevih jednacina.)

Rjesenje : Iz Codazzijevih jednacina

E,=—-2F (K1)o = 2Fp,tanp i G, =2G (K2)u — 2, cot
K1 — R2 K1 — Ko
tako da
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= E,+2FEp,t =0 i — G —9a ol — 0.
(cos2 <p)v cos? <p{ v+ 2Ep, tan o} 1 (sin2 SO)u sin? go{ u u cot o}

Kao posljedica ovoga, mozemo rijesiti diferencijalne jednacine

o — cosw(u) L Sne

VE e

sa dvije funkcije u = u(@) i v = v(0) jedne promjenjljive kako bismo dobili, za %X(@, 0) = x(u(w), v(?)):

(v)

[ = (Eu?)di® + (Gv'?) di* = cos® p di® + sin? ¢ dv*

- 1
I = & cos® @ dii? + kg sin? ¢ dv® = sin p cos p {di? — di?} = 3 sin 2 {d® — dv?}.

Vjezba 2. Pokazite da je Gaussova krivina konformalno paramterizovane povrsi data sa

1
K=——AE.
B

Rjesenje : Vracajuéi se dokazu Gaussove Theoreme egregium nalazimo
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Vjezba 3. Neka je (u,v) — x(u,v) paramterizacija linijom krivine minimalne povrsi. Pokazite da
E?K = const i zakljudite da In F mora zadovoljavati Liouvilleovu jednaéinu

AInE = conste ™ E.

Rjesenje : Koristimo Codazzijeve jednacine, koristeéi K = —k? = —k3, kako bismo nasli
(F?°K), = 2EE,K + E’K, =2FEE,K — E*(k3), = 2EE,K — EE, (k1Ko — K3) = 0,
(F?°K), = 2FE,K + E’K, =2EE,K — F*(k?), = 2EE,K + EE,(k? — k1k2) = 0.

Stoga E?K = const i, iz Gaussove jednacine K = fﬁA In FE za konformalno parametrizovanu povrs,
zakljucujemo

1
const = §E2K =—FAIE=e"PAInE.
Q

Vjezba 4. Pokazite da je Gaussova krivina povrsi invarijantna pod reparamterizacijom i zakljucite
da Gaussova krivina nestaje ako je povrs (lokalno) izometri¢na ravni, tojest prima izometri¢nu
parametrizaciju.

Rjesenje : Gaussova krivina parametrizovane povrsi je data sa

K = (% - 1) (X - 1y) — (Xy - 1) (X0 - 1y)

EG — F?
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B EG — F?

|n7nu7n’u‘
VEG — F?
n-(n, X n,)

Xy X Xy

Sada, ako je x(@,?) = x(u(@,?),v(a,0)) reparametrizacija, onda
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Sada, ako povrs prima izometri¢nu paramterizaciju, onda je odgovoarajuc¢a prva fundamentalna
forma I = du? + dv?. To jest, prima konformalnu parametrizaciju sa E = 1.

StogaK:—%Alnle. Q

Vjezba 5. (a) Koristeéi se lemom sa predavanja, izra¢unati eksplicitne formule za Christoffelove
simbole Ffj koristeci se koeficijentima prve fundamentalne forme.

(b) Dokazati stoga posljedicu s predavanja :

™m 1 m
Ii=3 > 9" ™ (0596 + igik — Okgij)-
K

(¢) Izracunati Christofellove simbole za sferu, helikoid i jednokrilni hiperboloid.

(d) Napraviti funkciju Christoffel[x_,u_,v_] u Mathematici.



Rjesenje :

(a) Koristedi se strukturnim jedna¢inama koje nam kazu da je

1 2

Xyy = I'xe+T71%xy+en
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Xuy = 19Xy +T79%, + fn
1 2

Xpy = I'59X%, +1'55%, +gn

uzimajuéi skalarni proizvod svake jednacine sa z,, i x,, dobivamo

1
IHLE+THE = §Eu;
1
I'L,E+T%,F = 5 Eu
1
F%zE + F§2F =F, - §Gu,

Rjesavajuéi ovaj sistem u parovima, dobivamo
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(b) Dugacko, ali dosta pravolinijski kada se dokaZe (a). Najjednostavnije krenuti s desna na lijevo.
Naprimjer, za prvi koficijent imamo da treba da vrijedi

1
Iy, = 3 ngl(awm + 0191k — Okg11)
!
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kao sto smo i ocekivali.
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(c¢) Izracunat ¢emo simbole za helikoid. S obzirom da je kod helikoida sa parametrizacijom
(u,v) — x(u,v) = (sinhucosv,sinh usinv, v),

sa prvom fundamentalnom formom I}, ) = cosh? u {du?® + dv*} imamo da F =0i E = G,
tojest konformalno je parametrizovan, to su onda formule znac¢ajno jednostavnije, tojest

E E
Fl — —u F2 — _ v
1= 55 11 °G
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odnosno
I'l, = sinhu, r?, =0,
Fb =0, F%z = sinh u,
I'l, = —sinhu, r2, =0.



