Krivina
Diferencijalna geometrija — Vjezbe 3

Rjesenja predati na predavanjima, u petak 9. aprila 2021. god.

Primjer 1. Uvjerite se da se oskulatorna kruznica duzinom luka parametrizo-
vane krive v u tacki y(so) (koristite sy = 0 kako bi vam bilo lakse) doista moze
parametrizovati (duzinom luka) tako da se Taylorovi polinomi drugog reda za-
ista poklapaju. %

Dokaz. Parametiziramo oskulatornu kruznicu na slijedeéi naéin (uz pretpos-
tavku da je so = 0):

s a(s) :=~(0) + ﬁ N(0) + ﬁ{sin(n(O)s) T(0) — cos(x(0)s) N(0)}.
Primjetimo da je ovo parametrizacija duzinom luka jer

|o/(5)]? = | cos(x(0)s) T(0) + sin(x(0)s) N(0)|> = 1.

Onda:
a(0) = ~(0)+ (10) N(0) — W N(0) = v(0)(dodir nultog reda),
a’(0) = cos(0)T(0) =~'(0)(dodir prvog reda),
a”(0) = k(0)cos(0) N(0) =T"(0) = " (0)(dodir drugog reda);

stoga se izvodi od « i a poklapaju u s = sg = 0 do drugog reda i, posljedicno,
Taylorovi polinomi drugog reda od v i a su isti u s = 0. |

Primjer 2. Izracunati oskulatornu kruznicu i centar krivine kruznog heliksa u
proizvoljnoj tacki. &

Dokaz. Koristeéi formulu za oskulatornu kruznicu

a(s) = (s0) + ﬁ{sin(H(So)S) T(s0) + [1 — cos(r(s0)s)] N(s0)}, (1)



te ranije izracunate formule za krivinu, tangentni i principalni normalni vektor,
ovo treba biti pravolinijski. Napomena - obavezno se treba koristiti parametri-
zacija duzinom luka!

Stoga sada zelimo izrac¢unati oskulatornu kruznicu na kruzni heliks

V(s) = (COS\[ 7 ﬁ)

u sg = 0. S obzirom da znamo da su

1 .S S
T(s):\/i<—sm\/§,cosﬁ,1>,N(s) (cos\f \f 0)

lako vidimo da je k(s) = % Tako da, bez obzira u kojoj tacki posmatrali, radijus
oskulatorne kruvnice je uvijek konstantan, u ovom slucaju p = 2.

Kako bismo odredili centar kruznice, koristimo

=v(s . Sp) = —coss—0 i
c(50) = 2(o0) + 5N s0) = (= os S —sin T 20 ) — (1,00

Konacno, koristeéi se formulom (1), dobijamo da je oskulatorna kruznica para-
metrizirana duzinom luka data sa

a(s) = ( 1+ cos — \/ismf \/ﬁsing)

2’ 2’
|
Primjer 3. Po definiciji izracunati krivinu krivih ¢ — ~;(¢):

e 71 = (et cost, el sint,0);

e v = (¢, cosht, 1);

o 73 = (cos?t,sin?t,sin?t + 1);

. :(%cost 1+sint, 2 — 7cost)

. _ (t+smt 7t+smt cost)

b V2

¢

Rjesenje :

1. Na osnovu drugog zadatka sa proslih vjezbi, znamo da je

5(s) = (1 i \2) (cosln (1 + jﬁ) sinIn (1 + \;i) ,0)

reparametrizacija duzinom luka krive ;. Sada, njena krivina je, do znaka,

data sa ] ]
K2(s)=T' ()P =7"(s))P = ——— = —.
(s) =1[T"(s)]" = 17" (s)| Vatsp 2



2. Brzina je

()] = V1 +sinh?¢ = Vcosh? ¢ = cosht,

jer je hiperbolni kosinus striktno pozitivna funkcija i kriva ~s je regularna
na cijelom R. Duzina luka je

t
s(t) = / coshtdt =sinht = t(s) = arcsinh s.
0

Odavdje je
%(s) = (arcsinh s,v/1 + s2,1).

Dakle
1

s
b 70 b)
V1452 14 s2 )

7() =)= (

N(s) = T'(s)/|T'(s)| = (— = \/%o) ,
B(s) = (0,0, 1).

W) = 1) = s

3. Za tre¢u krivu imamo da je brzina
17/ (t)] = 2V/3| sint cost]

S obzirom da kriva mora biti regularna, izabrat ¢emo interval t € (0, 7/2),
pa je |¥'(t)| = 2v/3sintcost. Duzina luka je

5(t) = V3sin?t = sin’t = —

75

pa je stoga
F(s) = (1 — 37125, 37125 1 4 371/2)

parametrizacija duzinom luka. Vidimo da je u pitanju prava! Dakle kri-
vina je nula.

Lako je uvidjeti, vidi prethodne vjezbe, da je
7 (t) x 4" (t) = 2(— sin 2¢, sin 2¢, sin 2t) x 4(— cos 2t, cos 2t, cos 2t) = 0,
$to je jasno i iz ¢injenice da su v/ i 4" linearno zavisni, jer je

' (t) = 2ctg 2t ¥'(t).

4. S obzirom da je |y/(t)] = 1, kriva je veé parametrizovana duzinom luka,
tj. v(s) = (% coss, 1 +sins,2 — %cos s); Tangentni vektor je

4 3
T(s) = 7/(3) = (—5 sin s, cos s, 3Sin s) .



Principalna normala je

N(s) = T'(s)/|T'(s)| = (—g(ns&——ﬁns,gcoss>.

Binormala je

mgzﬂng@:<?Q®.

S obzirom da je k(s) = |7"(s)] =1, te da je B =0 = 7 =0, pa jeu
pitanju jedni¢na kruznica!

5. S obzirom da je kriva veé parametrizovana duzinom luka, imamo da je

1
T(t) = 5(1 +cost, —1 + cost, —V/2sint)
N(t) 1('t't2 t)
= ———=(SInt,smt, 4 Cos
V2
Odavdje slijedi da je

1

k(t)=T'(t) - N(t) = 7

6. S obzirom da je ||75|| = 1, kriva je veé parametrizovana duzinom luka.
Dakle, imamo da je

1
T(s) = 5(1 +cos s, —1 + cos s, —V/2sin ),

sin s,sin s, V2 cos s
(sin s, sin s,

N

Stoga je krivina

= [lv5 (s)l-

Sl

Q

Primjer 4. Neka je t — (t) parametrizovana kriva tako da T'(t) # 0, Vt.
Pokazati da mozemo izabrati N = % i da je, sa ovakvim izborom N,
<y
k=
v[?

(2)
&



Rjesenje : Prvo, T(t) = wl& je jedinicno tangentno vektorsko pokje duz v i
stoga

T (ITI ) =0

tako da N := % definiSe jedini¢no normalno polje duz « ¢im imamo T' # 0.
Dalje,
=T =IWI'T+ 1 |T" € span {T, N}

tako da je IV principalno normalno polje.

Sada posmatrajmo reparametrizaciju duzinom luka s — 4(s) = y(t(s)) krive
t— y(t):

' (s) t'(s) 7' (¢(s))
F'(s) = t2()7"(t(s)) +1"(s) 7 (t(s))
sa t'(s) = 8%(15) = m it'(s)=-12 |(7t)(z)/lld(t) t = ’Yll(vt,)g)/llit). Stoga
K(t)=FR(s) = T'(s) N(s ) |T'( ) =13"(s)|
_ VIY®P 2 - (') -2"®)* _ () xy"(#)]
|7 (t)? RUCIE
Q@
Primjer 5. Izracunati krivinu krive ¢ — ~(t) = ( 1 :— t, 1- ) koristedi se
formulom (2). PokusSajte izracunati krivinu po definiciji! O

Rjesenje : Koristimo formulu (2):

= (b (or)

2 2
Vll(t) = <0’t3,t3>7

vwwmwwzgqum

tako da je

Intenzitet je ||7/(t) x v (¢)|| = \tIS , dok je

2

1 1
[ OF =2vE (14 5+ 3

(t) \/g e ign ¢
K = - ———— = S1€n
2 (1412 +1t4)2 5

Stoga imamo da je



(Primjetiti da je kriva samo definisana za t # 0 i da znak krivine zavisi od izbora
pravca za principalnu normalu.)

Po definiciji ovo bi islo jako tesko, jer je

2 2
@l =2+ 5+ 5

pa je izracunavanje duzine luka netrivijalno. Q

Primjer 6. Pokazite da je krivina krive identicno jednaka nuli ako i samo ako
slika krive lezi na pravoj. &

Dokaz. Pretpostavimo da je krivina duzinom luka parametrizovane krive jed-
naka nuli. Onda je, po definiciji krivine

k() = [IT(s)ll = [V (s)I] =0,

odnosno izvod vektor tangente je uvijek jednak nuli, tojest drugi izvod krive je
jednak nuli. To znaci

CL'/(S) = alvyl(s) = Qa, Z/(S) = Qas,
za o; € R, odnosno
z(s) = a5+ P1,y(s) = aas + P2, 2(s) = azs + fs,

za B; € R i kriva je u stvari prava as + 3, a, 3 € R3.

S druge strane ako pretpostavimo da je kriva prava, ona se uvijek stoga moze
predstaviti u obliku

T =ay+1thy, y=as +tby, z=uaz+ths, t € R,

sto se uvijek moze reparametrizovati duzinom luka kao

~(8)_ <a + b18 ao + ng as + b38 )
7 YTt Vet 1o T et 1032

a s obzirom da je ”(s) = 0, imamo da je krivina

K(s) = [[7"(s)]| = 0.

Primgjer 7. Neka je C = {(x,y,2) € R34(z? +¢?) =1+ 22,2 =22+ 1}.

1. Provjerite da C definise regularnu krivu.

2. Nadite regularnu parametrizaciju za krivu C.



3. Izracunajte krivinu krive C.

Dokaz. Uzmimo Fy(z,y,2) = 42% + 4y> — 22 — 11 Fy(v,y,2) :=20 — 2+ 1;
Onda VFi(z,y,2) x VFy(x,y,2) = —4(2y, z — 2z,4y) = —4(2y, 1,4y) # 0 jer
je z = 2z + 1; stoga su VFi(z,y,2) i VFy(z,y,2) linearno nezavisni za sva
(z,y,2) € C.

Teorema implicitnog preslikavanja sada osigurava da je C regularna kriva.

Posmatrajmo 0 = Fy(z,y,2r+1) = 4y? — 42 — 2, §to daje x = y? — %; stoga t —
v(t) := (t* — ,t,2t?) daje regularnu parametrizaciju jer je v/(t) = (2t,1,4t) #
0, Vt.

S obzirom da je sada
v (t) = (2¢,1,4¢),

’7//@) =(2,0,4)
to je v/(t) x v"(t) = (4,0,—2). Stoga je krivina

wy= DX 2
12 (1+20t%)3

Primgjer 8. Izracunati krivinu krive ¢t — ~(¢) date sa y(t) = (t, . i) &

Dokaz. Krivina je

V2
"0 = Ty
[ |

Primgjer 9 (Bonus). o Napraviti funkcije krivinalg_,t_] i torzijalg_,t_]

u Mathematici koje rac¢unaju krivinu i torziju date proizvoljno parametri-
zovane krive g parametra t.

¢
Rjesenje :

krivinalg_, t_] :=
Module [{prvi, drugi, templ, temp2, krivinal,
prvi = Simplify[D[g, tl1];
drugi = Simplify[D[g, {t, 2}11;
templ = Simplify[Cross([prvi, drugi], Element[t, Reals]];
krivina =



Simplify[Sqrt[templ.templ]/Sqrt[prvi.prvi]~3, Element[t, Reals]];
Return[krivina]

]

kruznica[gamma_, t_, t0_] := Module[
{c, tT, nN, kK, kriv, tmp, tmp2},
tmp2 := D[gamma, t];
tT := Simplify[tmp2/Sqrt[tmp2.tmp2], Element[t, Reals]];

tmp = D[tT, tl;

nN := Simplify[tmp/Sqrt[tmp.tmp], Element[t, Reals]];
kriv := krivina[gamma, t] /. t -> tO;

c = (gamma /. t -> t0) + (1/kriv)*(aN /. t -> t0);
alpha :=

c + 1/(kriv)*(Sin[kriv*t]*(tT /. t -> t0) -
Cos[krivxt]*(aN /. t -> t0));
Return[Simplify[alphall
]



