Adaptirani okviri

Diferencijalna geometrija — Vjezbe 6

Rjesenja predati elektronskim putem do petka, 7. maja 2021.

Vjezba 1. Neka v parametrizira pravu, tj. neka je v’ x v = 0. Neka je F bilo koji adaptirani okvir krive +.
Pokazite da su k,, = k, = 0. Nadite strip (v, N) takav da je K, =Ky =017 =1.

Rjesenje : Pretpostavit ¢emo da je t — 7(¢) regularna parametrizacija tako da je
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jedini¢no tangentno vektorsko polje duz krive «. Izvodeéi dobijamo

1060 = g B) =T = o (37 = ) =0,
tako da zbog linearne nezavisnosti vektora N = Fe; i B = Fez, mora biti x,, = k4 = 0.
Neka je s — v(s) := sep 1 napravimo postavku

N = cos pes + sin pes
sa odgovaraju¢om funkcijom ¢ = ¢(s). Dobijamo torziju pomoéu:
7(s) = (N' - B)(s) = ¢'(s)(—sin pes + cos pes) - (€1 X (cos pes + sin pes)) = @' (s).

Stoga strip (7, N) sa nestajué¢im krivinama i konstantnom torzijom 7 = 1 ako postavimo da je p(s) :=s. Q
Vjezba 2. Neka su s — k(s), £4(s), 7(s) tri neprekidne funkcije.

Onda postoji kriva parametrizovana duzinom luka s — ~(s) i adaptirani okvir F' za krivu « tako da su zadovoljene
strukturne jednacine

0 —Kn Ky
F'(s) = F(s) ®, o= K 0 -7 (1)
—Kg T 0

Stavise, ova kriva i okvir su jedinstveni do izbora rigidnog kretanja. Dokazati.
Rjesenje : Potpuno analogno dokazu FTPK. Q
Vjezba 3. Neka je F = (T, N, B) adaptirani okvir i neka je F = FA, gdje je

1 0 0
A=| 0 cosp —singp
0 singp cosgp

sa nekom funkcijom ¢ — (t).

o Uvjerite se da je F jos jedan adaptirani okvir.

 Izracunajte kako se strukturne jednacine (tj., kn, kg i 7) mijenjaju.
Rjesenje :

(a) Ocito, F=FA e biti jos jedan adaptirani okvir, jer sa gornjim oblikom A, Feq = Fey =T i A ima vrijednosti
u SO(3) tako da je F, sa F, s vrijednostima u SO(3).



(b)

Zbog jednostavnosti, pretpostaviéemo da je kriva paramtetrizovana duzinom luka, tj. |y'| = 1.
Izracunajmo ® = FTEF = ATFT(F'A+ FA') = AT®A + AT A’ tako da je

B 0 —Kp COSQ + KgSinp Ky, Sinp + Ky COS Y
o= K COSQ — Kgsing 0 —(T+¢) ,
—Kp8ing — Ky oS @ T+ ¢ 0

gdje su Ky, kg i 7 su krivine i torzija koje dolaze iz ®. Stoga:

Fn = KpCOSQ — KgSinp,
Kg = KpsSing + k4 COSQ,
Fo= 14¢.

Konac¢no razmotrimo Sta se dogada kada kriva nije parametrizovana duzinom luka : sve krivine i torzija dobivaju
faktor |y/| u jednadinama. Stoga se prve dvije jednacine ne mijenjaju, ali u treéoj jednacini koja je veza torzija

dva okvira dobijamo faktor ﬁ7 tj
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Vjezba 4. Dokazite slijedece iskaze koji uvezuju prethodno izreceno sa adaptiranim okvirima:

(a)

(b)

()

Pokazite da je N principalno normalno vektorsko polje krive v ako i samo ako je k, = 0, tj. ako je (v, N)
geodezijski strip.

Pokazite da je duzinom luka parametrizovana kriva s — 7(s) planarna ako i samo ako ima adaptirani okvir za
koji je T = k4 = 0.

Pokazite da je duzinom luka parametrizovana kriva s — 7(s) planarna ako i samo ako ima adaptirani okvir za
koji je 7 = Kk, = 0.

Rjesenje :

(a)

Neka je T := % jedni¢no tangentno vektorsko polje duz . Prvo pretpostavimo da je N principalno normalno
vektorsko polje, tj. v € span{T, N}; onda je

1 1 ,y//
o () ) -
9= 71\

jer jey” € span{T,N}iT,N L B.
Obratno, pretpostavimo da je k4 = 0. Onda nam strukturne jednacine daju

V" = WIT + (V)T = [y [*RaN + (IY')'T € span{T, N}
pa je N principalno normalno polje.

Prvo pretpostavimo da su k4 = 7 = 0. Medutim, po prethodnom dijelu, posto je x4 = 0, onda je N principalna

T(s) . . . . . . .. s
normala \Tgl i adaptirani okvir je u stvari Frenetov okvir! Prema veé¢ dokazanom na predavanjima, posto je

7 = 0, kriva je ravninska. To takode mozemo vidjeti iz strukturnih jedné¢ina, koje impliciraju
T =k,N, N =-r,T, B =0,

tj. binormala je konstantna, pa je oskulatorna ravan AN + pT' fiksna, tj. sadrzi krivu ~.

Obratno, neka je kriva ravninska i neka je |y”(s)| # 0. Tada postoji okvir (7', N, B) takav da je k4, = 0, naime
to je Frenetov principalni okvir (~/(s), %, ~'(s) x I:ﬁ%) U tom slucaju torzija je ekvivalentna nuli, kao

$to smo veé pokazali, jer je vektor binormale konstantan.
Pretpostavimo da kriva nije prava. Primjetite da je prema prethodnom, trazeni iskaz ekvivalentan iskazu :

kriva ima adaptirani okvir za koji je 7 = k4 = 0 ako i samo ako ima adaptirani okvir za koji je 7 = k,, = 0.
Takav okvir se dobije iz originalnog obrtanjem uloga vektora N i B, tj. ako je okvir bio (T, N, B), novi okvir je

(T, B,N) = (7/(5):7'(5) x s, 2 )!



Drugi nacin: Prvo pretpostavimo da su k, = 7 = 0 za neki adaptirani okvir (T, N, B) duzinom luka paramteri-
zovane krive . Onda je
N = —k,T+7B =0,

odnosno N = const. Odatle je
(y-N)Y=T-N=0,
pa v zadovoljava jednacinu ravni v - N = d, tj. v je planarna.

Obratno, pretpostavimo da je v planarna kriva, tj. zadovoljava jednacinu ravni u opéem vektorskom obliku iz
analiticke geometrije:
v-N=d,

sa nekim konstantnim (jednini¢nim) vektorom N € R? i za neko d € R. Onda je

7N =(y-NY =0

i N definise konstantno jedini¢no normalno polje duz . Posto je N konstantno,
0=N'=-k,T+7B

tako da je k, = 7 = 0, jer su vektori T'i B linerano nezavisni.

Vjezba 5. Neka je ¢ — ~(t) regularna kriva takva da je

v x~"(t) #0, Vt.

Dokazati da onda v ima jedinstven principalni, Frenetov okvir sa x, > 0.

Rjesenje : Neka su

_ 7 _ T
T:= ik N.—‘ T
Primjetite da je
;1 2 A
T = W"‘. e 7& 0

jer je po pretpostavci kriva regularna i v’ i 4" su linearno nezavisni za sva t, tako da je definicija vektora N korektna

i smislena. Dalje,
1

i

N-T (IT)?) =0,

tako da je N jedini¢no normalno polje i
v'(t) = (WT"=7-+)(t) € span{T, N},
tako da je N principalna normala. Na kraju

1 |T/|2
bp=—T  -N=———>0
"y IT]
S obzirom da u tackama v(t) gdje je v’ x 7" # 0 kriva ima jedinstvenu oskulatornu ravan, principalna normala je
jedinstvena do znaka. Stoga uslov k, > 0 uslovljava znak principale. Q



