1 Uvoduizvode

1.1 Intuitivni uvod u izvode

Uvod

Mnogi fizikalni fenomeni uklj@uju mijenjajice kvantitete - brzina rakete, mone-
tarna inflacija, broj bakterija u kulturi, intenzitet udaraemljotresu, napon elekériog
signala i tako dalje.

U ovom poglavlju razvitemo pojamizvodaili derivacijg Sto je matematki alat
pomctu kojeg se protavaju stope po kojima se mijenjaju fizikalne vrijednosti.

Tangentne vrijednosti

z

M N se nazivasekantdli sjeCica krivey = f(z).
Posmatrajma\ M N P.
foor — NP Ay
SYTMP T Ax
je nagib sjéice M N.

Kako Az — 0, N klizi po grafiku krivey = f(x) prema t&ki M.

Kako Az — 0 u stvari sj@€ica M N teZi da zauzme gratmi poloZaj, tj. poloZaj
tangente na krivuy = f(x) utatki M. tg /S je nagib tangentena krivu u t&ki M.
Kako Az — 0 ondaa — S, tj. tga — tg S.

Ay
tgB = lim tga= lim —= =9/
gh Aglcrgo ga Airgo Ax y(@)



Trenutna brzina

Geometrijska interpretacija prosjecne brzine

Ako se Cestica krée u pozitivnom smjeru duZ nekeose i ako je kriva pozicije u
odnosu na vrijeme = f(t), onda je prosjéna brzinatestice izmed vremena i
t; predstavljena geometrijski porow nagiba sekante koja povezujéke (to, f(to)) i

(t1, f(t1))-

Geometrijska interpretacija trenutne brzine

Ako se Cestica krée u pozitivnom smjeru duZ nekeose i ako je kriva pozicije u
odnosu na vrijeme = f(¢), onda je trenutna brzirzestice u vrementy predstavljena
geometrijski pomou nagiba tangente na krivi(t) u tacki (to, f(to))-

Brzina se moZe promatrati kao mjera promjene - mjera pro@j@zicije u odnosu
na vrijeme ili mjera promjene u odnosu n&. Mjere promjene se mogu pojaviti u
mnogim primjerima:

e Mikrobiolog je zainteresiran za razinu promjene broja bald u koloniji tokom
vremena,

e InZinjer moZe biti zainteresiran za mjeru promjene duZiregaime Sipke u od-
nosu na promjenu temperature;

e Ekonomista je zainteresiran kako se mijenja cijena pralpy® u ondosu na
kvantitet proizvodnje;

e Medicinski istraZitelj je zainteresiran za promjenu radd arterije kada se po-
veta koncentracija alkohola u krvi...

Definicija 1.1. Ako je y = f(z), onda je prosjéna mjera promjeng u odnosu na
x na intervalu[zg, z1] nagibm.. sekantne linije koja povezujedie (xo, f(xo)) i
(21, f(z1)) na grafu funkcijef, tj.

s — f(@1) = f(@o)
r1 — o
Definicija 1.2. Ako je y = f(z), onda je trenutna mjera promjep@ odnosu na: na
intervalu[zg, 1] nagibm.,, tangente na krivy u tacki (zo, f(x0)), tj.

Mpan = lim flz1) — f(fﬂo).
T1—T0 1 — Xo
Primjer. Ako je data funkcijay = x2 + 1, nati prosj&nu mjeru promjeng u odnosu
naz preko intervald3, 5], trenutnu mjeru promjengu odnosu na u tatki x = —4 te
trenutnu mjeru promjeng u odnosu na u nekoj proizvoljnoj t&ki = = x.



Prethodno smo promatrali nagib tangente na jedé@mn&ada, zbog kalkulacijskih
potreba i izbjegavanja "viSka" promjenljivin, novu promijg/u h = z; — xo, odakle
jasno slijedi da jer; = ¢ + h, pa konzekventne; — ¢ akoh — 0.

Stoga, nagib tangente na kriyw tatki xo sada mozemo izraziti kao

Mtan = }L1_>HIO f(xO + hf)L — f(xO) .

Definicija 1.3. Ako je P(xo,yo) ta€ka na grafu funkcijef, onda jetangentna linija
na graf funkcijef u tacki P ili tangentna linija na graf funkcij¢ u =, se definiSe kao
linija kroz taCku P sa nagibom

f(zo+h) = f(zo)

Miqn = lImM .
h—0 h

pod uslovom da ovaj limes postoji, dakako. Ako limes ne gostazemo da kriva
nema tangentne linije &.

Iz ove definicije slijedi da je jedriana tangentne linije data sa

Y—Yo = mtan(z - l‘()).

Primjer. Nati tangentu na krivy = z2 + 1 u tatki zo = 1.

Primjer. Na€i tangentu na krivy = |z| u tatki zo = 0.

Definicija 1.4 (Izvod informalno) Funkcijaf’ definisana formulom
St h) - fz)
/ —
Fz) = flblgb h

naziva se izvodom ili derivacijom funkcijg u odnosu na..



2 lzvod funkcije jedne promjenljive

Neka jex proizvoljno izabrana unutrasnjattea razmakaD ¢, daklez € (a,b). Ako
argumentr promijenimo za neko malé, tadace se promijeniti i vrijednost funkcije
f(z) unovu vrijednostf (z + h). Mi €éemo razliku

def
Af = flz+h) - f(z)
zvati prirastom (priraStajem) funkcijg u tecki x, a velcinu i f Az prirastom argu-
menta.
Definicija 2.1. Derivacija ili izvod funkcije f u tatki =z € (a,b) naziva se gragna
vrijednost
iy F@ 1) — (@)

h—0 h
ukoliko postoji kon&na ili beskonéna.

; 1)

Za derivaciju funkcijef u tatki z, koristi se oznakd’(x).

Jednako tako derivacija funkcije= f(x) po promjenljivojx, ozn&avasef., v, .,
i j—é, ali one oznaavaju da je u pitanju derivacija pg a nije naglaSeno na kojudau
se to odnosi. Ako funkcijg (x) ima derivaciju u svim tékama skupa C (a,b),
onda derivacija predstavlja novu funkciju ad koja je definirana na tome skupu, u
opStem sldaju razltitom od(a, b). U tatkama toga skupa, dakle ta funkcjjg ima
kon&nu ili pak beskonénu vrijednost.

Prema tome
/i D — RU{—00,+c0}.

Treba zapaziti da razmak moZze imatiafa koje nisu unutrasnjetiee, pa s€ini da os-
taje ne definirana derivacija u takvintieama. Implicitno su i takve derivacije uvedene
datom definicijom, a eksplicitnbemo o tome govoriti u okviru jednostranih derivacija.



Postupak nalazenja funkcijé naziva se diferenciranje ili deriviranje funkcife

Definicija 2.2. Za funkcijuy = f(x) kazemo da je diferencijabilna (ili derivabilna) u
tacki = € (a, b) ako ima kon&nu derivaciju u toj taki.

Stav
Ako je f diferencijabilna funkcija u ki = € (a,b), tada je ona i neprekidna u istoj
tacki.

Ako je f neprekidna funkcija u nekoj ¢&i ona ne mora biti diferencijabilna u toj
tacki, kao Sto pokazuje

Primjer. Funkcija f zadana pomtu f(z) = Va2 je neprekidna n&, ali nije dife-
rencijabilna u téki x = 0.

Slika 5.1

Za zadanu funkcijyf : [a,b] — R kazemo da ima lijevu derivaciju utki = €
(a, b], ako postoji
i L@ = @)
R~ 3h—0 h
i u tom slitaju, jednostranu derivaciju oztevamaof; (z) ili pak f'(x — 0).
Analogno se definira desna derivacija ez € [a ,b), kao

fi@) = f'(@+0)=_lim w

Jasno, kao kod svake druge gr@ame vrijednosti, derivacija{1) funkcijépostoji u ta&ki
x ako i samo ako postoje jednostrane derivacije (jednostyear@ne vrijednosti) u toj
tacki i ako imaju istu vrijednost.



2.1 Pravila diferenciranja funkcije

Pretpostavljamo diferencijabilnost Géavome intervalya, b), bez obzira Sto diferen-
cijabilnost, u opStem stiaju, moze biti ispunjena samo #AC (a,b). Ako se uzme

[a, b] umjesto(a, b) onda bi se diferencijabilnost udki « (odnosnd) svodi na posto-

janje kon&nih jednostranih derivacija u pomenutintkama.

Teorem 2.3.Neka suf, g : (a,b) — R. Tada akof, g € D(layb) ondajef +g, fg,g €
D(lm), (g(z) # 0). Jos viSe, za svako € (a, b) vrijedi:

(i) (f£9) ()= f(x) g (@);
(i) (f9) () = f'(x)g(x) + f(2)g (x);
(i) (i)' () = L) S @ @)

Primijetimo ovdje da je preslikavanj% : D(lm) — F(F je skup funkcija) adi-
tivno preslikavanije, ti-L (f + g) = < (f) + - (g). Osim toga, iz svojstva (ii) slijedi
i njegova homogenostﬂ; (\f) = )\d—‘i(f)). Prema tome, vidimo da je diferenciranje

linearno preslikavanje.

2.2 Geometrijsko i fizikalno tumacenje derivacije funkcije
Geometrijsko i fizikalno tumacenje izvoda

Neka se materijalna t&a krece po pravoj tako da funkcija = s(t) izraZzava
preteni put, od neke pietne téke O(0,0), u funkciji od vremena. Prema tome,
u trenutkut materijalna téka se nalazi u ki M (t,0), a u trenutkut + At u tacki
N(t + At,0). Pretkni put do trenutka je s(t), a dot + At je s(¢ + At). Nas zanima
kako odrediti brzinu te ke kada je ona u &i M (¢,0).

Ozn&imo sav, srednju brzinu téke na putuM/ N, tada je
o s(t+ At) — s(t)
sr — At M

Prirodna definicija trenutne brzinettee u momentu/ je grantna vrijednost srednje
brzine kadaV tezZi premal/ (a tote se dogoditi akd\¢ — 0). Dakle, brzinav(t) u
taCki M se definira kao

tji. prvom derivacijom funkcijes(t) po argumentu. Geometrijski, prva derivacija
(kon&na ili beskonéna) funkcijef, u tatki xq, predstavlja koeficijent pravca tangente
(t) na krivuG ¢ u tecki zo.

Da bismo se u to uvijerili, najprije trebamo definirati tantyekrive.



Definicija. Tangenta na neku krivi ¢, u zadatoj téki (zo, f (o)) te krive, definira
se kao prava koja sadrzideu (zo, f(z0)) € Gy, a predstavlja gradni polozaj snopa
sjeCica (tetiva) krive, koje spajaju t&u (¢, f(x0)) kao stalnu i bilo koju drugu t&ku
(x, f(x)) na krivoj. Pri tome snop sfgca nastaje pomijeranjemdke (z, f(z)) po
krivoj prema stalnoj téki (zo, f(xo)).

<

LY

Ako fiksiramo t&ku M (zo, f(z0)) € Gy, tada snop pravih koje prolaze kroZka
M imaju jedn&inu

y — f(wo) = k(z — x0), (P)

gdje sve prave snopa imaju koeficijent pravcaPrava koja ima koeficijent =
tgas = f'(x), jasno, predstavlja tangentu kri@. Naime, koeficijent pravca sjee
(s)je
MM’ _ J(xo 4+ h) — f(xo)

h h

tgay =

2.3 Tablicaizvoda

Tablica derivacija



Teorem 2.4 (Derivacija sloZzene funkcije)Neka su zadate funkcijéig takve da je
definirana sloZena funkcijgg o f)(z) = g(f(z)). Neka, dalje, funkcijg ima kona&nu
derivaciju u tackiz, a funkcijag ima prvu derivaciju u tacky (z). Tada superpozicija
g o f ima derivaciju u tackix i vrijedi:

(9o f)(z) = g(f(2)) = g;(f)fr(x).  (P4)

Ovaj proces moZzemo onda nastaviti, tj. na primjer

dz  dz dwdy
2 =2w), w=wly), y=y@) = 7= o

Primjer. NacCi izvod funkcijez = 3(322 — 2)2.
Primjer. Naci izvod funkcijey = 6+/2z — 3.
Primjer. Nati izvod funkcijey = e—2<”.

Teorem 2.5(Derivacija inverzne funkcije) Neka funkcijay = y(x) ima derivaciju u
tackiz. Neka dalje, postoji inverzna funkcija= x(y), koja je neprekidna u taclg.

Ako jey’(z) # 0 tada je funkcijac(y) diferencijabilna i vrijedi

/ r
Yy - Ty = 1.

Primjer. Funkcijay = arcsinz zax € (—1,+1) predstavlja inverznu funkciju funk-
cije x = siny. Koristeti gornju formulu, moZemo odrediti derivaciju funkcijéz).

.. .. d x| —x . ..
Primjer. Elementarna funkcijg = coshz el ¢ *‘; ima derivaciju

y' = (coshx)’ = % Y sha
Ako iz jednakostie” + e% = 2y izrazimoz, (z > 1), dobijamo da je inverzna funkcija
funkcije cosh z funkcija

Funkcija Derivacija Vrijedi za
!

1 C :f(ca;)nst : (()m) r € R Funkcija Derr
2. z T ZeR f(2) F
3. z® az®! o= § €Q,q=2k—-1,2#0 11. arcsm v V1

a=L>1¢9=2k—LzeR 12. arctg x T
4. a® a®lna a€ R"\{1};z€R 13. arcctgx 71
5. log, = —— a € RT\{1};z e R 14. shz c
6. cosx —sinz r€eR 15. thx =
7. | sinz =cos(§ — ) cos T z€R 16 arshx — )
8. | tgn= "2 D = t# T +kmkel | =In(z+VI1+a?) Vi
9. clgr = - r#£kmk€Z 17. arhz = 3 In 112 T
10. arccos x - 11 — lz] < 1



arccoshr = In (z + 22 — 1) (areacosinushiperbolikus)

1
z2—1

Cija je derivacija(archz) = £

Logaritamska derivacija

Neke funkcije mogu biti zadane anatiim izrazom koji nije pogodan za odtigdnje
derivacije po definiciji, bud&i da se komplikuje izrégunavanje odgovaragih limesa.
Takav je primjer funkcije

F(x) = [f(@)"", 2)
gdje suf i ¢ diferencijabilne funkcije n& = (a, b), na kome je if () > 0.

Sa druge strane ako se logaritm(rh (2), onda dobijamo fjunkci
Az) = InF(z) = o) In[f(2)). )
Prema tome, funkcij&'(x) je implicitno zadata pormiu
In F(z) — ¢(z) In[f ()] = 0.
Potrazimo derivaciju funkcijé {3) kao superpozicije d¥ij@kcije F' i In. Dakle

1

M =P

F(x), (4)

dobijamo izraz na desnoj straﬁi, koji se naziva logaritamska derivacija funkche

f'(x)
f(=)

F'(z) = [f())"") ¢ (x) In [f ()] + o(2)

Primjer. Nacti izvode funkcija .

y=x
y=(z+1)*Y.

Diferenciranje implicitne funkcije

Ako je izrazomF'(x, y) = 0 implicitno zadata diferencijabilna funkcijgx), njena
se derivacija moze odrediti iz relacije

F, + Fy, =0,
koja diferenciranjem (po promjenljivaj) slijedi iz F(z,y) = 0.

Prema tome za derivaciju diferencijabilne funkgije:), zadate implicitn@ (z, y) =
0, koristicemo formulu



/

Yo = —

el

(P8)

Primjer. Nati izvod funkcijex? + y? — 5 = 0.

Primjer. Nactiizvod funkcijexIny + y?Inx + 3y = 0.

2.4 Diferencijal funkcije

Definicija 2.6 (Diferencijal funkcije) Diferencijal funkcijef u tacki = u kojoj je funk-
cija diferencijabilna, u oznagcif (z) ili df, je proizvod derivacije funkcije i prirastaja
nezavisno promjenljive u toj &i, tj.

df (z) = f'(x)h. ()

vidimo da je diferencijal funkcije, koja je ideigti x, jednakh zbog toga, po dogovoru,
piSemoh = dzx.

Prema tome, diferencijal funkcijg, je df = f’dx. Sad ovu jednakost moZzemo
podijeliti sadx ; odakle dobijamoj—f; = f’(«), $to smo vé uveli u uznakama za prvu
derivaciju funkcije.

Geometrijski, diferencijal funkcije u &i x predstavlja prirastaj tangente, koji se
definira kao duzina/’ N na slici geometrijske interpretacije.

Teorem 2.7. Neka su funkcije i g diferencijabilne na skupi, b). Tada, u tatkama
intervala(a, b) gdje jeg # 0, vrijedi

(1) d(f+g)=df +dg;
(i) d(fg) = (df)g+ f(dg);
(i d (1) = @eftdo),

3 Derivacije i diferencijali viSega reda

Derivacije i diferencijali viSega reda

Pretpostavimo sada da postoji derivagifér) neke funkcijef u okolini tatkezo €
(a,b). Cesto deriviranjem funkcij¢ dobijamo funkciju koja, zapravo, i sama ima
derivaciju u nekoj okolini te ili druge tke, tj. postoji

lim f(xo+h) — f’(ﬂfo)'
h—0 h

10



Posljednju grar@inu vrijednost ozngavamo sg”' (o) (koristimo i oznakey;, (zo), v,

, %(xo)) i zovemodruga derivacija funkcije (ili drugim izvodom funkcije) f u
tatki o € (a,b). Indukcijom moZemo uvestiderivaciju n— toga reda funkcije
(n— tiizvod funkcije) f u tetki xo € V(x0) € Dfn-1), kao

D (R — £ D (o e /
F) () = ;lfﬁ% ! ( 0+h}3 f (zo) _ (f( 1)(;50)) ., (™

gdje jen € N. Jasno,f(® (z() = f(zo).

Dakle,n— ta derivacija funkcijef je prva derivacija funkcijef "~ u svakoj unu-
traSnjoj t&ki zo € Djx-1), za koju postoji limes (*).  Ako se pretpostavi da su
funkcije f’ i f” diferencijabilne u svakoj &ki z € (a,b) = Dy, tada za linearno
preslikavanjed, vrijedi

— D}

d .l .
dzx D(a,b (a,b)’

dx * )

a pretpostavka da postgji™,n > 1, za svakar € (a, b) zn&i da funkcijaf ima sve

derivacije don— toga reda u svim t&kama intervalda, b). Klasu funkcija koje imaju

sve derivacije do.— toga reda u svim tkama skup& = (a, b), oznav:i(’:emoDEZ_)b),

a ako funkcijaima derivaciju bilo kojeg reda \(kama skup& = (a, b) onda pripada
klasi beskonéno puta diferencijabilnih funkcij@g’j by

Dakle,e* € DY = D(Oim7+m).

Primjer. Pokazati da funkcijao(z) = In(1 + z) iman— tu (n € N) derivaciju u
svakoj t&ki skupaF = (—1, +00).

Definicija 3.1. Diferencijal n—toga reda funkcijg, u oznacid” f, jeste prvi diferencijal
(n — 1)—-og diferencijala funkcijgf, odnosno

d"f(z) =d(d" " f(z)).

Budwidajed"” ' f = f= Y (z)dz" ', tojed" f(x) = f)(z)dz™. Ako podijelimo
poslednju jednakost s&" "< (dx)", dobitemo da jef™ = 2L, &to predstavija

takote oznaku za—tu derivaciju funkcijef.
Leibnizova formula

Principom potpune matemékie indukcije, dokazuje se Leibnizova formularza
tu derivaciju proizvoda dvije funkcije

(u-v)™ =

u<n>v<o>+< n > u(n%ur( n > w2y .+< n ) LoD ),
1 2 n—1

gdje jeu® = u(z);v® = v(x).

11



4 Derivacija i izracunavanje limesa funkcije

FunkcijaF(z) za neku téku z = a (koja je t&ka nagomilavanja skupBr), moze
predstavljati izraz koji nije definiran, te se ne moze odneihkolika bi bila vrijednost
F(a), niti pak, koliko jelim F(x), ako uopSte taj limes postoji.

r—a

Dakle F'(a) prividno nema smisla, ali kada — a (x tezi premaa) funkcija F’
moZe imati grarinu vrijednost p&ak i beskonénu. Tadad = hin F(z) ima smisla

i funkcija F' se moZe dodefinirati u thki = a, naprimjer tako da j&'(a) = A.
Naravno tékaz = a kao i A, moZze pripadati i skup{i—oo, +0c0}. Neodre@ni oblici
funkcija predstavljaju oblike neodredosti koji secesto susi&u, pacemo ovdje, dakle

Za
0 00

<6)’ (%) @) (o=00). (0°). (). (1) (@)

o

pokazati kako se mogu pogodnim transformacijama svestbhieedkoji pri raCunanju
limesa ne predstavljaju osobito teSku prepreku. Ak@i_ﬂle fz) = hgn g(x) = oo,

tada transformacijom funkcije' = 5 u F' = 4 ocito neodrednost oblika(g) moze

e 1=

se svesti na obliK3).

Isto tako, funkcijaF' = f - g neodreénog oblika(0 - co) u tatki z = a, na ci-

gledan nain prelazi uF = { ti. u neodreenost oblika(3). Transformacijom
g

1
f—g= 47t funkcijaF' = f — g, koja u t&ki z = a ima oblik (co — o0), dobija

[~sl—

fg
neodreeni oblik (). Ako funkciju F = f¢ logaritmiramo, dobijamo novu funkciju
In F' = gIn(f). Desna strana u poslednjoj jednakosti pokazuje da novafjankoze
imati samo oblik(0 - co), pri svim pretpostavkama kada funkcifa = f9 ima neki
od poslednja tri oblika neodredog izraza, pobrojanih {I(6). Jos viSe, elementarnom
transformacijomidn F' = g1n(f) dolazimo do

In(f)
1

F=et") —¢ g .

Sada, ako je naprimjef,(a) = 11 lim g(z) = oo, ponovo se dobija obliK?).
r—a

4.1 Prvo L'Hospitalovo pravilo

L'Hospitalovo pravilo

Teorem 4.1(Prvo L'Hospitalovo pravilo) Ako f, g neprekidne na nekom segmentu
[a, b] i diferencijabilne na(a, b) sa istom domenom i nekaig € (a, b).

Ako je f(z0) = g(xo) = 0 i postoji lim J;é;g konatan ili beskonagan, tada
x xo

12



postojii lim L2, Jo% vise, tada vrijedi
a5z 9(T)

fz

/
lim —= = lim ! (x)
r—z0 g x) T—To g’(x)

~

Primjer 16. Izratunatilim <sz=1
z—0 %
Teorem 4.2. Neka su funkcije f i g diferencijabilne [, +00),a > 0 i pri tome je
g (x) # 0zax € [a,+00) i neka je 1i_>m fz) = li_>m g(x) = 0. Tada, ako postoji
x oo x [e.e]

lim g 1, onda postoji i lim g((

— lim 2% )

4.2 Drugo L'Hospitaleovo pravilo

Teorem 4.3(Drugo L'Hospitaleovo pravila) Neka su funkcije f i g diferencijabilne u
intervalu(a, b), na kome jgy’ # 0 ineka je

lim f(z)= lim g(z)= cc.

r—a+0 r—a+0

—

Tada, ako postoji lim £ onda postojii lim £

; . JoS§ vi8e, vrijedi
z—a+0 9 (2) r—a+0 9(z)

o fl@) L f
lim —= = lim
z—a+0 g x) z—a+0 g’(x)

~—
~—

Primjer. Natilimese:

.oer—1 er 4 2x .
lim , lim ———, limxlnz.
z—0 zotoo 2 —3x+ 1" 2=0

) ) h
Primjer. lzratunatiL = lim ¢=2=1,
ho b

Primjer. Limes hm g—sinz ‘nrimjenom L'Hospitalova pravila, se ne moze odrediti.

¢+sm¢’

Ako, suprotno tvrdnji, primijenimo L'Hospitaleov teoremadbismo odredilu ovaj li-

mes, dobitemo
. x—sinx . 1—cosx
lim —— = lim ——.
z—o0 r +sinx  z—oo 1 + cosx

Poslednji limes ne postoji. Zaista, ako stavipia) = 152 tada za

14cosx’

zp=02k—Dr+ 1, (k=1,2,..),
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1—cos(m— 1

imamoy (rx) = — oo, kadak — oo (jer je lim cos(m — 1) = —1).

AN
1+4cos(m— %)
Ociglednoimamo da je(z) > 0
i1l—cosz > 0.

zax # (2k—1)7, jer je zasve takve, 14+cosx >0

Osim toga, za;, = 2km, (k = 1,2, ...), imamoyp(z}) = 0.
Sa druge strane, ako polaznilimes napiSemo u formi

. x—sinz R

lim ———— = lim -,

z—00 T + sinx z—o0 1 4+ sinz
T

odmah, dobijamo dajdi}m zosine _ 1 jer Je hm sz — (. 4 Ovaj primjer nam

x+sinz

pokazuje da L'Hospitalova pravila daju dovoljne aI| ne inebne uslove za egzisten-
ciju grantne vrijednosti funkcije.

5 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

5.1 Lokalni ektremi funkcije jedne promjenljive

Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

Definicija 5.1. KaZzemo da funkcijgf ima u ta&ki ¢ € Dy lokalni maksimum f(c),
ako postoji okolind/(c) C Dy taCkec, sa svojstvom da je

f(x) = f(c) <0, (Vz € V(c)); (8)
vidi sliku a.

Funkcijaf ima u t&ki d € Dy lokalni minimumf(d), ako postoji okolinaV’ (d) C
Dy taCked, tako da vrijedi

f(x) = f{d) =0, (Ve € V(d)); 9)
vidi sliku b.
Vrijednostif(c) i f(d) su lokalni ekstremumi funkcijg.
Slika a Slika b

Teorem 5.2. Neka je funkcijaf definirana naD; = (a,b) i ima derivaciju u okolini
V(o) C (a,b) taCkexy. Akojef’(x) > 0 za svaka: € V(xy), tada funkcijaf strogo
raste na skup¥ = V(xy).

Teorem 5.3. Neka je funkcijaf definirana naD; = (a,b) i ima derivaciju u okolini
V(zo) C (a,b) taCkexy. Akojef’(x) < 0 za svaka: € V(x), tada funkcijaf strogo
opada na skupW = V' (xy).

Teorem 5.4 (Fermat) Neka je funkcijaf definirana naDy = (a,b) i ima lokalni
ekstremuny (c) u tackic € (a,b). Tada, ako funkcijg ima derivaciju u tacki, onda

jef'(e)=0
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/ \ i
" fle)
0 ce ¢ cte x 0 >

Definicija 5.5. Ta€kua € D zovemo stacionarnomdkom funkcijef, ako jef’(a) =
0.

Primjer. Pokazati da funkcija mozZe imati lokalni ekstremum, a davdeija u t&ki
toga ekstremuma ne mora ni postojati.

> Posmatrajmo sljede funkciju kao primjer:f (z) = V22, Dy = [—1, +1].

BudLci da je funkcija parna, onda j§; simetrtan u odnosu ng— osu (v. sliku

(©)).
y

Slikac

Prema tome za bilo kojg € V(0), vrijednost funkcije jef (0 + h) = Vh2 > 0;
f(0) = 0. Dakle,

F(0+h)— f(0) = Vh2 >0,(Vh € V(0)),

pa funkcijaf ima lokalni minimum u nuli.

Sa druge strane,

. f(0+h)— f(0) . Vh? . 1
lim ——————~ = lim = lim — = +o0.
R+h—0 h Rth—0 h R+h—0 v/}
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Medutim, posto je

. f(0+h)— £(0) . Vh? . 1
lim —————~ = lim = lim — = —o0,
R-h—0 h R-h=0 h R-h—0 Vh

/'(0) ne postoji, Sto je trebalo i pokazati.

Teorem 5.6(Rolle). Neka je funkcija f definirana naD; = [a, b] i neka ispunjava
sljedece uslove:

(i) f € Clawy;

(i) postoji derivacijaf’(x) u svakoj tackic € (a,b);

(iii) f(a) = f(b).

Tada funkcijaf ima stacionarnu tacku koja pripada, b).

Primjer. Pokazati da je egzistencija derivacije u svakdkiantervala(a,b) bitna
pretpostavka Rolleovog teorema.

> Funkcija iz gornjeg primjera jedto neprekidna ng—1, +1] i vrijedi f(—1) =
f(1). Prema tome uslovi (i) i (iii) teorema 8 su ispunjeni, Tagah uslov (ii), kao Sto
smo pokazali u primjeru, ne. Dakle Rolleov teorem ne vrigalf (z) = V22, $to se
vidi i iz same derivacije funkcije

2

f'(z) = 37 0 (z € [-1,41]) <

Teorem 5.7(Lagrange) Ako je funkcijaf definirana naD; = [a, b] i ispunjava slje-
dece uslove:

(i) f € Clay;

(i) postoji derivacijaf’(z) u svakoj tackic € (a,b).

Tada postojc € (a, b), tako da vijedi

= f'(0). (10)

—a
Teorem 5.8. Ako je funkcijaf : [a,b] — R diferencijabilna na(a, b) te ako je svako
x € (a,b) stacionarna tacka funkcije, tjf’(z) = 0, tada je f konstanta nda, b] .
Dokaz. Funkcijaf zadovoljava uslove Lagrangeovog teoremdaal, gdje jex bilo
koja tetka iz (a, b). 1z (I0) dobijamo
f@) = f(a) = f'(c)(z — a).

Buditi da jec € (a, z) stacionarna t&ka funkcije, to iz poslednje relacije dobijamo da
je f(z) = f(a) za svakar, pa jef konstanta ngu, b, Sto je i trebalo dokazati. O
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Teorem 5.9. Neka je funkcijaf € Ci, i f € D(la b

AKko postoiji Enio 1 (x) ( lim f’(x)), tada postojiif;(a) ( f/(b)) ivrijedi

z—b—0

i ) = fi(0) (1 70 = 1))

r—a+0 z—b—0

Teorem 5.10(Darboux) Ako je f € D[layb] onda za proizvoljan realan broj izmed
vrijednostif’(a) i f'(b), postojic € (a,b) takav da jex = f/(c).

Teorem 5.11(Cauchy) Akof, g € Ciqp)i f,9 € D(lmb), pri ¢emuf nema stacionarnih
tataka na(a, b), onda postojt € (a, b) tako da vrijedi

g(h) ~ g(a) _ g'(c) an

Cauchyev teorem vrijedii ng, x + h] C [a, ], tj. vazi formula

glx +h) —g(x) _ g'(x+06h)
f@+h) = f(x)  f'(z+0h)

L(0<0<1). (12)

Vidjeli smo da, diferencijabilna funkcija u nekojdki, negativne derivacije u oko-
lini (koja je dio domena funkcije) te &ke, je opadajta na tome skupu. Analogno,
funkcijaCija je derivacija pozitivna je rasta. Ovdjecemo pokazati da vrijedi i obrat.

Teorem 5.12. Ako je diferencijabilna funkcijg (x) rastuta (opadajuca) na intervalu
(a,b),tadajef'(z) > 0 (f'(x) <0) zazx € (a,b).

Prije toga, razmotrimo ponovo funkcijf(z) = V/x2 iz ranijeg primjera, na skupu
D = [-1,1]. Pokazali smo da j¢'(0) lokalni minimum funkcije, ali da je u isto
vrijeme f/(0) ne postoji. Osim toga, Wavamo da je

f(xz) <0, zaz € [-1,0) i f'(x) > 0, zaz € (0,1],

tj., prva derivacija mijenja znak utii « = 0 u kojoj funkcija f ima lokalni eks-
tremum. Da to nije sléajno, pokazuje

Teorem 5.13(Prvo pravilo) Pretpostavimo da j&/(a) okolina tackeu i da je f ne-
prekidna na njoj. Ako jef () diferencijabilna na skupd/(a)\ {a} , tada je u tackia
lokalni ekstremum funkcijé(x) ako funkcijaf’(x) mijenja znak u tacki.

Pri tome

1. akojef'(z) < 0,z € UN(—o00,a)i f'(x) > 0,2 € UN(a,c0), tada je u tacki
a lokalni minimum;

2. akojef'(x) > 0,2 € UN (—o0,a)if'(z) < 0,z € UN (a,00), utackia je

lokalni maksimum.
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Primjer. Funkcijap(t) = |2t — 1| ima derivaciju

2,za t>
‘Pl(ﬁ):{ 2. za t<

N [—=D0] =

pa je jasno da u tki t = 1 postoji lokalni minimum, koji iznosip(%) = 0.

Teorem 5.14(Drugo pravilo) Neka jef” () definirana u stacionarnoj tackifunkcije
f(z). Tada ako jef”(c) > 0(f"(c) < 0), funkcija f(x) u stacionarnoj tack ima
lokalni minimum (maksimum).

Primjer. Funkcijaf(z) = zInz ima u t&kiz = e~! lokalni minimumf(1) = —1.

e

> Zaista, jednéina f'(x) = Inz + 1 = 0, anulira se u t&i = e~!. Dakle
funkcija f ima stacionarnu t&ku e~!. Osim toga, druga derivacijf’(z) = 1, u
stacionarnoj t&ki, ima vrijednostf” (e=!) = e > 0. <

Razmotreemo opsti sl@aj, tj. slitaj kada u stacionarnojdki ¢, n prvih derivacija
funkcije f imaju svojstvo

fle)=f"(c)=-=f"D(c)=0, fM(c) #£0. (13)

Ako jen = 2k — 1, tj. ako jen neparan broj, funkcija nema lokalnog ekstremuma u
stacionarnoj téki c.

Sa druge strane, ako je = 2k, tj. n je parno i ako jef("™(c) > 0 funkcija f
ima lokalni minimum uc. Jednako tako, ako j¢(™ (c) < 0 funkcija f ima lokalni
maksimum L.

5.2 Konveksnost i konkavnost

Konveksnost i konkavnost

Definicija 5.15. Za funkcijuf : Dy — R kaZemo da je konveksna @ b) C D ako
za proizvoljno izabrane, y € (a,b) ia, 8 € RT, a + 8 = 1, vrijedi

flaz + By) < af(z) + Bf(y). (14)

Funkcija je konkavna néu, b) C Dy ,tj. ima drugi tip konveksnosti, ako [ {114) vrijedi
obrnuta nejednakost.

Funkciju koja je jednovremeno konveksna i konkavna, tj. #majstvo oba tipa
konveksnosti na nekome intervalu, nazivamo afinom funkeijo

Teorem 5.16. Neka jef € Dgi?b). Da bi f bila konveksna nda, b) potrebno je i

dovoljno da funkcijaf’ raste na(a, b) .

Neposredna posljedica prethodnog teorema je
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Teorem 5.17. Neka funkcijaf : Dy — R ima drugu derivaciju u svakoj tatki, b) C
D;. Da bi f bila konveksna (konkavna) na,b), potrebno je i dovoljno da bude
f(x) > 0(f"(z) <0), zasvaka € (a,b).

Definicija 5.18. Neka je funkcijaf(z) definirana u nekoj okolinl (z() taCke zg i
diferencijabilna nd/ (xo)\ {zo}. Tatka P (zo, f(x¢)) naziva se prevojna tia krive
G ako funkcijaf (z) na skupovimd—oo, zo) U (z0)iU (xo) N (x0, +00) ima razliit
tip konveksnosti; slika a

Potreban uslov da kriv&'; funkcijey = f(z), f” € Cy(y,) ima prevojnu téku
(20, f(x0)) Uz, CijajeU(xo) dovoljno mala okolina, jeste anuliranje druge derivacije,
tj. f"(z0) = 0.

(o) T y

P

v

0 X, X

Slika a

Teorem 5.19. Neka jef € D[(}()IO) i ima kona¢nu drugu derivaciju u svim tackama
okolineU (z) tatkez,, osim mozda same tackg.

Ako funkcijaf”(x) mijenja znak pri prolazu argumenta kroz tacky, tada je
(zo, f(x0)) prevojna tacka krivey = f(x).

Teorem 5.20. Neka je f(zo) = 0, a f"'(z9) # 0. Tada je(=xo, f(zo)) prevojna
tacka krivey = f(x).

Primjer. Funkcijap(t) = t*Int, D, = (0, c0) mijenja konveksnost n&,,.

3
> Budwidajey'(t) = 2tInt +¢; 9" (t) = 2Int + 3,to jey”(t) =0 zat = e 2.

~—

[\e][oV]

Osim toga,” (t) > 0 za svakot € <e ,oo>, pa je na tome intervalu funkcija
3
konveksna, a zbog” (t) < 0 na (0, e§) ona je konkavna na tome dijelu skupa.

3
Prevoj funkcijep je, dakle, na osnovu teorema 2X;ka P (e‘i, —%6_3). <

5.3 Ispitivanje funkcije i crtanje grafika

Ispitivanje funkcije i crtanje grafika
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Ovdje temo, na izvjestan @, sumirati glavne rezultate koje smo u ovoj glavi
dokazaliiiste iskoristiti u procesu ispitivanja elemen&funkcijef i skiciranja njenog
grafikaGy .

U dosadasnjoj analizi funkcija, pokazala se veoma korisskina grafika funkcije,
zbog &iglednosti prilikom sagledavanja osobina te funkcije.

U cilju odredvanja slike skupaZ; ( koja moze posluziti u mnogim prilikama),
elementarne funkcijg = f(z) koja je zadata analitkim izrazom, uohiajeno je
koristi sljede&€u shemu:

| korak. Odrediti oblast definiranoshi; funkcije f .
Il korak. Ispitati specijalna svojstva funkcije (parngstriodicnosti sl.).

Il korak. Ispitati kako se funkcija ponaSa na rubovima doageodrediti sve
njene asimptote.

IV korak.  Odrediti nule (téno ili priblizno) i znak funkcije.

V korak. Odrediti prvu i drugu derivaciju funkcije.

VI korak.  Odrediti intervale monotonosti funkcije i njenkestremne vrijednosti.
VIl korak.  Odrediti tip konveksnosti funkcije i prevojnetice.

VIl korak. Ispitati i sve ostale specifnosti grafikai7 y date funkcijef (poloZaj
grafika prema asimptotama, presjek sa njima ako postoji i Brimjer 24. Grafik dat

na slici, predstavlja grafik funkcije

y(z) =/ ———. (15)

Slika 5.13
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> Najprije funkciju dovedimo na oblilg(xz) = || j—:g sto je &ito prikladnija
forma za pd@etna ispitivanja.

Funkcija [I5) je definirana za svakoc R, za koje je

xr — 2

320/\:5#3,

ODNOSNO zAz < 2 ILl z > 3. PREMA TOME, D, = (—00,2] U (3,+0c0) .
Funkcija je pozitivnaza # 0 1 = # 2,y(0) = y(2) = 0. Buditida je 1ir31}r0y(x) =
z—

lim |z|,/%2=2 = +oo, TO JExz = 3 vertikalna asimptota krive. Kada — oo,
z—340 z

imamo
2\ S
y@) = lof (£2)" = Jaol (1-2)2 (1-2)7% =
=lz](1-2401) (1+ 2 +0(2) =lz| 1+ 5 +0(2));
odakle, kada: — +oo dobijamo

y(z) =z + 3 +0(1),aakor = —oc0 : y(z) = —z — 3 + o(1).

Prema tome jg/ = = + 3, kosa asimptota kada — +oco, ay = —z — 1 kada
r — —OQ.

Funkcija je @ito dva puta diferencijabilna svuda na domenu, osim=0i « = 2.
Nije teSko né&i derivacije

— ‘12_ T .
Y@ =it (o).

Y (@) = |/ s - sign(a).
Buditi da jey'(z) = 0 zaz = 2, ay”(3) < 0, funkcija ima lokalni maksimum u toj
tacki, y(2) = ¥2; isto tako, uzr = 4, funkcija ima lokalni minimuny(4) = 4v/2.
Primijetimo, akar — 2—0, tangenta n&,, je vertikalna, jervrijedlcl‘gn_O y'(x) =
+o00. Lako je vidjeti da vrijedi

lim y'(z) = —/2/3, lim ¢'(z) =+/2/3,

z——0 z—+0

Sto predstavlja korisnu informaciju o funkciji, svejedrio &na, dakle, nije diferenci-
jabilnauz = 0.

O konveksnosti zadate funkcije zaldujemo iz znaka druge derivacije. Funkcija je
konveksna na intervalima < 0 i x > 3. Iz te informacije mozemo, takedzakljLEiti
da se kriva primie kosoj asimptoti sa gornje strane kada> —co i kadaxz — +oo.
Kriva je, naintervall) < = < 2 konkavna, jer je na njemy’(z) < 0.
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5.4 Taylorova formula
Taylorova formula
Neka je dat polinonp(x), n — toga stepena
p(z) = ag + a1x + asx® + azx® + - + apa™. (16)

Derivacijom polinoma(x) dovoljan broj puta, mogu se koeficijenti polinomap(z)
napisati u obliku

ap =220 (5 =0,1,...,n).

Dakle, polinom[(I6) moZemo napisati sa novim koeficijentimastepene pa, po-
mocu formule

o) = p(0) + 2O, 21O 5 270) 5 pO)

1! 2! 3! n! (7

Umijesto razlaganja polinomb{|16) po stepenimablika (I7), moZemo to razlaga-
nje napraviti po stepenima — z(, gdje jexy jedna od vrijednosti argumentg pa
poopStavamd (17)

p(x) = Ao+ A1 (x — x0) + Ax(z — x0)2 + As(x —zo)> 4+ Ap(x — x0)". (18)

Stavimo liu[I8)x —zy = &, p(x) = p(zo+ &) = P(€), onda za koeficijente polinoma
P(§) = Ag + A€ + A% + A3€3 + - + A€, tj. polinoma [I8), prema e
dokazanom, imamo

A =220 (,=0,1,...,n).

No sa druge strane je
P(&) = p(xo + &), P'(&) = p'(x0 +&), P"(&) = p" (0 + &), ..
pajeP(0) = p(xg), P'(0) = p'(x0), P"(0) = p" (), ..., 0dnosno
A =250 (=01, n).

Zamjenom dobijenih koeficijenata[u_{18), dolazimo do

p(e) = plao) + 20— ) 4 T 2
(o 3 ) (g

Poslednju formu polinomd {16) zovemo Taylorovom formuloampolinom, dok je
forma oblika [I¥) poznatija po imenu Maclaurinova formugmlinom.

Ako se polinom predstavi u formi

c Ca c: . c
1_1'(95*550) + (@ —x0)? + —(x —20)® 4+ ﬁ(x — )"

p@) =co + 21 30
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tada je @ito ¢, = p™(20), (k = 0,1,...,n). Dali moZemo predstaviti proizvoljnu
funkciju f(z) formulom oblika [19)?

Najprije, prirodno je pretpostaviti da funkcifaima derivacije redom

F@), ' (@),..., f" D (),

u svim takama segmenta, b] koji sadrzi t&ku o, an — tu derivacijuf (™ (z,) ima
u samoj téki zo. Tada po obrascl(19) i za funkciji(z) moZzemo formirati polinom
e " (n) T
() = Flao)+ L0 (g ¢ LU (oo L0 i (a0
koji ocito, kao i sve njegove derivacije do-toga reda u t@&ki x(, imaju iste vrijednosti

kao i funkcijaf(x) odnosno i sve njene derivacije.

Medutim, bitno je naglasiti, ukoliko funkcijg(x) nije polinomn— toga stepena,
ne moze se napisafi(xz) = f(z). Polinom [20), samo daje neki oblik priblizenja
funkciji f(z). Zato je osobito vazno izpitati razliku

r(z) = f(z) - p(a). (21)
Na osnovu osobina polinomdz), (20), cito za funkcijur(z), vrijedi
T(I()) = 7"’(%()) = 7“”(£C()) == T(n) (Z()) =0. (22)

Lema 5.21. Ako funkcijar(x) ima sve derivacije u tacki, do n- toga reda, koje
zadovoljavaju uslov

r(z0) = ' (z0) = 1" (x0) = --- = r™(z0) = 0,
tada vrijedi
r(z) = hn(z)(z — x0)",
gdje je
xlgr;o hn(z) =0
Stoga vrijedi formula
/ (n)
£@) = fao)+ L8 @) o LD o @) 23)

Ovo se naziva Taylorovom formulom sa ostatkom u PeanovajifofTaylorovom for-
mulom [23) funkcijuf (z) predstavljamo polinomom—oga stepena, ali sadaoZu
do jedne beskortamo male, reda \&eg odn.

Nije teSko pokazati da je predstavljanje funkcfjer) u obliku (23) jedinstveno!

Ako se u formuli [2B) staviry, = 0, dobija se Maclaurinova formula za funkciju

f(x)

/ " (n)
f(z) = f(0)+ @x + fQ—('O)xQ + -+ fT'(O):r” + hp(x)x"”, (24)

gdje jeh,(x) — 0 kadz — 0.
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Primjer. Napisati Maclaurinove formule za funkcije:

flx)=¢€% f(x)=sinz f(z)=In(1+z).

Budwida jef¥) () = e®, zak = 1,2,3,... i bilo koje z € R, to je u ovom sl@aju
£(0) = f®)(0) = 1, pa formulal[24) za funkcijy (z) = e* daje

Za sinus imamo:

2n—1

: z z® n—1 _x n—
Slnl‘:l‘—yﬁ‘ﬁ—""i‘(_l) 1m+h(l‘)x2 1. (25)
Prema vé uratenom primjeru za funkcijyf (z) = In(1 + ), imamo

(-1 (n—1)!

N
(1+:c)" ,nelN,

f" (@) =

odnosnof ¥ (0) = (—1)*~1(k — 1)!, paimamo da je

2 3 n
r r n—1 l‘_

In(1 S | (2)2".
n(l+e)=z— -+ + (1)t ()2

Primjena Taylorovog polinoma

Formula sa ostatkom u Peanovom obliku, imaéajau ulogu i primjene u ana-
lizi. No formula je c€igledno “lokalnog” karaktera, tj. vrijedi samo zattau z ili, u
najboljem slé&aju, za téke dovoljno bliske toj téki z.

Postojala je potreba da se pokuSa iskoristiti polingm) kao aproksimacija funk-
cije f(x), pomcu kojega se vrijednosti funkcije mogu iZnati sa dovoljnom &
noXu za svaku t&ku z.

Za takvu ulogu polinoma(x), morali bismo biti u stanju procijeniti razliki_(21)
za bilo koje datac. BudLti da Peano ostatak daje samo informaciju-@g — 0, kada
x — x, to je cCito da formal(2B) ne moze obezbjediti polinomiw) tu ulogu. Zato
temo izvesti drugu formu dodatndtpnar(z), za kojucemo ist&i njegovu ovisnost
odn. Radi odreénosti, pretpostavitemo da jer € [zg, xo + k).

Na kraju, Taylorova formula za funkcijfi(xz) saLagrangeovim ostatkoima oblik

F(@) = fz0) + £ (2 — ) + L2880 (32— )2 -

(n) (n+1) (.
fT(,x")(m —x0)" + ’I(Tl)(,‘) (. —20)" ™ 20 < c< .

je najprikladnija za primjenu, a njena se opstost ne umaritg je izvedena samo za
slu€ajzy < z ; jasno je da ona vrijedii ako je < ¢ < xg.

(T) Formula (T)

Ako u formuli (T) uvrstimoz, = 0, dobijamo Maclaurinovu formulu za funkciju

/()
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o) = F0) + Lt L g L5004 L5200 e,
gdjeje 0< 0 < 1. Ako se u formulama (T) i (M) naprosto izostavi ostatatak,
tada se dobijene formule nazivaju priblizne formule, a &kg(f+1) (z), po apsolutnoj
vrijednosti, ograrien nekim brojem\ > 0 na razmakyxo, =) (odnosno nd0, z)),
tada se dobija slieda aproksimacija ostatka

l.n+1

Poslednja procijena ostatka je ujedno i procjena greske $agjini pri prelazu sa vri-
jednosti funkcije (u téki x) na vrijednost njene priblizne formule u toj istojcta.
Prema tome, ako stavimo= 1 u gornjem primjeru, u pribliznoj formuli za funkciju
e*, dobicemo

exl+f+g+ -+
Ucinjena gresk&e biti

e? el 3

Tn(l) = (n+1)l < (n+]_)' = (Tl‘i’l)',

jerjed < 1. Jos viSe, iz poslednje procjene mozemo odrediti kolikaralih trebamo
uzeti na desnoj strani u
exl4+fi+g+-+a

nl’

pa da greska ne budesaod nekog unaprijed zadatog broja. Ako je taj broj rigr-;2,

ondaiz
3 1

I
(n+1)! = 102
slijedi da je(n + 1)! > 300. Odavde, jednostavnom provjerom, dolazimode: 5.

Tn(l) <

To zn&i, ako stavimee = 1+ +; + 5; + 31 + 7; + 3y = 2, 715 onda su prve dvije
decimale u decimalnom razlomku breja= 2, 715 tatne.
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