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Tipovi diferencijalnih jednacina ¢ija se rjeSenja mogu izraziti pomocu ko-
nacnog broja elementarnih funkcija i njihovih integrala su veoma malobrojni.
To posebno vrijedi za jednacine drugog i viseg reda, gdje postoje samo po-
sebni slucajevi koji se mogu rijeSiti elementarno u gore navedenom smislu.
Istorijski gledano, njihov znacaj je veliki jer su prva saznanja o diferencijal-
nim jednac¢inama i ste¢ena proucavanjem takvih tipova jednacina, pocevsi od
Newtona i Leibnitza. Kako je osnovni momenat njihovog rjesavanja uvijek
bila integracija kao postupak inverzan izvodu, takvi tipovi jednacina se nazi-
vaju integrabilnim, postupak rjesavanja nazivamo integracija, a samo rjesenje
se zove integral diferencijalne jednacine.

1.1 Diferencijalne jednacine prvog reda

U prvom dijelu posmatrat ¢emo jednacine prvog reda tojest, rjeSavat ¢emo
problem

y'zf(x,y) ) (1'1'1)



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

sa pocetnim (inicijalnim) uslovom

y(7o) = yo -

Dati problem se naziva Cauchyjev problem ili problem sa pocetnim uslovom.

1.1.1 Jednacina sa razdvojenim promjenljivima

To je jednacina kod koje se u (1.1.1) desna strana moze napisati kao pro-
izvod dviju funkcija od kojih jedna zavisi samo od x, a druga samo od y, tj.
jednacina koja ima formu

Y = f(x)g(y) - (1.1.2)

Sljede¢im teoremom dati su uslovi za postojanje i jedinstvenost rjesenja
jednacine (1.1.2).

Teorem 1.1.1

Neka je funkcija f(x) neprekidna na intervalu (a,b) i neka je funk-
cija g(y) neprekidna i razlic¢ita od nule na intervalu (c,d). Tada pos-
toji jedinstveno rjesenje jednacine (1.1.2) koje zadovoljava polazni uslov
y(xo) = yo (zo € (a,b) , yo € (¢,d)) i definisano je u nekoj okolini tacke
xo-

Primjer 1.1. RijeSiti jednacinu: zy’ = %
Yy
Kao prvo, jednac¢inu dovodimo u oblik

r_ Y

TR

iz koga uocavamo da je data jednacina sa razdvojenim promenljivima, gdje
su f(x) = —1igy) = % Razdvajamo promjenljive koristeéi jednakost
x
y =%,
(y+1)dy dx
y oz

Sada integralimo posljednju jednacinu i rjesavanjem integrala na lijevoj i
desnoj strani dobijamo rjesenje diferencijalne jednacine,

y+Inlyl=Inz|+C .
¢



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Primjer 1.2. Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jednacine y' = 6y%zx koje
zadovoljava uslov y(1) = 5.

Data diferencijalna jednacina je jednacina sa razdvojenim promjenljivima.
Zato prvo razdvojimo promjenljive

d
dx Yy

Nakon integriranja posljednje jednakosti

/y*Qdy:(S/xdx ,

1
dobijamo —= = 32* + C,
Y
odnosno, rjesenje diferencijalne jednacine je

1
A R

gdje je C' proizvoljna realna konstanta. Za razne C' imamo razli¢ite funkcije

rjeSenja, Sto je prikazano na Slici 1.1. Naéi ono rjeSenje koje zadovoljava
uslov y(1) = %, znaci od svih funkcija izabrati onu za koju je C' odreden
ovim uslovom, tj.

1 1

25 3+C7
odakle nakon kraceg racuna dobijamo C' = —28, ¢iji je graf dat na Slici 1.2.

)
|
T
QaaaqQ
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1 L 1 L
(a) Grafici rjeSenja za C <0 (b) Grafici rjeSenja za C' > 0

Slika 1.1: Grafici funkcije y(z) = —ﬁ.



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1

Slika 1.2: Graf funkcije y(z) = 1

1.1.2 Homogena jednacina

To je jednacina oblika

Y = f (ﬂ) , (1.1.3)

x
gdje je f neprekidna funkcija u nekom intervalu (a,b). Datu jednac¢inu rije-
Savamo smjenom

odakle se nalazenjem izvoda po x ima
y'(x) = (x)r + u(z) .
Ubacujucéi posljednje dvije jednakosti u jednacinu (1.1.3), dobijamo jednacinu
u) —u
T
x

koja predstavlja jednacinu sa razdvojnim promjenljivima.
Primgjer 1.3. Rijesiti diferencijalnu jednacinu: ¢y’ = i—fz
Prvo uo¢imo da desnu stranu date jednacine mozemo transformisati, tj.

8

,_ 1+
-t

Y

?

8 I

odakle je ocigledno da je data jednac¢ina homogena. Sada uvodimo smjenu

u==>, y=uzr+u.
T

Polazna jednacina sada dobija oblik

, 1+u
UL+ U= ,
1—u
odnosno
, 2u
U = ——".
(1 —u)

4



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Posljednja jednacina je jednacina sa razdvojenim promjenljivima, ¢ijim rje-

Savanjem prema ranije izlozenom postupku dobijamo

1
Q(ln\u\ —u)=Inlz|+C,

odnosno, vra¢ajuc¢i smjenu

1

- (ln Q‘ —g) =In|z|+C .

2 x x
&
Primgjer 1.4. Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jednacine

2z
y/ = —+ g )
Yy oz

koje zadovoljava uslov y(1) = 2.
= ¥ odakle je ¥y = v'x + u, dobijamo diferencijalnu

Nakon smjene v = £
jednacinu po u
2

a to je jednacina sa razdvojenim promjenljivima

2dx

uduy = — .
x

Integralec¢i ovu jednacinu dobijamo

U2

u(z) = +2y/Inlz| + C .
Vracajuéi se na polaznu funkciju y, imamo

y(x) = £2z\/In|z| 4+ C .

Koristedi uslov y(1) = 2, jasno je da od gornja dva rjesenja koristimo ono

sa znakom 4+, a onda dobijamo jednacinu po C'

20C =2,

odakle je C' = 1. Dakle rjesenje zadatka je funkcija

y(r) = 2z /In|z| + 1.

odnosno, rjesenje po u je



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

SO RGN RGNS
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Slika 1.3: Grafik funkcije y(z) = +2x/In |z| + C

Ideju rjesavanja iz prvog primjera primjenjujemo generalno na rjesavanje
diferencijalnih jednacina oblika

,  axr—+by
= ) 1.1.4
V= dy (1.1.4)
Medutim, ako imamo jednacinu oblika
b
p_arroyte (1.1.5)

v = dx +ey+ f '
jasno je da gornja ideja nije primjenljiva. Ali i ovakve jednacine rjesavamo
na slican nacin, prvo ih transformisuci sljede¢im smjenama.

r=uta , y=v+4,

gdje su a i B proizvoljni realni brojevi. Uvrstavajuéi ove smjene u jednacinu
(1.1.5), pri ¢emu je dy = dv i dx = du, dobijamo
dv ,  au+bvtan+bB8+c

— = = : 1.1.
du " du+ev+da+ef+ f (1.16)

Povoljnim izborom za o i 3, birajuéi ih tako da bude zadovoljen sistem

ac+bB+c = 0
dao+eB+f = 0,
jednacina (1.1.5) prelazi u poznati nam oblik jednacine (1.1.4). Naravno,

sistem iz koga odredujemo vrijednosti za o i 8 ¢e imati rjesenje ako je njegova
determinanta razlic¢ita od nule, tj. ako vrijedi uslov ae — bd # 0.

6



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Primgjer 1.5. Rjesiti diferencijalnu jednacinu
, TH+y+2
y="———"""75"
rT—y—3
Uvodimo smjene
r=uta , y=v+pg,

te se polazna jednacina transformise u jednacinu

, utvta+f+2

v u—v+a—p3-3"
Sada rjeSavamo sistem
a+p+2=0
a—p3-3=0
Cija su rjeSenja o = % ipg= —%. Dakle, stvarne smjene su
n 5
rT=u+ = =v— =
2 ) y 2 Y

koje polaznu jednacinu prevode u diferencijalnu jednacinu

, u+wv
v =

u—v

Analogno prethodnom primjeru, rjesenje ove jednacine je

1
- <1n
2

Vracajuéi se na polazne promjenljive dobijamo rjesenje polazne jednacine,

1
— <ln
2

sto je ekvivalentno sa

1
- <1n
2

v

u

v

——> =Inju|+C .
u

y+3

1
r—3

1
Y I o
) n‘x 2‘+ ’

1
2

2y+5] 2y+5
20 — 1 20 —1

1
__l - - .
> n|x 2|—|—C’




1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

1.1.3 Linearna jednacina

Diferencijalnu jednacina oblika

Y+ f(x)y = g(x) , (1.1.7)

gdje su f i g proizvoljne neprekidne funkcije, nazivamo linearna diferencijalna
jednacina.

Posmatrajmo sljedecu tehniku nalazenja rjesenja jednacine (1.1.7), neoce-
kivana ali jako korisna. Pomnozimo nekom funkcijom pu(x) jednacinu (1.1.7)
dakle,

p(x)y' + p(e) f(x)y = plx)g(x) . (1.1.8)
Neocekivanu ulogu ove funkcije p(z), kakva god ona bila, pojac¢ajmo i zah-
tjevom

(@) f(z) = (@) (1.1.9)
Stavljajudi (1.1.9) u (1.1.8), dobijamo
p()y + 1 (2)y = p(a)g(z) (1.1.10)
i primje¢ujemo da je tada izraz na lijevoj strani izvod proizvoda, tj.
p(@)y’ +p(@)y = (u(x)y)", (1.1.11)
te stavljajuéi (1.1.11) u (1.1.10), dobijamo
(u(2)y) = p(2)g(a) (1.1.12)

Integrirajmo sada jednacinu (1.1.12), imamo

Jt@ydz = [ u(@)ge)de

odnosno, primjenjuju¢i poznato pravilo za neodredeni integral, slijedi

p(x)y+C = /,u(x)g(x)dx : (1.1.13)
Kako nam je cilj naci funkciju y(x), onda iz (1.1.13) lagano racunamo

_ Jux)g(x)dz + C
()

y(x) : (1.1.14)

pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je konstanta integracije C' nepoznata,
pa smo njen zapis na desnoj strani, jednostavnosti radi, zapisali sa +C, a
ne kako bi racun dao sa —C'. Posljednom jednac¢inom mi smo dobili rjesenje

8



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

jednacine (1.1.7). Ostaje "samo" da se odgonetne, a Sta je ona neocekivana
funkcija p(x).
Iz jednacine (1.1.9) imamo

pE) _ e L)Y — fla
M(x)—f()@(lu()) f(z)

Opet, integrirajuéi posljednju jednakost, dobijamo

np(@) + D = [ f@)de,

pa po istom principu kao malo prije, mozemo pisati

In pu(x) :/f(:p)d:p—l—D :

Eksponencirajuci obje strane posljednje jednakosti, i koristec¢i pravila stepe-
novanja, imamo
1(x) = ef f@da+D _ D[ f@)da

Kako je i e” konstanta, ne gubeéi na opstosti, kona¢no imamo
(i(z) = Del J@d (1.1.15)

i uobicejeno se ovakve funkcije sa ovakvom ulogom nazivaju integracioni fak-
tor. Stavljajuéi (1.1.15) u (1.1.14), slijedi

(x) = [ Del 1@ g(2)dz + C
y\w) = Deff(z)da:
_ [ f@)da ( [ @y Q)
e /e g(x)dz + o)

pa kona¢no uzimajué¢i da je % nova konstanta C, dobijamo krajnji oblik
rjesenja jednacine (1.1.7)

y(x) = e [ J@)da </ eff(m)dxg(x)dx + C’) . (1.1.16)

Pod pretpostavkom o neprekidnosti funkcija f(z) i g(x) na intervalu (a, b),
imamo postojanje i jedinstvenost rjesenje jednacine (1.1.7) koje zadovoljava
polazni uslov y(xo) = yo (2o € (a,b) , yo € R) i definisano je u (a,b). To
rjesenje je dato sa (1.1.16).



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Primjer 1.6. Rijefiti diferencijalnu jednacinu: 3y’ + zy — 2® = 0 i odrediti ono
rjesSenje koje zadovoljava uslov y(0) = 1.
Dovedimo jednacinu na zahtijevani oblik

y 4+ ay =2 .

To je linearna jednacina kod koje je f(z) = = i g(x) = 2. Sada je rjeSenje
dato sa

y(@) = e S <O+/x36fzdxdx>

= e T <C+/l‘3€%d$>

z2

= e 7 (C + (2% — 2)e§)

\/ C=-1
- C=1

Slika 1.4: Grafik funkcije y(z) = e (C + (2% — 2)e§)

Postavljeni uslov daje nam jednacinu po C
1=1-(C+(0-2)-1),

iz koje dobijamo C' = 3, a to je graf obojen crvenom bojom na Slici 1.4.

&

1.1.4 Bernoullijeva jednacina

To je jednacina oblika

y' o+ f@)y = g(x)y”, (1.1.17)
gdje je a proizvoljan realan broj razli¢it od 0 i od 1 (u oba ova slucaja
jednacina (1.1.17) bi se svela na linearnu jednacinu).

10



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacinu (1.1.17) rijeSavamo smjenom

odakle se dobija
Z(x) = (1= a)(y(z)) "y (z) .
Iz posljednje dvije jednakosti lahko se dobija

1 1
l—«o

2Toa
¢ijim uvrstavanjem u (1.1.17) i elementarnim racunom imamo
7+ (1 —a)f(z)z=(1-a)g(x),

tj. linearna jednacina po z.

Primgjer 1.7. Rijesiti diferencijalnu jednacinu: 3’ — y = zy?.
Data jednacina je Bernoullijeva jednacina sa o = 2, pa uvodimo smjenu

¢ijim uvrstavanjem u polaznu jednacinu dobijamo
—27% — =227
MnoZenjem posljednje jednakosti sa —z? imamo
/
Z +z=—-x,

a to je linearna jednacina ¢ije je rjesenje

z=e(C—(z+1)e"),
odakle vracajuci se na polaznu funkciju y imamo

1
V= = T De)

11



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

3 C=-3
2|4 C=-1
- C=1

Slika 1.5: Graf funkcije y(x) = m

1.1.5 Jednacina totalnog diferencijala

Opsta jednacina prvog reda u normalnom obliku
y' = flz,y)
koristeéi jednakost y’ = %’ moze se pisati u obliku
dy — f(z,y)dz =0,
sto predstavlja specijalan slucaj jednacine
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 . (1.1.18)

Ako postoji funkcija F'(z,y) takva da je lijeva strana u (1.1.18) totalni dife-
rencijal te funkcije u nekoj oblasti, tj. da vazi

dF(z,y) = P(x,y)dx + Q(z,y)dy ,

pri ¢emu je
or

. OF
% —P(flf,y) 1 a—y_Q(xvy)a

onda jednacinu (1.1.18) nazivamo jednacina totalnog diferencijala.
Ako postoji funkcija F'(z,y) sa navedeim osobinama, onda zbog (1.1.18),
tj. dF(z,y) = 0, vrijedi

F(z,y) =c , ckonstanta . (1.1.19)

12



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Jednakoséu (1.1.19) je implicitno definisana funkcija y = g(x) na nekom
intervalu, i na tom intervalu je ta funkcija rjesenje jednacine (1.1.18). Napo-
menimo, da bi funkcija (1.1.19) definisala diferencijabilnu funkciju y = g(z),
funkcija F', tj. funkcije P i () moraju zadovoljavati uslove teorema o impli-
citnoj funkciji.

Ostaje nam jos odgovoriti na dva pitanja. Prvo, kako ustanoviti da lijeva
strana u (1.1.18) jeste totalni diferencijal neke funkcije, i drugo, ako znamo da
lijeva strana jeste totalni diferencijal neke funkcije, kako odrediti tu funkciju.
Odgovor na oba pitanja daje sljedec¢i teorem.

Teorem 1.1.2

Neka su P(z,y), Q(z,y), %—I;(x,y) i g—g(x,y) neprekidne funkcije u jed-

nostruko povezanoj oblasti D. Da bi jednacina (1.1.18) bila jednacina
totalnog diferencijala neophodno je i dovoljno da za svako (z,y) € D
vrijedi

oP oQ

a—y(:c,y) = a—x(:r,y) : (1.1.20)

Pri tome, funkcija F'(z,y) ¢iji je to totalni diferencijal, data je sa

Pla.y) = [ Pltydi+ [ Qo t)dt

Zo Yo

gdje je (zo, yo) proizvoljna tacka oblasti D.

Dokaz : (=) Neka izraz P(x,y)dz + Q(z,y)dy predstavlja totalni diferen-

oF
cijal neke funkcije. To znaci da postoji funkcija F(x,y), takva da je i P
x
oF
i e @. Nalazenjem drugih parcijalnih izvoda onda imamo
Y
OPF 0P 0°F  0Q
oxdy Oy = Oyoxr Oz

Iz jednakosti mjesovitih parcijalnih izvoda dobijamo uslov (1.1.20).
(«<=) Neka je sada zadovoljen uslov (1.1.20). Nadimo funkciju F(z,y)

oF oF F
takvu da je — = Pi — = ). 1z uslova — = P, integracijom po x imamo
ox oy ox
F(z,y) =/ P(z,y)dz + ¢(y) - (1.1.21)
zo

Nalazenjem parcijalnog izvoda po y gornje funkcije, koristeci uslov (1.1.20)

13



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

i osnovne osobine integrala, dobijamo

OF z 9P
- 4 !
o e +¢'(y)
z 9Q ,
= | o dr + ¢'(y)

= Qz,y) — Qwo,y) + ¢ (y) ,

OF
gdje je p(y) nepoznata funkcija. Iz uslova — = () sada imamo

dy
Qz,y) — Qxo,y) + ' (y) = Qx,y) ,

sto nam opet daje uslov za izracunavanje funkcije @,

Qpl(y) = Q($O7y) )
iz kojeg je onda

wwwzgﬁxmwmy+c.

Ubacujuéi ovo u jednacinu (1.1.21), konacno dobijamo izraz za trazenu funk-
ciju

Fle,y) = [ Ploy)de+ [ Qo y)dy +C .

o Yo

L3

Gornji dokaz nam daje i tehniku rjesavanja jednacine totalnog diferenci-
jala.

Primjer 1.8. RijeSiti jednacinu (3z% + 6zy?)dz + (62%y + 4y?)dy = 0.
U datoj jednacini je P(z,y) = 3z*+6zy* i Q(x,y) = 6z%y+4y>. NalaZenjem
parcijalnih izvoda imamo

= 1y = =2
gy VT B

pa polazana jednacina predstavlja jednacinu totalnog diferencijala. Sada na
osnovu tehnike izlozene u dokazu gornje teoreme imamo,

F(z,y) = /P(x,y)der@(y) = /(3x2+6xy2)dx+<p(y) =2+ 3%y + o(y) .
(1.1.22)

F
Kako mora biti e Q(z,y), imamo
Y
62y + ¢'(y) = 6%y + 4y* |

14



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

iz Cega dobijamo uslov ¢'(y) = 4y*. Nakon integracije ovog izraza je

sto zajedno sa (1.1.22) daje

4
F(z,y) = 2 +32%y* + gyg +C.
Kako je totalni diferencijal ove funkcije jednak 0, po uslovu zadatka, zaklju-
cujemo da je rjesenje polazne diferencijalne jednacine

4
3+ 32%y° + gyg =C.

O

Postavlja se pitanje Sta uciniti ako uslov (1.1.20) nije ispunjen pa jedna-
¢ina (1.1.18) nije jednacina totalnog diferencijala? Jedan od nacina da se
prevazide taj problem jeste pronadi eventualno funkciju h(z,y), razli¢itu od
nule, takvu da jednacina

h(xa y>P(x7 y>dx + h(l‘, y)Q(l', y)dy =0

bude jednacina totalnog diferencijala. Funkcija h(x,y), ukoliko postoji, na-
ziva se integracioni mnozitelj. Potreban i dovoljan uslov za njeno postojanje
imamo na osnovu iskazanog teorema, tj. mora vrijediti

a(hP)  A(hQ)

dy or

odnosno, nakon izrac¢unavanja ovih parcijalnih izvoda

1 [, 0h oh 0oQ 0P
L (pdh o) _ 9% 97 1.1.2
h < Ay 8:1:) Or Oy ( )

Nalazenje integracionog mnozitelja predstavlja tezak problem, ¢ak slozeniji i
od samog polaznog problema i u opstem slucaju je nerjesiv, jer bi u protivnom
svaku jednacinu prvog reda y' = f(x,y) mogli rijesiti elementarno.

Ovdje ¢emo dati dva specijalna slucaja kada se integracioni mnozitelj
ipak moze eksplicitno izracunati. Ti slucajevi su okarakterisani specijalnim
oblikom funkcije h koju trazimo i oni su

1. A je funkcija ovisna samo o promjenljivoj x
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1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

2. h je funkcija ovisna samo o promjenljivoj y.
U prvom slucaju, uslov (1.1.23) se svodi na jednac¢inu

OP 0Q
W(x) oy ~ e

h(z) Q

Ova jednacina ima smisla samo ako je desna strana funkcija samo promjen-
ljive x. Ukoliko je to slucaj, tj.

or _ 9Q
Jdy ox
—~—= =u(x),
72 = (o)
tada je
h,(l') o . . fu(z)d:v
hz) u(z) paje h(x)=Ce :

Dakle zbog pojavljivanja konstante C, integracionih mnozitelja ima besko-

nac¢no mnogo, ali u konkretnim situacijama se uzima najprostiji, tj C' = 1.
Identicna je situacija za slucaj 2.. Tada, ako je

9Q _ 9P
ox y _
—5 =),

onda integracioni mnozitelj ovisi samo o y i dat je sa

h(y) = Cel v@dy

Primjer 1.9. Rijesiti jednacinu: dy — (ytgz + cosx)dzx = 0.
Provjerom uslova 2£ =

= % lahko utvrdujemo da polazna jednacina nije
jednacina totalnog diferencijala. Ostaje pokusati naéi integracioni mnozitelj.
Kako je

oP _ 9Q

9 3

yTx = —tgx ,

zakljucujemo da integracioni mnozitelj postojii da je on funkcija promjenljive
x. Prema navedenoj formuli za ovaj slucaj, imamo

h(z) = Ce J197 — cog g .

Sada je jednacina

cos zdy — cos x(ytgr + cosz)dr = 0

16



1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

jednacina totalnog diferencijala, i njeno je rjesenje je dato sa

x Yy
F(z,y) = — / (ytgt + cost)costdt + | cosxdt
xo Yo
tj.
ycosT — 5 — %(sin 2x — sin 2x) + 2yo cos g

F(z,y) =

2cosx

O

1.2 Linearne jednacCine viseg reda sa kons-
tantnim koeficijentima

Opsti oblik linearne jednacine n-tog reda je

ao(@)y"™ + ar(2)y" Y + .+ an(@)y = f(@)

gdje za funkcije f(z)ia;(z) (i = 1,2,...,n) pretpostavljamo da su neprekidne
funkcije na nekom segmentu /.

Mi ¢emo se ovdje baviti iskljucivo linearnim jednacinama viseg reda kod
kojih su funkcije a;(x) (i = 1,2, ...,n) konstantne funkcije (realne konstante),
tj. razmatracemo linearne jednacine n-tog reda sa konstantnim koeficijentima

aoy™ + ary" Y + .+ any = f(z) .

1.2.1 Homogena jednacina sa konstantnim koeficijen-
tima

Kao prvo rijesit ¢emo homogenu jednacinu, tj. jednacinu

aoy™ + a1y Y + 4 a,y=0. (1.2.1)
Trazedi rjesenje u obliku

y(x) = e,

gdje je r € R, polazna jednacina postaje

(agr™ 4+ ayr™ ..+ ay)e™ =0
Kako je €™ # 0, iz posljednje jednacine dobijamo jednacinu

agr +a;r" '+ .. +a, =0 (1.2.2)

koju nazivamo karakteristicna jednacina polazne homogene jednacine. Ka-
rakteristicna jednacina je polinom stepena n, pa ona ima n rjesenja r; (i =
1,2,....,n).
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

Teorem 1.2.1

Neka su 7,79, ..., 75 razlicita rjesenja karakteristicne jednacine (1.2.2),
visestrukosti my, ma, ..., mg, pri cemu je my + mq + ... + my = n. Tada
su funkcije

;T T .2 T m;—1 _r;x ;
e’ xe T pte T L™ T i =1,2,...,8 (1.2.3)

rjesenja jednacine (1.2.1) i pri tome su ta rjesenja linearno nezavisna.

Primjetimo da pojedina rjeSenja mogu biti i kompleksni brojevi. Kako nas
zanimaju samo realna to ¢e nam trebati sljedec¢a tvrdnja koja se lahko doka-
zuje.

Teorem 1.2.2

Ako je y(z) = u(x) + iv(x) rjesenje jednacine (1.2.1) tada su njen realni
i njen imaginarni dio takode rjesenja te jednacine.

Pod ovim imamo u vidu sljedece: Ako je r, = o+ i3, tada je
y(x) = " = 2T — 9% (cos B + isin fx) |

pa ako je y(z) rjesenje polazne homogene jednacine, tada su to i e** cos fx
i e*sin fx. Treba jos naglasiti da ako je jedno od rjesenja komleksan broj
a+10, tada postoji i rjesenje karakteristicne jednacine koje je oblika o —if3.
Pri tome, na osnovu gore recenog, tom rjesenju odgovara rjeSenje polazne
jednacine koje se do na znak razlikuje od rjesenja koje dobijemo pomocu rje-
Senja a+1 karakteristicne jednacine. Ovo znaci da ¢emo paru konjugovano-
kompleksnih rjesenja a £ i karakteristi¢cne jednacine, dodjeljivati jedan par
rjeSenja polazne jednacine, e** cos Sz i € sin fx.

Sa gornje dvije teoreme smo nacelno opisali sva rjeSenja jednacine (1.2.1).
Sljede¢om teoremom dajemo i konacni oblik rjesenja ove jednacine.

Teorem 1.2.3

Neka su y; (), y2(), ..., yo(z) linearno nezavisna rjesenja (rjesenja dobi-
jena na osnovu Teoreme 1.2.2 i Teoreme 1.2.1) jednacine (1.2.1). Tada
je funkcija

y(x) = Ciyr(z) + Coya(x) + - - - + Cryn () |
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

l opste rjesenje jednacine (1.2.1). J

Primjer 1.10. Rjesiti diferencijalnu jednacinu: y” — 3y’ + 2y = 0.
Rjesenja trazimo u obliku y = € pa je karakteristicna jednacina data sa

P —3r+2=(r—-17>*r+2)=0.

Razli¢ita rjesenja ove jednacine su r; = 1, viSestrukosti m; = 21 ry = —2,
visestrukosti my = 1, dakle ukupno imamo my + my = 3 rjesenja karakteris-
ti¢ne jednacine.

Rjesenju m = 1 odgovaraju funkcije e” i xe” (zbog visestrukosti 2), a
rjesenju 7, = —2 odgovara funkcija e=2*. Sada je rjeSenje polazne homogene
jednacine dato sa

y(r) = Cre” + Coze® + Cze " .

¢

Primjer 1.11. Rjesiti diferencijalnu jednacinu:
Y@ — 2y pay@ gy 4 5y — 2 42y =0 .
Odgovarajuca karakteristicna jednacina je
PO =2 4t — 4 457 = 2r 2= (P + 1)*(r* —2r+2)=0.
Rjesenja karakteristicne jednacine su ry; = 4o, viSestrukosti my,, = 2 i
r34 = 1 &4, visestrukosti msz/,, = 1. Funkcije koje odgovaraju paru 7/,
konjugovano-kompleksnih rjesenja su
cosx , sinx ,xcosx ,rsinx ,

a funkcije koje odgovaraju drugom paru su

ecosriesinx .
Rjesenje polazne jednacine je dato sa

y(x) = Cycosz + Cysinx + x(Cycosx 4+ Cysinx) + e”(Cs cosx 4+ Cgsinx) .

&

Primjer 1.12. Rijesiti diferencijalnu jednacinu

y/// o 5y// o 22y/ + 56y — O ’
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

a zatim odrediti ono rjesenje koje zadovoljava uslov

y(0) =1, 4 (0)=-2, y"(0) = —4.
Karakteristicna jednacina zadate diferencijalne jednacine glasi
73— 52— 22r +56 = (r+4)(r—2)(r—7) =0,
i njena rjesenja su
rm=—4,r,=2,1r3="7.

Rjesenja su realna i razlic¢ita (viSestrukosti 1), pa je rjeSenje jednacine
y(z) = Cre ™ 4 Cye™ + Cae™ .

Nalazedi prvi i drugi izvod rjeSenja y(x), postavljeni uslovi nam daju sljedeci
sistem jednacina po nepoznatim konstantama C7, Cy i Cj,

y(O) = 01+CQ+03:1

y'(0) = —4C, +2C, +7C5 = —2
y"(O) = 1601 + 402 + 4903 =—4.

Rjesenje ovog sistema je

14 13 16
Ci=—,0=—,0=——
1 33 ) 2 15 ) 3 55 )
te je trazeno rjeSenje

M, 13, 16,
Y(@) = gge et e

&

1.2.2 Nehomogena jednacina sa konstantnim koefici-
jentima. Metod jednakih koeficijenata
Sada ¢emo razmatrati nehomogenu jednacinu n-tog reda sa konstantnim ko-

eficijentima

Rjesavanje ove jednacine se odvija u dva korak.
Prvi korak: rjeSavamo odgovarajuc¢u homogenu jednacinu na nacin izlozen u
prethodnoj sekciji. Pri tome dobijamo odgovarajuée rjesenje y,(x).
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

Drugi korak: nalazimo bar jedno partikularno rjesenje nehomogene jedna-

¢ine, y,(z).
Rjesenje polazne nehomogene jednacine je tada dato sa

y() = yn(r) + yp() -

Za neke specijalne oblike funkcije f(x), jedno partikularno rjesenje polazne
jednac¢ine mozemo odrediti jednostavnom metodom koju nazivamo metod
jednakih koeficijenata.

1. Neka je f(x) = e**

Ukoliko « nije rjesenje karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje

trazimo u obliku
yp(z) = Ae®® |

gdje je A € R konstanta koju treba odrediti.
Primjer 1.13. RjeSiti jednac¢inu: 3" — y = €**.

Karakteristicna jednacina je 7> — 1 = 0 i njena su rjesenja r; = 1 i
ro = —1 pa je yp = Cr1e” + Coe™™.

U ovom slucaju je o = 2 i vidimo nije rjeSenje karakteristi¢ne jednacine
te partikularno rjesenje trazimo u obliku y, = Ae**. Nalaze¢i odgova-
rajuce izvode ove funkcije i ubacujuéi u polazu jednacinu, dobijamo

4A€2m _Ae2w — 62z
;

odnosno
3A=1.

Dakle, A = %, a odgovarajuce partikularno rjesenje je y, = %e%.

Konacno, rjesenje polazne jednacine je
& -z 1 2z
y(x) - yh(l') + yp(x) = (C1e’ + Che™* + ge .

¢

Ukoliko « jeste rjesenje karakteristicne jednacine i to visestrukosti m,
onda partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(z) = Ax™e™™ .
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

Primjer 1.14. Rjesiti jednacinu: y” — y = e”.

Karakteristicna jednacina je r* — 1 = 0 i rjeSenja su ry = 1, ro = —1.
yp = Che® + Che™™.

Sada je a = 1 = 1 (viSestrukosti 1) pa partikularno rjesenje trazimo u
obliku y, = Aze®. Kako je y, = 2A4e® + Awe®, ubacujudi ove podatke
u polaznu jednacinu imamo

2Ae” + Axe® — Axe® = e |

1

odakle sredivanjem dobijamo A = %, odnosno y, = sxe”, pa je rjesenje

polazne jednacine
R
y(r) = yn(x) + yp(x) = Cre” + Coe™" + axe )

¢
2. Neka je f(z) = Py(x) (polinom stepena k).

Opet razlikujemo dva slucaja:

Ako su sva rjesenja karakteristicne jednacine razlicita od nule, onda
partikularno rjesenje trazimo u obliku y,(z) = Q(x), tj. u obliku po-
linoma k-tog stepena ¢ije koeficijente treba odrediti.

Primjer 1.15. Rijesiti jednacinu: y” — 3y’ + 2y = = + 1.
Karakteristi¢na jednacina je r* — 3r + 2 = 0 i njena rjeSenja su r; = 1
(mp =1)iry =2 (my=1), te je yp(z) = Cre® + Cye?.

Kako nula nije korijen karakteristicne jednacine, a desna strana je po-
linom prvog stepena, partikularno rjeSenje trazimo u obliku y,(z) =
Az + B. Sada suy, = Aiy, =0, pa ubacujudi to u polaznu jednacinu
imamo,

—3A+2Az+2B=x+11j. 24z + (-3A+2B)=2+1,
odakle izjednacavajuéi odgovarajuce koeficijente dobijamo sistem jed-
nacina

24 = 1
—-3A+2B = 1.

Rjesavanjem ovog sistema dobijamo trazene koeficijente, A = %, B = %,
pa je partikularno rjesenje dato sa y,(r) = x + 4, a rjeSenje polazne
jednacine je

5

X
y(x) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Che® + 3 + T
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

¢

Ako je 0 rjesenje karakteristicne jednacine visestrukosti m, onda parti-
kularno rjesenje trazimo u obliku y,(z) = 2™ Q(x).

Primjer 1.16. Rijesiti jednacinu: y” + 2y’ = x — 1.

Karakteristicna jednacina je 72 + 2r = 0 i njena rjeSenja su r, = 0
(my = 1), roy3 = +iv/2 (mgs3 = 1). RjeSenje homogene jednacine je
yn(x) = C1 + Cycos /21 + Cssin /2.

Kako je 0(= r) korijen karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje
ne trazimo u obliku polinoma prvog stepena, nego kao y,(z) = z(Azx +
B). Sad su y, = 2Axr + B, y; = 2A iy, = 0, pa stavljajuci sve ovo u
polaznu jednacinu imamo

4Ax +2B =2 —1.

Izjednacavajuci odgovarajuce koeficijente dobijamo A = i iB= —%,
tj. yp(z) = ixQ — %x Konacno rjesenje je
' 1, 1
y(z) = yn(x) + yp(z) = Cy + Cycos V2x + Cysin vV2z + % %

&
3. Neka je f(x) = Py(z)e™*.

Ukoliko « nije rjesenje karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje
trazimo u obliku

yp(w) = Qr(w)e™ .
Ukoliko « jeste rjesenje karakteristicne jednacine i to visestrukosti m,
partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(w) = 2" Qp()e™ .

T

Primjer 1.17. Rijesiti jednacinu: y” — 2y’ +y = xe™".
Karakteristicna jednacina je > — 2r + 1 = 0 i njeno rjeSenje je r; = 1
(m1 = 2). Rjesenje homogene jednacine je y,(x) = e*(Cy + Cax).

Kako o = —1 nije korijen karakteristi¢ne jednacine, partikularno rje-
Senje trazimo u obliku y,(r) = (Az + B)e™. Sad su y, = (—Az +
A—B)e iy, = (Az — 2A + B)e™, pa stavljajuci sve ovo u polaznu
jednacinu imamo

(4Azx —4A+4B)e " =xe * .
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

Izjednacavajucéi odgovarajuce koeficijente dobijamo 44 = 1 i —4A +
4B =0,tj. A= 1, B =1, tj. yy(z) = 3¢ " (z +1). Konacno rjeSenje
je

y(x) = yp(x) + yp(z) = e"(C1 + Cox) + ie‘x (x+1) .

¢

Primjer 1.18. Rijesiti jednacinu: y” — 2y’ + y = xe”.

Karakteristi¢na jednac¢ina je 7> — 2r 4+ 1 = 0 i njeno rjesenje je r, = 1
(my = 2). Rjesenje homogene jednacine je y,(x) = e*(Cy + Cox).

Kako o = 1 korijen karakteristicne jednacine i to visestrukosti dva,
partikularno rjeSenje trazimo u obliku y,(z) = z?(Az + B)e™”. Sad su
y, = [BQ2+z)+ Ax(3 +2)]ze ™ iy, = ((2+ 42+ 2°) B + Az (6 + 6z +
1?))e®, pa stavljajuéi sve ovo u polaznu jednacinu imamo

(6Ax +2B)e” = xe” .

Izjednacavajuci odgovarajuce koeficijente dobijamo 64 =11 2B = 0,

tj. A=¢,B =0, tj. y,(z) = g2°¢”. Konacno rjesenje je

1
y(z) = yn(z) + yp(z) = € (C1 + Coz) + 6:1636“ .

¢
4. Neka je f(z) = e**(asin Sz + bcos fz).

Ukoliko ne postoji rjesenje karakteristicne jednacine oblika r = a £,
partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(z) = e**(Asin fx + B cos fx) ,

gdje su A, B € R koeficijenti koje treba odrediti.

Ako postoji rjesenje karakteristi¢ne jednacine oblika r = o + 43, vises-
trukosti m, partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(z) = 2™e* (Asin Bz + B cos fx) .

Primgjer 1.19. Rijesiti jednacinu: y” — y = e*(sinx 4 2 cos z).

Karakteristicna jednac¢ina je r> — 1 = 0 i njena rjeSenje su r; = 1
(my =1)1iry =—1 (my = 1) RjeSenje homogene jednacine je y,(z) =
01633 + 026733.
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1.2. Linearne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima

Kako 1 + 4 nije korijen karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje
trazimo u obliku y,(z) = e*(Asinz + Bcosx). Sad su y, = e*[(A —
B)sinz+(A+B)cosz]iy, = e*(—2Bsinx++2Asinx), pa stavljajuci
sve ovo u polaznu jednac¢inu imamo

e"((—A—2B)sinz + (2A — B) cosz) = e”(sinx + 2cosx) .

Izjednacavajuéi odgovarajuée koeficijente dobijamo (—A — 2B) = 1 i
(2A—-B) =2, tj. A=2B= -2 1tj. yy(x) = e"($sinz — £ cosx).
Konacno rjesenje je

T —x T 3 . 4
y(x) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Cre™ ) +e (S sinz — ¢ cosx) :

&
Primjer 1.20. Rijesiti jednacinu: y” — 2y’ + 2y = e”(sinx + 2 cos x).

Karakteristi¢na jednacina je 72> — 2r + 2 = 0 i njena rjeSenje su T2 =
1+4 (mp =1). Rjesenje homogene jednacine je y,(x) = €*(C} cosx +
Cysinz).

Kako je 1+ korijen karakteristicne jednacine visestrukosti jedan, par-
tikularno rjesenje trazimo u obliku y,(x) = ze®*(Asinxz + Bcosx).
Sad su y, = e"[(Ar — Bx + A)sinz + (Av + Br + B)cosa] iy, =
e*[(2Ax +2A+2B) sinx + (—2Bx + 2A — 2B) cos z|, pa stavljajuéi sve
ovo u polaznu jednacinu imamo

e*(—2Bsinx + 2A cosx) = €*(sinx 4+ 2cos x) .

Izjednacavajuci odgovarajuce koeficijente dobijamo —2B =11 24 = 2,
tj. A=1,B=—3, tj. y,(x) = ze"(sinz — 5 cosx). Konacno rjeSenje
je

1
y(z) = yn(x) + yp(x) = e"(Ch cos x + Cysin ) + xe” (sinx — 5 cos x) .

¢
5. Neka je f(x) = Py(x)e* (asin Sz + bcos fx).

Ukoliko ne postoji rjesenje karakteristicne jednacine oblika r = o 183,
partikularno rjeSenje trazimo u obliku

Up(7) = €7 (Qx() sin Bz + Qj(x) cos fz) |

gdje su Q4 i Q7 polinomi istog stepena kao polinom B, Cije koeficijente
treba odrediti.
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1.3. Jedna primjena

Ako postoji rjesenje karakteristicne jednacine oblika r = o + i3, viSes-
trukosti m, partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(z) = 2™ (Qy () sin Bz + Qj () cos fz) .

Ukoliko je funkcija na desnoj strani jednacine zbir vise funkcija koje su
nekog oblika od gore spomenutih, tj.

f(@) = [i(@) + fale) + .. + filz) (1.2.4)

tada se sluzimo sljede¢im rasudivanjem:

neka je y,1(z) partikularno rjesenje kada bi desna strana bila samo funkcija
f1, yp2(z) partikularno rjesenje ako je desna strana samo funkcija fy i tako
za svaku funkciju koja je sabirak na desnoj strani, tada partikularno rjesenje
nehomogene jednacine ¢ija desna strana ima oblik (1.2.4), trazimo u obliku

() = Yp1 () + Ypa() + o+ yp() -

1.3 Jedna primjena

Neka je zadato RLC kolo kao na slici i neka su poznate veli¢ine R(t), L(t), C(t)
i U(t), sve u opstem slucaju zavisne o vremenskoj promjenljivoj ¢. Neka treba
izracunati napon ug na otporniku R(t).

L

R

—F+—— ¢

U
|
|

Slika 1.6: RLC kolo

Kako su u opstem slucaju sve veli¢ine (struje (7), naponi (u) i dr.) vremen-

ski ovisne, jednostavnosti radi izostavljacemo zapise varijable (npr. i = i(t)).
Jednacine kola su

ip =iy +ic (1.3.1)
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1.3. Jedna primjena

up =i, R (1.3.2)
ic = Cl (1.3.3)
u, = Li, (1.3.4)
UL = Uc (1.3.5)
up +ugp=U (1.3.6)

Iz jednacine (1.3.1), nalazenjem izvoda, imamo
g y
1, =1+, .

Koristedi jednacinu (1.3.4), izvod jednacine (1.3.2) i izvod jednacine (1.3.3),
gornja jednakost postaje

uR’_u_L ,
(E) =L+ (Cuc)

Napone uy, i u¢ mozemo izraziti preko jednacina (1.3.5) i (1.3.6), pa posljed-
nja jednakost postaje

(%R) _Y —E 4 (C(U ~ un)

Nalazenjem odgovarajuc¢ih izvoda, dobijamo

u, R —upR U —
R? L

YR | C'(U—-ug)+CU" —uf) .

Sredivanjem posljednje jednacine po izvodima funkcije ug, kona¢no dobijamo
jednacinu

/
Cull, + (%—i—@')u;{—}- (%—%) uR:%JrC’U’JrCU” ,
koja predstavlja nehomogenu linearnu jednacinu drugog reda.

Ako pretpostavimo da su velicine otpora, induktivnosti i kapaciteta kons-
tantne, a da je napon promjenljiv, npr. U(t) = sint, gornja diferencijalna
jednacina postaje nehomogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda
sa konstantnim koeficijentima.

1 1 U
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