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U ovoj glavi govorit ¢emo o drugoj vaznoj osobini proizvoljnog preslika-
vanja, o diferencijabilnosti. Ovdje ¢emo pretpostavljati uvijek ako drugacije
nije naglaseno, da svaka tacka domena Dy posmatranog preslikavanja, pri-
pada tom skupu zajedno sa nekom svojom okolinom, tj. pretpostavljat ¢emo
da je skup Dy otvoren. U nekim razmatranjima bit ¢e neophodna i osobina
povezanosti (koneksnosti) tog skupa. Za takav skup (otvoren i povezan) re¢i
¢emo da je oblast u prostoru R™.

1.1 Izvod u pravcu

Za funkciju ¢ : R — R, izvod u tacki ¢ € D, definisali smo sa

¢(wo + 1) — d(x0)
Y ,

# (o) = lim (1L1)

i geometrijski, predstavljao je nagib tangente (tj. najbolju linearnu aproksi-
maciju) na krivu ¢ u tacki (zg, ¢(xp)) ili trenutnu mjeru promjene funkcije

1



1.1. Izvod u pravcu

¢(x) u odnosu na varijablu z, kada je x = zy. Kao uvod za nalazenje ovakve
'najbolje linearne aproksimacije' za funkciju f : R® — R, pokusat ¢emo
iskoristiti, tj. generalizovati (1.1.1) da bi realizovali ideju "nagiba' i "mjere
promjene" za ovakvo preslikavanje.

Posmatrajmo funkciju f : R> — R, definisanu sa

flz,y) =4—22" -y,

¢iji je graf prikazan na slici (1.1). Ukoliko Zelimo da vizualiziramo kretanje po
ovom grafu (povrsi), nagib puta po kome se kre¢emo ovisi od polazne tacke

ali i od pravca naseg kretanja. Naprimjer, neka je startna tacka P(1,1,1) na
povrsi i neka je pravac kretanja odreden vektorom v’ = (=1, —1,3). Ovo ¢e

uzrokovati kretanje direktno ka vrhu grafa i jasno je da je "mjera promjene'
rastuca. Medutim, ako se iz iste tacke kre¢emo u pravcu vektora o , onda
'silazimo niz graf', tj. "mjera promjene" je opadajuca. Obje ove mogucnosti
naznacene su na slici crvenom bojom.
Ako iz iste tacke krenemo u pravcu vektora w = (—=1,2,0), vidimo da je
putanja kretanja po elipsi
20 +y* =3,
tj.

"obilazimo" oko grafa, pa je "nagib" bez promjene, a time i "mjera pro-

mjene" je 0. Ova mogucnost kretanja je na slici prikazana zelenom bojom.

Dakle, govoriti o "nagibu" na graf funkcije f u tacki, zahtijeva specificirati
pravac kretanja.
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Slika 1.1: Izvod u pravcu

Kretanju na grafu iz tacke P(1,1,1), u pravcu vektora o', odgovara kreta-

nje u domenu funkcije, iz tacke X u pravcu vektora v = (—1, —1). Analogno,



1.1. Izvod u pravcu

kretanju u pravcu vektora w, odgovara kretanje iz X u pravcu @ = (—1,2).
Dakle, ukoliko se kreé¢emo iz tacke X (1,1) u pravcu vektora

1
IR A

(normiranje vektora vrsimo iz prostog razloga Sto se time pravac i smjer
vektora ne mijenjaju, pa ¢emo "velicinu" pomjeranja u pravcu takvog vektora
diktirati sa veli¢inom h) tada izraz

=

U=

f(X + ha) - f(X)
h Y

za proizvoljno h, ¢e predstavljati aproksimaciju nagiba na graf funkcije f u
tacki X, u pravcu @. Uradimo malo rac¢una.

F(X + hit) — F(X) = f(l—%,l—%) L)

N S

2

= 3—3(1—\/§h+%>
= 3\/§h—37h2:h<3\/_—%> .

Kao sto smo to radili sa funkcijama jedne varijable, pustajuéi sada da h tezi
ka 0, dobili bi smo egzaktan nagib na graf, u tacki A, u pravcu @. Iz gornjeg
onda imamo

limf(X+hﬁ)_f(X):}1LiLr(l)<3\/_—%>23\/5.

h—0 h

Dakle, na$ graf ima nagib od 3v/2 (naravno da ova veli¢ina izrazava tangens
ugla pod kojim se kre¢emo) ukoliko startujemo iz tacke X (1,1), u pravcu
vektora . Sli¢nim rac¢unom bi dobili da je u praveu —i nagib —3+v/2, odnosno
u pravcu vektora

g

(_17 2) )

Sl

=

nagib je 0.



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Definicija 1.1.1

Neka je funkcija f : R® — R definisana u nekoj otvorenoj kugli oko
tacke X. Za dati vektor u, izraz

D f(e) — tim LR = F(X)

lim . : (1.1.2)

ukoliko limes postoji, nazivamo izvod u pravcu, funkcije f, u pravcu
vektora i, u tacki X.

Primgjer 1.1. Prema gornjem razmatranju, za funkciju f(z,y) = 4 — 22? —y?
je

D.f(1,1) =3v2, D_,f(1,1) = =3v2, D,f(1,1)=0.
o

1.2 Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Kao sto smo vidjeli iz gornjeg, za funkciju vise varijabli ne mozemo jednos-
tavno govoriti o izvodu te funkcije, tj. mozemo govoriti o izvodu ali pri tome
moramo znati pravac kretanja, i tada ustvari govorimo o izvodu u pravcu.
Pravac u kome nalazimo izvod funkcije vise varijabli moze biti proizvoljan, ali
pravci odredeni baznim vektorima prostora domena su od posebne vaznosti.
Neka su ey, es, ..., €, standardni vektori baze prostora R",

er =(1,0,0,...,0), eo =(0,1,0,...,0) --- e, =(0,0,0,....,1) .
Posmatrajmo funkciju f: R" - R

f(X) = f(xlwrQ’ 7xn) )

koja je definisana u nekoj okolini Uy tacke A(aq, ag, ..., a,) € R™. Razmotrimo
za trenutak funkciju g : R — R, uvedenu na sljede¢i nacin

g(t) = f(t,l’g,l‘g, 7xn) )

tj. definisemo je preko funkcije f, tako Sto pocev od druge, sve varijable
drzimo fiksnim (ne mjenjamo ih), a samo prvu shvatimo kao varijablu. Dakle,
tada je g funkcija jedne varijable pa na nju mozemo primjeniti jednakost
(1.1.1),

g(x +h) — g(x)

/ 1
g'(z) = lim



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Ali tada imamo

, L
gle) = Jim h

~ im flxy 4+ hyxo, ...y xy) — f(1, 22, .0y Ty)

h—0 h

— lim f((z1, 22, ... xn) + (R, 0,...,0)) = f(x1, 29, ..., Tp)

o h—0 h

. (X +he) - f(X)

— }llll{(l) h - Delf(X) °

Vidimo da je izvod funkcije g u tacki z; u stvari izvod u pravcu, funkcije f
u tacki X, u pravcu vektora e;.
Na isti nacin smo mogli fiksirati proizvoljnu k-tu promjenljivu (k = 1,2, ...,n)
funkcije f, tj. staviti da je g(t) = f(x1, 22, ..., Tp_1, t, Thi1, .., Tp) 1 zakljuditi
da bi vrijedilo

§/(21) = Do, F(X) |

Definicija 1.2.1

Neka je funkcija f : R®™ — R definisana u nekoj okolini tacke A i neka
je ex (k€ {1,2,...,n}) k-ti vektor standardne baze u R". Ukoliko pos-
toji, izvod u praveu D,, f(A) nazivamo parcijalni izvod funkcije f po
promjenljivoj xy, u tacki A.

Naravno da smo pojam parcijalnog izvoda mogli uvesti i na mnogo formalniji
nacin, uvodeci pojmove prirastaja.

Definicija 1.2.2

Neka je Uy C R™ okolina tacke A(ay,as, ..., a,) i X(z1,x9,...,2,) € Ua
proizvoljna. Razliku

Amk:xk—ak ) k:1,2,...,n
nazivamo prirastajem varijable xy, a razliku
Ng f(X) = for, ooy ap + Dy, oy ) — f(21, 0, T0)

nazivamo parcijalnim prirastajem funkcije f po promjenljivoj xy, u tacki
X.




1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Na isti nac¢in mozemo definisati parcijalni prirastaj funkcije u proizvoljnoj
tacki A(ay, ..., a,):

Ny, fA) = flar, .o, ap + Dz, ooy an) — flag, .. an) -

Primjecujemo da parcijalni prirastaj funkcije n promjenljivih dobijamo tako
sto vr§imo promjenu samo jedne varijable dok ostale varijable drzimo fiksnim.

Definicija 1.2.3

Granic¢na vrijednost

Dy f(A)

im =%\ i flay, ..., Tgy .y an) — flag, ..., an)
Azp—0 Al‘k Tp—ray Ty — ay

)

naziva se parcijalnim izvodom funkcije f po promjenljivoj z; u tacki A.

Na analogan nacin definiSemo parcijalni izvod u proizvoljnoj tacki
ANy, f(X) fxy, .,z + Dxg,y ooy ) — f(21, .0, T0)

lim ————~ = lim
A{L‘kﬁo A,I‘k A{L‘kﬁo Axk

U razli¢itim knjigama matematicke analize nalazimo razne oznake za parci-
jalne izvode, kao npr.
of

I, . Y 3
Jep 5 Jan s e isl. .

Mi ¢emo najcesce koristiti oznaku %, zato primjetimo da ovdje nismo ko-
ristili oznacavanje koje smo imali kod funkcije jedne promjenljive, tj. oznaku
of

%. Razlog za to je ¢injenica da izraz 52y Miu kom slucaju ne mozemo shvatiti

kao dijeljenje (0f sa Ox) Sto je bio slucaj sa % (df = f'(z)dz).

Tehnika odredivanja parcijalnog izvoda se ni u ¢emu ne razlikuje od teh-
nike izracunavanja izvoda funkcije jedne promjenljive. Pri nalazenju par-
cijalnog izvoda po promjenljivoj xy, sve ostale promjenljive shvatamo kao
konstante, a nalazimo izvod po xj, koristeéi pravila i tablicu izvoda funkcija
jedne promjenljive.

Primjer 1.2. Za funkciju f : R*> — R, zadatu sa f(x,y) = zy, parcijalni
izvodi su

af f(ZL‘—I—AZL‘,y)—f(IL‘,y)

(x+A:E)y—xy_y

%@’ y) = Alggo Ax - Alzlcrgo Az

of o fy+Ay) = flry) L w(y+Ay) —ay

8_y<x’ y) = AILIEO Ay N AILIEO Ay -7
&



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Primjer 1.3. f(x,y) = sin(zy — y).
0 .

2l = gonley =)
= cos(zy —y a_( y)
= cos(zy — ) <8 )
= o (wy) =
= ycos(zy —vy) .

of G
5y (ry) = gosin(ey—y)

)
= cos(ry — y)a—y(xy —v)

— cos(ay — 1) (%(xy) - a%y)

= (x—1)cos(zy —vy) .

&
Primjer 1.4. Posmatrajmo funkciju f: R®* = R, f(x,y,z) = In(z + yz).
of 0 1 0
el | — — =
o (x,9,2) ox n(w+zy) x + zy Ox (v +2y) r4yz’
of 0 1 0 z
il -7 = — =
of 0 1 0 y
0z (x,9,2) 0z n(r+y2) x+yz0z (x+y2) r+yz
Parcijalni izvodi u konkretnoj tacki, npr. A(1,1,2) bili bi
of 1 of 2 Of 1
—(1,1,2) = 1,1,2 —(1,1,2) = - .
ax(”) 38y(”) 382(”) 3
&

Primger 1.5. f(z,y) = —

of _ygr—agzy _y—0

dr y? vy
g_yayw—wﬁyy_()—x__i
dy y> oy 2



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Kod funkcije jedne varijable y = f(z), ako je = g(t), imali smo pravilo
izvoda slozene funkcije (pravilo kompozicijeili lancano pravilo) y = f(g(t)),
koje glasi

df  df dx

dt — dudt’
Pravilo kompozicije moramo takode imati i kod funkcija vise varijabli. Pokaza-
¢emo to pravilo za funkciju dvije varijable, a ono se lako prenosi na funkcije
sa n varijabli. Kao prvo razmotrimo slucaj kada je f funkcija dviju va-
rijabli i g funkcija jedne varijable, tojest posmatrajmo slucaj kompozicije
2z =g(f(z,y)). z je ovisna o dvije varijable pa njene parcijalne izvode racu-
namo po pravilu:

0z dg Of 0z dg Of
ria A ra vk v
Primgjer 1.6. Neka je f(x,y) = v/22 + y2. Ona je kompozicija polinomijalne
funkcije (z? + y?) i korijene funkcije (funkcija jedne varijable).
of _ 1 g x of 1 Yy
or  2y/x? 42
&
Primgjer 1.7. Pravilo kompozicije mozemo primjenjivati i u drugim situaci-
jama. Npr. posmatrajmo Semu otpornika u paralelnoj vezi.

VIZ+y2 7 0y 2/ + 42 Y Va2 +y?

Ukupan otpor kola dat je sa
1 11 1
L1 ] S (120)

R R R Ry

Dakle, ukupan otpor je funkcija tri varijable, R = R(Ri, Rs, R3). Ako
sada zelimo naéi parcijalne izvode po R; (i = 1,2, 3), onda to mozemo uraditi
izracunavajuci otpor R eksplicitno iz formule (1.2.1)

R RiRy Ry
"~ RiRy+ RiRy+ RoRy
Medutim, ako lijevu stranu u (1.2.1) shvatimo kao kompoziciju racionalne
funkcije (%) i nase funkcije R, onda direktno imamo

1 1 1
ﬁaR:aR_l+aR_2+aR_3,
dR aRl aRl 6R1 aRl

8



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

odakle je
_L1orR 1
R2OR,  R?’
tj.
OrR _R
OR, R?’

Analogno nalazimo parcijalne izvode po ostalim promjenljivima. <

Neka je z = f(z,y) i neka su i x i y funkcije nekog parametra ¢, tj.
x=x(t) iy =y(t). Tada je funkcija z = f(x(t), y(t)), ustvari funkcija jedne
varijable (¢) i pri tome imamo: Ako su funkcije x(¢) i y(¢) diferencijabilne u
t i ako je funkcija f diferencijabilna u tacki (x(t),y(t)), tada vrijedi

z
0z 0z
% y
dz 0z d_x 0z @

T Yy

at " ordt Toydt
N A
dt dt
t

Primjer 1.8. Neka je f(z,y) = sinz+cos(xy) i neka suxz = t? iy = t3. Tada
prema pravilu kompozicije imamo
df  Ofdr Ofdy
dt "~ ordt oyt
= (cosx — sin(xy)y)2t + (— sin(zy)z)3t>
= (cost® —t3sint”)2t — 3t*sint® .

¢

Primjer 1.9. Pravougaonik ima duzinu 6 m i Sirinu 4 m. U svakoj sekundi
duzina se poveca za 3 m, a Sirina za 2 m. Odrediti promjenu povrsine pra-
vougaonika u jednoj sekundi.

2m
x - duzina pravougaonika
. y - Sirina pravougaonika
4m P P - povrsina pravougaonika

t - vrijeme

6m 3m



1.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Duzina i Sirina pravougaonika su funkcije vremena, x = x(t) i y = y(¢).
Promjena duzine u jedinici vremena je % = 3, a promjena Sirine u jedinici

dt
vremena je fl—? =2.
Povrsina pravougaonika je P(z,y) = -y, a zbog zavisnosti duzine i Sirine od
vremena imamo P(z(t),y(t)) = z(t) - y(t). Izracunajmo zavisnost povrsine o
vremenu.
dP 0OPdx OPdy dx dy
— =t —— =y— tz—.
dt Ox dt Oy dt dt dt
Stepen promjene povrsine u datom momentu je
dP m?
—(6,4)=4-34+6-2=24 — .
dt ( Y ) + S

&

Ukoliko su z i y zavisne od dvije varijable, tj. = = x(t,s) i y = y(t, ),
tada pravilo kompozicije glasi:
Ako funkcije z i y imaju parcijalne izvode prvog reda u tacki (¢, s) i ako je
funkcija z = f(z,y) diferencijabilna u tacki (z(t, s),y(t, s)), tada vrijedi

z
0z 9z
# z 0: _0:00 0200
ot 0xot Oyot’
z oz dy Yy
ds ot
0: _0:00 0200
G %% ds Ords OyoOs
t S

Primjer 1.10. Zadata je funkcija z = f(z,y) = 2> — y* i pri tome je x =

pcos @, y = psin ¢. Odrediti parcijalne izvode funkcije f po promjenljivima
pio.

of of ox Oof oy

dp O dp By p

= 2p(cos® ¢ — sin® ¢) = 2pcos2¢ ,

= 2x cos ¢ + 2y sin ¢

0 af o af o
% — 8_£ . 8_Z+8_§ . 3_§yb = 2x(—psin @) + 2ypcos ¢

= —2p% cos psin ¢ = —psin2¢ .

10



1.3. Gradijent

1.3 Gradijent

Mnoge fizikalne veli¢ine imaju razli¢ite vrijednosti u razli¢itim tackama pros-
tora. Na primjer, temperatura u nekoj prostoriji nije jednaka u svim tac-
kama: zimi je visoka kraj izvora toplote, a niska pored otvorenog prozora.
Elektricno polje oko tackastog naboja veliko je pored naboja i smanjuje se
kako se udaljavamo od naboja. Sli¢no, gravitacijska sila koja djeluje na neki
satelit zavisi od udaljenosti satelita od Zemlje. Brzina toka vode u nekom
potoku velika je u uskim kanalima, a mala tamo gdje je potok Sirok.

U svim ovim primjerima postoji neko podrucje prostora koje nam je posebno
zanimljivo za problem koji rjeSavamo; u svakoj tacki prostora neka fizikalna
veli¢ina ima svoju vrijednost. Izraz polje znaci cesto i podrucje i vrijednost
fizikalne veli¢ine u tom podrucju (npr. elekti¢no polje, gravitacijsko polje).
Ako je fizikalna veli¢ina koju promatramo skalar (npr. temperatura), tada
govorimo o skalarnom polju. Ako je fizikalna veli¢ina vektor (npr. elektri¢no
polje, brzina, sila) tada govorimo o vektorskom polju.

Jedna od veli¢ina koja karakterise termin polja jeste pojam gradijenta.

Definicija 1.3.1

Neka je funkcija f : R® — R definisana u okolini U, tacke A i neka
postoje 88—;;(14) za sve k =1,2,...,n. Vektor

i) = (L L )

nazivamo gradijent funkcije f u tacki A.

U gornjoj definiciji posmatramo funkciju ¢ije su vrijednosti skalari, za koju
u primjenama kazemo da je skalarno polje, a definisana veli¢ina bi onda
imala naziv gradijent skalarnog polja. Korisno je primjetiti to da za funkciju
f R — R, njen gradijent je funkcija Vf : R* — R" tj. gradijent je
funkcija ¢iji je ulaz n-dimenzionalna veli¢ina (vektor), a izlazna je takode n-
dimenzionalni vektor. Ovakve funkcije uobicajeno nazivamo vektorsko polje,
a sa ¢ime ¢emo se susresti u narednim matematickim izucavanjima.

Vektorski operator V (nabla) se u dekartovom pravouglom koordinatnom
sistemu (3D) definise sa

G (00 0Y_ 40 +0 0
“\ox’oy’0z) Ox j@y 0z

11



1.3. Gradijent

Kazemo da je to vektorski operator jer on funkciji f dodjeljuje veli¢inu

V f, po principu
_=0f  =0f —>8f
Vi= i T ig, T

Primjer 1.11. Na osnovu Primjera 1.2, gradijent funkcije f(z,y) = xy je

Viz,y) = (y,2),

Il
—
~

|
N\

odnosno u konkretnoj tacki je, npr. Vf(—2,7)
Primjer 1.12. 1z Primjera 1.4 imamo

121 1—

v 171a2 :<_a_7_>:_.

fL12=(333)=3"

¢

Primjer 1.13. Za funkciju f(x,y) = 4—22*—y? imamo 2L (x y) =
—2y, pa je gradijent dat sa

Vi) = (e ) = ().

Konkretno u tacki O(0,0) je Vf(0,0) = (0,0) . &

Nije tesko pokazati da za gradijent vrijede sljedeca pravila:

V(kf)=kVf, (k= const.).
V(f£g)=Vf£Vg.
V(fg)=9gVf+[Vy.

4, v<i> A b )
g g

- =
)=—27 4+75.

_4177 g_g(l‘ay) =

Gradijent skalarnog polja iznimno je vazan u fizici gdje izrazava vezu
izmedu polja i potencijala (gravitacijska polja), odnosno sile i potencijalne
energije (elektricna polja). Ako se neko polje E moze u cijelosti opisati
konkretnom funkcijom f(X) tako da je E = —V f(X), odnosno simboli¢ki,

polje = —V (potencijal) ,

tada skalarnu funkciju f nazivamo njegovim potencijalom. Specijalno, ako
se neka sila F' moze napisati kao negativni gradijent neke funkcije V', tada

skalarnu funkciju V' nazivamo potencijalnom energijom.
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

1.4 Diferencijabilnost funkcija vise promjen-
ljivih

Neka je f : R® — R definisana u nekoj okolini Uy tacke A(ay,as, ..., ay,).
Samo postojanje parcijalnih izvoda ne obezbjeduje neke bitne osobine po-
smatrane funkcije, Sto vidimo iz sljede¢eg primjera.

Primjer 1.14. Posmatrajmo funkciju f : R? — R, zadatu sa

[ FEs s (wy) #(0,0)
ﬂ%”‘{ 0" i oy = (0.0)

Nije tesko pokazati da je f prekidna funkcija u tacki (0,0). S druge strane
ona ima oba parcijalna izvoda u tacki (0,0):

of _ o S(,0) = £(0,0) 0
61‘(070)_}3%0 h _hli%ﬁ_o’
of . JOK-f00 0
8y(0’0)_11gio k _llfIHOE_O

Dakle, parcijalni izvodi postoje u tacki (0,0). a funkcija ima prekid u toj
tacki.

Jasno je dakle, da za razliku od funkcija jedne promjenljive gdje je posto-
janje izvoda znacilo neprekidnost funkcije, postojanje parcijalnih izvoda kod
funkcije vise varijabli ne moze garantovati odredene 'lijepe" osobine funk-
cije, nego moramo posmatrati neka svojstva koja uzimaju u obzir ponasanje
funkcije u citavoj okolini posmatrane tacke.

Definicija 1.4.1

Razlika
Af(A) = f(X) = f(A); (X €Ua),

naziva se totalni prirastaj funkcije f u tacki A.

Totalni prirastaj funkcije u tacki A(ay, as, ..., a,) izrazavamo preko prira-
staja nezavisnih promjenljivih, tj.

AF(A) = A+ AX) — f(A) = flan+ Dtr, oty + D) — flar, ) |
ili za proizvoljnu tacku X (xi, z, ..., x,) sa
ANfF(X) = frr+ Dxq, oy + Axy) — f(T1, 00y Tp) -

Za razliku od parcijalnog prirastaja gdje jednu varijablu mijenjamo, a sve
druge "drzimo" fiksnim, kod totalnog prirastaja sve varijable istovremeno
"dozivljavaju" neku promjenu.
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Definicija 1.4.2

Za funkciju f(X) = f(x1,...,x,) definisanu u okolini tacke A € R",
kazemo da je diferencijabilna u toj tacki ako vrijedi

Af(A) = LX) + w(X)d(X, A) (1.4.1)
gdje je . .

linearna funkcija prirastaja nezavisnih promjenljivih, py (kK =1,2,...,n)
su realni koeficijenti, w(X) neprekidna funkcija u tacki A takva da je

lim w(X)=w(A)=0

X—A

d(X,A) = (an(:ck - ak)2>% ,

k=1

rastojanje tacke X od tacke A.

Definicija 1.4.3

Linearnu funkciju L(X) iz (1.4.2) nazivamo totalni diferencijal funkcije
f(X) u tacki A i ozna¢avamo ga sa

LX) = df(X) = 3 pelsay = prda

k=1 k=1

S obzirom na uvedeno u gornjim definicijama, ako je f : R — R di-
ferencijabilna u tacki A € Dy, prirastaj funkcije u tacki A zbog (1.4.1) je
oblika

Af(A) = f(X) = f(A) = df (X) + w(X)d(X, A) .

Ako se tacka X 'priblizava" sve vise tacki A, zbog )l(iLnAw(X ) = 0, vidimo
da je prirastaj funkcije Af sve bolje aproksimiran diferencijalom funkcije
df, tojest u blizini tacke A vrijedi Af(A) ~ df(A), a to onda znaci da
se vrijednost funkcije u tacki koja je blizu tacke A moze aproksimativno
izracunati sa

f(X) = f(A) +df(A)

14



1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

sto nazivamo lokalnom aproksimacijom funkcije u tacki.

Primgjer 1.15. Koristed¢i lokalnu aproksimaciju izracunati vrijednost funkcije

flz,y) = Va2 + y? u tacki X(3.04,3.98).

Za zadatu funkciju njeni parcijalni izvodi su

af T af Y

or  VamEE T 0y VTt
Iz ¢injenice da je Af(Xo) =~ df (Xo) i Af(Xo) = f(X) — f(Xo) za tacku X
blizu tacki Xy imamo

Zo Yo
Vg R (o ) + ()
Vot Yo \/Zo + Yo

Uzmimo da je tacka Xo(3,4) i da je X (3.04,3.98). Tada imamo

3 4
V/(3.04)2 + (3.98)2 ~ 5 + = 0.04+ - - (~0.02) = 5.008.

&

Teorem 1.4.1: (Potrebni uslovi diferencijabilnosti)

Neka je funkcija f(X) diferencijabilna u tacki A. Tada vrijedi:
1. Postoji parcijalni izvod po svakoj promjenljivoj u tacki A.

2. Koeficijenti py (k = 1,2,...,n) u izrazu za totalni diferencijal su
parcijalni izvodi funkcije, tj.

Dokaz : Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki A, tada po Definiciji
1.4.2 vrijedi

n

ANf(A) = f(xr, 29, ..., 2,) — f(a1,a9,...,a Z Az +w(X)d(X, A) .

Ako fiksiramo n — 1 promjenljivih
T = A1y ey L1 = Ap—1, L1 = Aft-1y---s L = Ap
Imamo

Af(A) = far, oy QGp—1, Thy Qi 1y ooy Q) — (A1, ey Ay oony @) = prlxp+w(X)|2r—ag] ,

15



1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

odakle je
lim Af(4)

Tp—ap Axk

= pr + sgn(xy — ay,) zii—%kw(al’ ey Q15 Ty Qg1 ey Cp) -

Odavde vidimo da za proizvoljno k € {1,2,...,n} vrijedi

af

= 5-(4).

Dk

iz ¢ega opet vidimo da parcijalni izvodi postoje i da su oni upravo koeficijenti
pr (k=1,2,...n). &

Vidimo da totalni diferencijal diferencijabilne funkcije f(X) ima oblik

4f(X) o

(X)da, | (1.4.3)

ili izrazeno vektorski

df(X) = VF(X) - dX ,

gdje je dX = (dzy,dxs, ..., dx,), vektor prirastaja nezavisnih varijabli. Gor-
nja veza nam ve¢ pokazuje vaznost gradijenta funkcije, tj. diferencijal funk-
cije se moze prikazati kao skalarni produkt gradijenta funkcije i vektora prira-
staja argumenata. U analogiji sa funkcijom jedne varijable (df (z) = f'(x)dx)
vidimo da ulogu izvoda funkcije preuzima gradijent.

Primgjer 1.16. Za funkciju f(z,y) = 4 — 22% — y?, totalni diferencijal u pro-
izvoljnoj tacki X (z,y) racunamo tako sto prvo odredimo parcijalne izvode

of of
Ox v dy v
a zatim iskoristimo (1.4.3)
af af
df (X) 8:}0( Ydx + 8y< )dy xdr — 2ydy

U konkretnoj tacki A(—1,2), totalni diferencijal glasi df (A) = 4dx — 4dy. <

Teorem 1.4.2

Ako je funkcija f(z1,...,x,) diferencijabilna u tacki A, ona je i nepre-
kidna u toj tacki.
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Dokaz : 1z diferencijabilnosti funkcije imamo
AF(A) = f(X) = (A) = L(X) + w(X)d(X, 4) ,
a odavde onda imamo
Jim (F(X) — J(A)) = Jim, L(X) + Jim w(X)d(X, 4) = 0
(jer je L(A) = 0). Ovo ne znadi nista drugo do
Jim £(X) = f(4) |
tj. neprekidnost funkcije f u tacki A. &

Da neprekidnost ne povlaci diferencijabilnost, vidimo iz sljedeé¢eg pri-
mjera.

Primgjer 1.17. Posmatrajmo funkciju f : R? — R, zadatu sa

ay? .
= { Fr 1 0200
0 (z,9)=1(0,0)
Data funkcija je neprekidna u tacki (0, 0) (Sto je ostavljeno ¢itaocu za vjezbu)
i ima parcijalne izvode %(O, 0) = 2—5(0, 0) = 0. Medutim, f nije diferencija-
bilna u tacki (0,0). Zaista, ako bi bila diferencijabilna imali bi smo

£F(0.0) = 780, 89)-£0.0) = 50,080+ L 0.0) 880 Agpatx,0).
odnosno, odavde je zbog d(X,0) = /Az? + Ay?,
2
w(Az, Ay) = — 2B

(Az? + Ay?)E

Zbog osobine funkcije w, moralo bi biti )%imow(X) =0, tj.
H

AxAy?

im —_—
Az—0,Ay—0 (Ax2 + Ay2)§

)

sto nije tacno jer za Ax = Ay > 0 je
AzAy? 1
3 — -0,
(Az? 4+ Ay?)2 21/2

Az, Ay — 0 .

¢

Uslov diferencijabilnosti u gornjoj teoremi mozemo zamijeniti nesto sla-
bijim uslovima. Naime vrjedi,
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Teorem 1.4.3

Ako funkcija f(X) u nekoj oblasti D ima ograni¢ene parcijalne izvode
po svakoj promjenljivoj, tada je ona neprekidna u toj oblasti.

Sta vise, sa jos blizim informacijama o parcijalnim izvodima mozemo imati
jos preciznije informacije o funkciji. Tako specijalno vrijedi

Teorem 1.4.4

Ako funkcija f(X) u oblasti D ima parcijalne izvode po svakoj promjen-
ljivoj jednake nuli, onda je funkcija u toj oblasti konstanta.

Ovo je analogon ¢injenici za funkciju jedne varijable, da ako je f'(x) = 0 za
x € A, da je tada f konstantna na A.

Sljedeéi teorem je analogon Lagrangeovoj teoremi za funkcije jedne pro-
mjenljive (Za diferencijabilnu funkciju na intervalu (a, b), za proizvoljan [z, y] C

(CL, b)7 pOStOji cE (l’,y), tako da je f(y) o f(l') = f/(C)(y - l’))

Teorem 1.4.5: (Lagrangeov teorem)

Ako funkcija f(X) u okolini Uy tacke A ima konacne ili beskonacne
parcijalne izvode po svakoj promjenljivoj, tada za proizvoljno X € Uy
postoje tacke Xy, Xo, ..., X,, € Uy, takve da je

Iskazimo sada i dovoljne uslove diferencijabilnosti.

Teorem 1.4.6: (Dovoljni uslovi diferencijabilnosti)

Ako funkcija f(X) ima u okolini tacke A parcijalne izvode po svakoj
promjenljivoj i ako su ti parcijalni izvodi neprekidni u tacki A, tada je
funkcija f(X) diferencijabilna u tacki A.

Dokaz : Dokaz ¢emo jednostavnosti zapisa radi, dati za funkciju dvije pro-
mjenljive i on se lako moze prenijeti na funkcije sa n promjenljivih.
Na osnovu Lagrangeovog teorema, prirastaj funkcije f(z,y) ima oblik

flaw) = flah) = F @ -0+ Fow-n.
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

gdje su tacke X(z,y),X1(&1,0) 1 Xa(a,&) iz okoline Uy tacke A. Zbog
pretpostavljene neprekidnosti parcijalnih izvoda, tj. neprekidnost funkcija

9 (z,y) i —i( ,y) u tacki A(a,b), iz (1.4.4) imamo da vrijedi

lim f(r.y) = f(a.b) .

pa vazi
of of
X
8:70( )= Ox
gdjee; - 01iey — 0, kada X — A.

Ako posljednje dvije jednakosti pomnozimo sa x — a i y — b respektivno, i
tako dobijene jednakosti saberemo, dobijamo

of

G A +a(X) 5() =5

—-(A) +e2(X)

i of
flxy) — f(a,b):%(Xl)(:c—a)—ira—y(XQ)(y—b)
= FWe-0+ D01+ -0 +ae-b).

odnosno
Af=df +&(X)(z —a)+e(X)(y—-b),
iz ¢ega se, na osnovu Definicije 1.4.2, vidi da je funkcija f diferencijabilna u

tacki A. &

Za funkciju koja u nekoj tacki ima neprekidne parcijalne izvode, rec¢i ¢emo
da je neprekidno diferencijabilna u toj tacki. Ako funkcija f zadovoljava taj
uslov u svim tackama nekog skupa D, onda kazemo da je f neprekidno
diferencijabilna na D. Skup neprekidno diferencijabilnih funkcija na nekom
skupu D oznacavamo sa C*(D).

Posmatrajmo sada f : R?> — R i neka je f neprekidno diferencijabilna
funkcija u nekoj okolini U, tacke A(ai,as) € R% Neka je u = (u1,us)
proizvoljan jedini¢ni vektor i nadimo izvod u pravcu D, f(A). Na osnovu
definicije izvoda u pravcu imamo

f(A+ hu) — f(A)

D,f(A) = lim

h—0 h
~ lim flar + huy, as + hug) — f(ay,as)
h—0 h
— lim flar + huy, as + hug) — f(ay + huy, az) + f(ay + huy, az) — f(ay, as)
h—0 h
i (f(al + huy, as + hug) — f(ay + huy, as) N flay + huy, ag) — f(al,a2)> '
h—0 h h
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Za fiksno h # 0, definisimo sada funkciju ¢ : R — R, sa
¢(t> = f(a1 + hul, as + t) .

Pretpostavka o diferencijabilnosti funkcije f daje nam diferencijabilnost funk-
cije ¢, te imamo

¢t +s) — (1)

/ . .
¢'(t) = lim .
_ g flay + huy,as +t+s) — f(ay + huy,as + t)
- % s
0
= a—g(al—i-hul,ag—i-t).

Neka je sada o : R — R, definisana sa
a(t) = d(ust) = flar + huy, az + tuy) . (1.4.5)

a je diferencijabilna i na osnovu izvoda slozene funkcije imamo

9,
A/ (t) = ugd (tug) = UQa—ch(al + huy, ag + tug) . (1.4.6)

Na osnovu teorema o srednjoj vrijednosti funkcije jedne varijable, postoji
¢ € (0, h), takav da vrijedi

Stavljajuéi sada (1.4.5) i (1.4.6) u gornju jednakost, dobijamo

flay + huy, ag + hu;) — flar+ huy,a) UQ%(al+hulaa2+§u2) . (1.4.7)

Na isti nacin, posmatrajuci funkciju g : R — R, zadatu sa (t) = f(a; +
tuy, as), imamo da vrijedi

0
ﬁ/(t) = ula—i(al + tul, ag) ,
i opet koristeci teorem o srdnjoj vrijednosti, zakljuéili bi da postojin € (0, h),
tako da je
a1 + huy,a9) — flar,a h) — B(0 0
f(an 1;) flan 2)26()hﬂ()Zﬁl(n)zma—i(aﬁrfluhw)-
(1.4.8)
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Stavljajudi sada (1.4.7) i (1.4.8) u izraz za D, f(A), imamo

. 0 0
D,f(A) = }lgr(l) <u28—£(a1 + huy, as + ug) + ulﬁ_i(al + nuy, a2)> . (1.4.9)
Kako su &,n € (0,h), kada h — 0, to onda i &, 7 — 0. Iskoristivsi definitivno

i pretpostavku o neprekidnosti parcijalnih izvoda %ﬁ i %{5, racunajuci limes u
(1.4.9), dobijamo

0 0
Duf(A) = ula—i(al, CLQ) + u28—£(a1, ag) . (1410)

Generalizaciju tvrdnje iskazane u (1.4.10) iskazujemo za funkciju f : R" — R
sljede¢om teoremom.

Teorem 1.4.7

Neka je f : R" — R neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini tacke
A € R". Tada za proizvoljan jedini¢ni vektor u, postoji D, f(A) i vrijedi

Duf(A) =V [(A) - u.

Primgjer 1.18. Neka je f: R? — R, zadata sa f(x,y) =4 — 22% — 3%
Vf(x,y) = (—4x,—2y), pa za vektor u = (—%, —%) imamo

Duf(1,1) = VF1,1) - u = (+4,-2) - (= 5.~ ) =3V,

sto mozemo potvrditi sa ranije uradenim primjerom. Sada jednostavno ra-
cunamo i

D_,f(1,1) = Vf(1,1)- (—u) = (-4, -2) - <% %) =-3V2.

57

Dyf(1,1) = (—4,-2) - (-% %) =0.

Za vektor v = (—L ) imamo

S

21



1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Neka je sada u proizvoljan jedini¢ni vektor, f : R” — R i neka je A € R".
Koristeéi Cauchy-Schwarzovu nejednakost, mozemo zakljuciti sljedece,

[Duf (A)] = IV F(A) - ul < IV ull = [[VFAI] (1.4.11)

Ovo nam govori, bukvalno ¢itajuci, da je apsolutna vrijednost izvoda funk-
cije u pravcu u u tacki A, manja ili jednaka intenzitetu vektora gradijenta
funkcije u toj tacki. Nesto konkretnije, ovo znac¢i da veli¢ina promjene rasta
funkcije u nekoj tacki u proizvoljnom pravcu nikad ne prelazi duzinu vektora
gradijenta u toj tacki. Sta vise, znajuéi osobine Cauchy-Schwarzove nejed-
nakosti, jednakost u (1.4.11) ¢e se posti¢i upravo u slucaju kada je vektor

u kolinearan vektoru Vf(A). Zaista, ako je Vf(A) # 0, onda za vektor
Vf(A)

U= v pcay) imamo,
Vf(A)-Vf(A VI(A|?
Sta vise, vrijedi D_,f(A) = —||Vf(A)||. Gornju tvrdnju iskazujemo sa,

Teorem 1.4.8

Neka je f : R™ — R neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj otvore-
noj kugli koja sadrzi tacku A. Tada D, f(A) ima maksimalnu vrijednost
|IVf(A)|| kada je vektor u ort vektor vektora V f(A), a minimalnu vri-
jednost, —||Vf(A)||, kada je vektor u ort vektora —V f(A).

Dakle, gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimalne promjene rasta
funkcije, odnosno negativni gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksi-
malne promjene opadanja funkcije. Sta vise, intenzitet gradijentnog vektora
nam govori o veli¢ini rasta u smjeru maksimalnog rasta, odnosno njegova ne-
gativna vrijednos govori o veli¢ini opadanja funkcije u smjeru maksimalnog
opadanja.

Primjer 1.19. Posmatrajmo ponovo funkciju f : R? — R zadatu sa
fla,y) =4—22% -y,

za koju je

Ukoliko se nalazimo u tacki A(1,1) (na grafu u tacki (1,1,1)) i zelimo kre-
nuti u smjeru najveceg rasta funkcije f, na osnovu gornje teoreme, trebamo
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1.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

krenuti u pravcu vektora

Vf(1,1) < 2 1 )
V(L 1] VERRRVGY

Ako trazimo pravac najbrzeg opadanja funkcije, onda ¢ée to biti u pravcu
vektora

2 1
—u=\|—,—F1 .
V5 V5
Sta vise, veli¢ina promjene rasta u pravcu tog vektora je
D,f(1,1) =||Vf(1,1)]| = v20,
a veli¢ina opadanja je
O

Razmotrimo jos jedan vazan fakat vezan za gradijent funkcije. Pokaza-
¢emo ga za funkciju dvije varijable, a isto rezonovanje imamo za proizvoljnu
funkciju f: R" — R.

Dakle, neka je data funkcija z = f(x,y) ¢iji je graf povrs G u prostoru R3.
Posmatrajmo poizvoljnu tacku P(xg, yo, f(20, yo)) na grafu G i neka je [ nivo
linija na grafu GG koja prolazi kroz tacku P. Kako je za tu liniju zadovoljeno
f(z,y) = k, za neko fiksno k € R, i kako je ona jednodimenzionalan objekat
u prostoru, mozemo je parametrizovati, tj. svaku tacku linije [ mozemo
posmatrati kao vektorsku funkciju 7(t) = (x(t),y(t)) za t € |, 5]. Neka je
to ona vrijednost parametra koja odgovara tacki P. Kako je nivo linija [ na
povrsi G, mora biti zadovoljena jednacina

fz(t),y(t)) =k, zasvako t € [o, 3] .
Diferenciranjem ove jednakosti po t, primjenom pravila kompozicije, imamo
ofdr  ofdy _,

Ordt  Oydt

Nije tesko vidjeti da se jednakost (1.4.12) moze zapisati u vektorskoj notaciji,

of of dr dy\ .,
(e ) () = v 7=0-

Gornje ¢e vrijediti u proizvoljnoj tacki nivo linije [, tj.

V f (o, yo) - 7(to) = 0.

(1.4.12)

Dakle, vrijedi vrdnja,
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Teorem 1.4.9

Gradijentni vektor funkcije z = f(xy, zo, ..., z,,) u svakoj tacki nivo linije
f(x1, 29, ...,x,) = k, ortogonalan je na tu liniju.

Na sljedecoj slici prikazano je nekoliko funkcija konturnim grafom (po-
moc¢u nivo linija) i odgovarajuéim "vektorskim poljem" ("strelice’ na slici
predstavljaju gradijentne vektore date funkcije u raznim tackama). "Strelice'
su usmjerene u pravcu najbrzeg rasta funkcije, a veli¢ina strelica odrazava
brzinu promjene funkcije u tom pravcu. Takode uocavamo ortogonalnost
gradijentnih vektora na odgovarajuce nivo linije.

N TR VNN S ANV (1 VAP 4 1B
Vo Ty dee NI
?K%JJ/L \%ﬁf ?\%ﬁf\ NG
?//,,, [NANAN T ;;/L\\?: MN

fz,y) = 2% + 3>

f(@y) = Va2 +y?

1.5 Pravila diferenciranja

f(z,y) - z? —y?

Kao sto smo ve¢ mogli primjetiti, pravila nalazenja diferencijala funkcija vise
varijabli nece se razlikovati od tih pravila kod funkcije jedne varijabe.

Teorem 1.5.1

Neka su funkcije f,g: D — R (D C R") diferencijabilne u tacki A € D
i neka su a,b € R proizvoljni. Tada je i funkcija af + bg diferencijabilna
u tacki A i vrijedi

d(af +bg)(A) = adf (A) + bdg(A) .

Teorem 1.5.2

24

Neka su funkcije f, g : D — R (D C R") diferencijabilne u tacki A € D.
Tada su i funkcije f-g i f (posljednja uz uslov g(A) # 0) diferencijabilne
g
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u tacki A i vrijedi
d(f9)(A) = g(A)df (A) + f(A)dg(A) ,

! _ g(A)df(A) — f(A)dg(A)
! (9) W= |

1.6 Izvodi viseg reda, Hesseova matrica

Ukoliko funkcija f : R™ — R ima parcijalne izvode koji postoje na nekom
otvorenom skupu U, tada za svako i € {1,2,....,n}, % je takode funkcija

sama za sebe, tj. g—i : R” — R. Parcijalni izvodi funkcije g—i, ukoliko
postoje, nazivaju se parcijalni izvodi drugog reda funkcije f.

Kao i za prve parcijalne izvode i za druge parcijalne izvode postoje razne
oznake kao naprimjer: Wa;%, g’c’ﬂj, Do, f ili jednostavno fi.... Mi ¢emo
se sluziti uglavnom prvom navedenom notacijom, ali po potrebi skrac¢ivanja
zapisa, ¢esto ¢emo upotrebljavati i posljednju navedenu notaciju. Tako za
funkciju z = f(x,y) imamo sljedeée parcijalne izvode drugog reda, zapisane

i sa prvom i sa posljednjom notacijom:

T or\oz) 0a2’ oy \dy) oy
f = g a_f — an . f _ g % _ aZf
W oy\ox ) Oxoy YT ox \oy)  oyox

Tehnika nalazenja parcijalnih izvoda drugog reda sadrzana je u simbo-
lickom zapisivanju tih izvoda. Naprimjer, f,, zna¢i da od izvoda f. (prvi
s lijeva indeks nam govori od koga pravimo parcijalni izvod) nalazimo par-
cijalni izvod po y (drugi indeks s lijeva nam govori po ¢emu radimo drugi
parcijalni izvod).

Primgjer 1.20. Odredimo parcijalne izvode drugog reda funkcije z = z%y.
Prvo odredimo parcijalne izvode prvog reda:

0 0
—Z:2xy ; TE g

ox dy

Odredimo sada parcijalne izvode drugog reda, koriste¢i gornje objasnjenje.
Za nalazenje fy,, uzimamo 22 i od njega trazimo parcijalni izvod po z. Tako

oz
dobijamo
foe = (22y), =2y .
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Analogno, za f;, uzimamo prvi parcijalni izvod po z, pa od njega trazimo
izvod po y

fuy = (uy), = 20
Istu logiku koristimo kod nalazenja ostala dva parcijalna izvoda drugog reda,

fyz =22 5 fuy =0.
&

Primjer 1.21. z = =*+v*

fo=22e” V" f, = 2ye” Y
fea = 265 TV 4202267 1Y = 267 (14222) ; fo, = 202ye” 1Y = daye” TV
Fyo = 2y20e” 1Y = daye™ V" o f = 27 Loy 2pet TV = 267V (142y7)

¢

Za funkciju f : R" — R, parcijalne izvode f;,., i f2,2, (1 # j), nazivamo

mgjesoviti parcijalni izvodi i na osnovu opisanog postupka, jasna nam je raz-
lika istaknuta poretkom indeksa.
U pokazana dva primjera primije¢ujemo da su mjesoviti parcijalni izvodi jed-
naki, f;, = fyz. Postavlja se pitanje da li je to tako u opStem slucaju? Kao
sto ¢emo kasnije vidjeti taj uslov je veoma bitan, a ovdje ¢emo dati uslove
pod kojima su ti parcijalni izvodi jednaki za funkciju dvije promjenljive. Prije
toga, odgovor na postavljeno pitanje nam daje sljede¢i primjer.

Primgjer 1.22. Posmatrajmo funkciju f : R? — R zadatu sa

22— o2
0,0
f(x’y>: xny—l—y? ’ (x,y) ( ) )
0 ; (2,y) = (0,0)
Tada je
of ot — gyt + 4a?y? of
3T Y) =Y CESOE (z,y) #(0,0) 5 5-(0,0) =
Onda je
02 f 1 (of af —h
=lim — | =(0,h) — = =lim —=-1.
8x8y(0’0) noo (895 (0.4) ox (0.0) oo
Na slican nacin odredujuc¢i, imamo da je
0 f
0,0)=1
8y8x( 0) ’

pa ocigledno u opstem slucaju mjesoviti izvodi nisu jednaki. <
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Definicija 1.6.1

Za funkciju f : R® — R kazemo da je dva puta neprekidno diferencija-
bilna na otvorenom skupu U C R”, i pisemo f € C?*(U), ako su funkcije
feiz; neprekidne na U, za sve 1, j € {1,2,...,n}.

Pod odredenim uslovima koji su dati u narednoj teoremi, mjesoviti izvodi
¢e biti jednaki.

Teorem 1.6.1

Neka je U C R™ otvoren skup koji sadrzi tacku A i neka je funkcija
f € C*U). Tada vrijedi
0% f 0% f
A) = A
(9%(9:6]( ) 83(;](9:61( ) ’

za sve 1,5 € {1,2,....,n}.

Za funkciju dvije varijable, vidjeli smo, postoje cetiri parcijalna izvoda
drugog reda. Praveci od njih ponovo parcijalne izvode, dobijamo parcijalne
izvode treteg reda, kojih ¢e biti osam. Za funkciju tri varijable, parcijalnih
izvoda drugog reda ima devet, a tre¢eg reda 27.

Funkcija f : R® — R ima n? parcijalnih izvoda drugog reda.

Definicija 1.6.2

Neka svi parcijalni izvodi drugog reda funkcije f : R® — R postoje u
tacki ¢ € R®. Matricu reda n x n

r 0%f 02 f 02 f ]
83:1 (C) Ox20x1 (C) 8z38aﬁ1 (C) T O0xn0x1 (C)
02 f 02 f
8ac18x2 (C) 8_:v§ (C) 8z38aﬁ2 (C) T O0xn0xo (C)
02 0?2 9?2
Hf(e) = | g (©) aoam (@) G - gids(o | (161)
9?2 ‘ 92 . 92 . ‘ 9?2 ‘
L 89&18};n (C) 8x28fxn (C) 89638f96n (C) Y ﬁ(c) -

nazivamo Hesseova matrica ili Hessijan funkcije f u tacki c.

Primjetimo da je i-ta kolona Hesseove matrice, gradijent funkcije a%ﬁ-v tj.

Vf.(c).
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Primgjer 1.23. Neka je f(z,y) = 2%y — zy?. Tada je

Hfwy) = fmy(xay) fyy(xay) 1 N l 2z — 2y —2x

Sada naprimjer, u tacki A(2,1), Hessijan glasi
2 2
wren-[2 2],

&

Neka je sada f : R? — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj
otvorenoj kugli B(A,r) C R? i neka je h = (hy, hs) vektor, takav da je
||h|| < 7. Definisimo novu funkciju ¢ : R — R, na sljedeéi nacin

o(t) = f(A+th) .

(Veli¢inu A+ th shvatamo tako da se iz tacke A pomjerimo u pravcu vektora
h, za duzinu t||h||) Funkcija ¢ je funkcija jedne varijable i pri tome je npr.
©(0) = f(A) i ¢(1) = f(A+ h). Na osnovu Taylorove teoreme za funkciju
jedne varijable sada imamo

p(1) = p(0) + £'(0) + 5£(0) (162)

gdje je £ € (0,1). Kako je dp = df, koriste¢i pravilo izvoda kompozicije,
imamo

o'(t) = Vf(A—Hh)-%(A—Hh) = Vf(A+th)-h = f,(A+th)hi+ f,(A+th)hy .

(1.6.3)
(jasno, uizrazu V f(A+th)-h imamo skalarno mnozenje). Analogno nalazimo
i drugi izvod

O"(t) = V(hfo(A+th)+ hafy(A+th))-h
= (MV[fi(A+th)+ hoyV [, (A+1th)) - (hi, hs)

= n [ AT i [

Zadnji zapis dobijamo nakon jednostavnog matricnog racuna). Koristedi
] p ] J g g
sada oznake
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W = [hy hsl

posljednje mozemo zapisati sa
©"(t) = K"Hf(A+th)h . (1.6.4)
Stavljajuéi (1.6.3) i (1.6.4) u izraz (1.6.2), dobijamo sljedeéu vezu
1
fA+R)=p(1) = f(A) +Vf(A) -h+ 5hTHf(A +Eh)h .

Ovaj rezultat predstavlja verziju Taylorove teoreme za funkcije vise varijabli,
koga generalizujemo sljede¢om teoremom

Teorem 1.6.2

Neka je f : R" — R i neka je f € C*(B(A,r)) (r > 0). Neka je h
vektor, takav da je ||h|| < r. Tada postoji realan broj € € (0, 1), takav
da vrijedi

FA+R) = F(A) + VF(A) - h+ %hTHf(AJrgh)h. (1.6.5)

Uvedemo li oznake X = A+h iizra¢unamo li Hessijan u tacki A, izraz (1.6.5)
predstavlja polinomijalnu aproksimaciju funkcije f.

Definicija 1.6.3

Neka je f : R® — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj
otvorenoj kugli oko tacke A. Funkciju

PAX) = F(A) + VF(A)X — A) + 5(X ~ ATHF(A)(X — 4)

nazivamo Taylorov polinom drugog reda, funkcije f u tacki A.

Primjer 1.24. Odredimo Taylorov polinom drugog reda za funkciju f(z,y) =
e 2 u tacki (0,0).

Kao prvo, nalazimo

o o ) 46—2m+y _26—2x+y
Vf(:}c,y) = (—26 2 +y’e 2 +y) 1 Hf(l’,y) = [ _26721+y e*Qery )

29



1.6. Izvodi viseg reda, Hesseova matrica

odnosno

Vf(0,0)=(-2,1), Hf(0,0) = l_g _fl .

Sada imamo

Paeas) = F0.04T70.0 (o) + 3l sH110.0)] 7

Yy
- 1+(—2,1)-(:p,y)+%[xy][_;l _fll;j]
— 1—2x+y+%[zy][f€£ﬁi]

1
= 1—2x+y+§(4x2—2xy—2xy+y2)
2, 1
= 2z +§y —2zy—2z+y+1.

Svrha Taylorovog polinoma je da se funkcija njime dovoljno dobro aproksi-
mira u okolini neke tacke. Na slici (1.2) dat je prikaz te aproksimacije iz dva
ugla posmatranja, da bi se bolje uocila istaknuta aproksimacija u tacki (0,0).

o

T Y
Slika 1.2: Aproksimacija funkcije f(z,y) = e 2*Y (zelena) u tacki (0,0), Taylo-
rovim polinomom Py(x,y) = 222 + %y2 —2xy — 2y +y + 1 (crvena)

U dijelu linearne algebre, koga smo izucavali ranije, upoznali smo pojam
simetricne matrice, tj. kvadratne matrice M = [a;;]nxn za koju vrijedi

M=MT,

ili za cije elemente vrijedi a;; = aj;.
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Primjer 1.25. Matrica

—1 2 -2
M=| 25 0],
2 0 3

primjer je simetri¢ne matrice, a matrica
1 2
M =
je primjer nesimetricne matrice.

Ako je f € C? tada na osnovu Teorema (1.6.1), imamo da su mjesoviti

izvodi jednaki, tj.
orf  O*f
&ci&cj n a.fjal'l ’

a to ¢e onda na osnovu definicije Hessijana znaciti da je za svaku dva puta
neprekidno diferencijabilnu funkciju, njen Hessijan simetri¢na matrica.

Neka je sada M proizvoljna simetricna matrica reda n xn. Za proizvoljnu
matricu vrstu z (mozemo reéi i vektor x = (xy, xo, ..., T, )), definisimo funkciju
q : R™ — R na sljedec¢i nacin

q(z) ="Mz . (1.6.6)

Funkcija ¢ je polinom drugog reda po promjenljivima 1, s, ..., x,, i nazivamo
je kvadratna forma po promjenljivima x1, 2o, ..., £,, a matricu M nazivamo
matrica kvadratne forme q.
1 2
M= [ L2 ] .

Primjer 1.26. Neka je

Kvadratnu formu dobijamo iz (1.6.6),
Z1
)

X

1 2
¢@(x) = 2" Mx = [z 5] [ 5 1 ] [ ] = (114229 221 +15] [ . ] = 24w 4 Ty .

Za matricu

—_ Ot

kvadratna forma glasi

q3(x) = 227 + 5a5 + 223 — 20179 + 27173 + 22973 .
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Definicija 1.6.4

Za kvadratnu formu q(x) = 2T Mz kazemo da je

e pozitivno poludefinitna, ako je za svako x = (x1, z9, ..., z,) € R,
zadovoljeno ¢(z) > 0.

e pozitivno definitna, ako je za svako = # 0, zadovoljeno ¢g(x) > 0.

e negativno poludefinitna, ako je za svako x € R”", zadovoljeno
q(z) <0.

e negativno definitna, ako je za svako = # 0, zadovoljeno ¢(x) < 0.

e indefinitna ili promjenljivog znaka, ako postoje 2/, 2" € R™, tako
da je ¢(2’) > 01 ¢q(z") <O.

Ako je gq(x) = 0, Cesto kazemo da je kvadratna forma nedefinitna u toj
tacki.

Primjer 1.27. Kvadratnu formu ¢, iz gornjeg primjera gdje je

1 2
mozemo zapisati
G (7) = (71 + 12)% + 22172
pa za x = (1,0) imamo ¢z(x) =1 >0, aza z = (1, —1) imamo ¢(z) = -2 <

0. Na osnovu definicije, kvadratna forma ¢, je indefinitna.
Kvadratnu formu ¢z mozemo nakon malo racuna zapisati sa

g3(7) = (z1 + 22 + 13)* + (71 — 239)* + 23,

pa je oc¢igledno ova kvadratna forma pozitivno definitna (kao suma kvadrata)
odnosno, za svako x = (1, x2, x3) # 0 je g3(x) > 0. &

Kao sto ¢emo uskoro vidjeti, od velikog je interesa imati nacin odredivanja
definitnosti neke kvadratne forme. Najjednostavniji nac¢in bio bi obrazovati
tu kvadratnu formu, a onda je svesti na neki "pogodan' oblik iz koga "la-
gano" mozemo ocijeniti njenu definitnost (ovo smo primjenili u posljednjem
primjeru). Nadimo taj nacin u za nas vaznom sluc¢aju 2 x 2 matrice. Neka
je zadata simetricna matrica

a b
w-[o ],
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Kvadratna forma odredena ovom matricom je

a b T
q(z,y) = [z ] l b c] [y]:ax2+2bxy+cy2.

Ako je a # 0, poznatim postupkom svodenja trinoma na kanonski oblik
dobijamo

2b c
q(z,y) = a <932 + =y + —y2>
a a

Sada imamo diskusiju:

1.

Ako je a > 01 det(M) > 0, tada je za svako (z,y) # (0,0), q(z,y) > 0,
tj. kvadratna forma je pozitivno definitna.

. Ako je a < 01idet(M) > 0, tada je za svako (z,y) # (0,0), ¢(x,y) < 0,

tj. kvadratna forma je negativno definitna.

. Ako je det(M) < 0, tada u tackama (x,y) = (1,0) i (z,y) = (=2,1)

a’

imamo razlicite znakove kvadratne forme, pa je ona indefinitna.

. Ako je det(M) = 0, tada imamo

q(r,y) =a <x + gy> :

Ako je x = —gy, onda je ¢(x,y) = 0, a u svim ostalim slucajevima
ona uzima znak koga ima parametar a. Dakle, q(z,y) je ili pozitivno
ili negativno poludefinitna.

Jasno nam je da bi ovakav postupak odredivanja definitosti kvadratnih
formi, odredenih matrica visih dimenzija, bio poprilicno tezak posao. Zato
sljede¢im teoremom dajemo veoma jednostavan kriterij za utvrdivanje defi-
nitnosti kvadratne forme.
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Teorem 1.6.3: Sylvesterov kriterijum

Neka je
aj;p Qa2 - Q1
g1 Q22 -+ G2
M = L
An1 QAp2 - Gpp

proizvoljna kvadratna matrica koja odreduje kvadratnu formu ¢ : R —
R. Oznac¢imo sa A; (i = 1,2, ...,n) glavne minore matrice M, tj.

a1 Q12
Q21 A22

Ar=an, Ay = ;e Ay =det(M) .

Kvadratna forma ¢ je pozitivno definitna ako i samo ako su svi glavni
minori pozitivni, tj. ako vrijedi

A >0, Ay,>0, ---, A, >0.

Kvadratna forma je negativno definitna ako i samo ako su glavni minori
alternativnih znakova, tako da je A; < 0, tj. ako vrijedi

Al <0, Ay >0, A3<0, Ay >0, ---

Uobicéajeno je i za matricu M reéi da je pozitivno definitna, negativno
definitna ili indefinitna kad god je takva kvadratna forma koja je njome
odredena.

Primjer 1.28. Za matricu
2 -1 1
M=|-1 5 1],
I 1 2

glavni minori su A3 =2 >0, Ay =9 > 01 A3 = det(M) =9 > 0, pa je
kvadratna forma odredena ovom matricom pozitivno definitna.

Za matricu
—2 1
w7 4]

glavni minori su A; = —2 < 01 Ay = det(M) =7 > 0, pa je kvadratna forma
negativno definitna.
Za matricu



1.7. Diferencijali viseg reda

glavni minori su Ay = =3 < 01 Ay = det(M) = =7 < 0, pa je kvadratna
forma indefinitna. <

1.7 Diferencijali viSeg reda
Neka je u oblasti D definisana funkcija f(z1, 29, ..., z,) koja ima neprekidne

parcijalne izvode do n-tog reda. Ranije smo vidjeli da totalni diferencijal ima

oblik

of ;.. 91 af
d —d dz,, ,
F= 8:1:1 1+ 0o Tat .t ox,, v
gdje su dx; (1 = 1,2,...,n) prirastaji, odnosno diferencijali nezavisnih pro-

mjenljivih. Totalni diferencijal drugog reda ili krac¢e diferencijal drugog reda,
definige se kao diferencijal prvog diferencijala, tj. d*f = d(df).

of Jf of
2
d f—d( 1dx1—|— 2d 9+ ...+ xndxn> )

Kako je d(dz;) = 0 za svako i = 1,2, ..., n, to sada imamo:

of of of
Pf = d<3$1>d 1+d<ax2>dx2+...+d<axn>dxn,

odakle sada primjenjujuci formulu za diferencijal funkcije imamo

2 2 2
f O 2 2 o7 dridzrs +...+2 of

df = _—
f= Ox2 Tn 01101 0,102y,

dx,_1dz, .

Ovaj postupak mozemo generalizovati na diferencijale proizvoljnog reda, tj.
imamo

A" f =d(d"f), neN.
Specijalno, za funkciju dvije varijable f(x,y), drugi diferencijal je dat sa
32f ’f o*f 0*f

Pl g2 4 21 dud
T o2 Wt Gyt 5o

&f = dxdy .
Primgjer 1.29. Odrediti drugi diferencijal funkcije f(z,y) = x*y*—2%y+2zy—
3x 4+ 4. Odredujemo prve parcijalne izvode:

0 0
a—f:3x2y2—2xy+2y—3 , —f:2x3y—x2—|—2x.
T

dy
Drugi parcijalni izvodi su:

o*f 9 0 f 9 *f 9 *f 3
i -9 = —2r+92 = —2x+2 ., —= = 2z°.
6y Y, 920y 6x°y—2x+2, By 6x°y—2x+2, B T
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Konacno, izraz za drugi diferencijal je,
d*f(z,y) = (62y* — 2y)da* + 2(62%y — 22 + 2)dxdy + 22°dy* .

O

Primgjer 1.30. Odrediti drugi diferencijal funkcije g(z,y, z) = sinz + siny +
sin 2.
Prvi parcijalni izvodi su:

99 _ cos % _ cos % _ COS 2
or "oy - '
Drugi parcijalni izvodi su:
0°g O P :
— = —sinz, —5 = —siny, — = —sinz
Ox? T Oy? Yo g2

g &g g 09 g 99
oxdy  0xdz Oydr Oydz 020x 020y
Dakle, drugi diferencijal je

0.

d’g = — sin xdx? — sin ydy?* — sin zdz* .

¢

1.8 Ekstremi funkcija vise promjenljivih

Sada ¢emo nas rad iz prethodnih sekcija primjeniti na problem nalazenja
minimalne i maksimalne vrijednosti funkcija vise varijabli. Primjetit ¢emo
da je tehnika odredivanja ekstremnih vrijednosti funkcije vise varijabli veoma
slicna tehnici koju smo izucavali kod funkcija jedne varijable.

Definicija 1.8.1

Neka je funkcija f : R® — R, definisana na skupu D;. Kazemo da
funkcija f ima maksimalnu vrijednost M u tacki Xy, ako je f(Xo) = M
izasve X € Dy vrijedi f(X) < M.

Kazemo da funkcija f ima minimalnu vrijednost m u tacki Xy, ako je
f(Xo) =mizasve X € Dy, vrijedi f(X) > m.

Cesto maksimalnu i minimalnu vrijednost funkcije, uvedene gornjom definici-
jom, nazivamo globalni maksimum i globalni minimum, za razliku od pojmova
lokalni maksimum i minimum, koje uvodimo sljede¢om definicijom.
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Definicija 1.8.2

Neka je f : R™ — R definisana na otvorenom skupu U. Kazemo da
funkcija f ima lokalnu maksimalnu vrijednost M u tacki Xy, ako je
f(Xo) = M izasve X € B(Xo,r), za neko r > 0, vrijedi f(X) < M.
Kazemo da funkcija f ima lokalnu minimalnu vrijednost m u tacki Xj,
ako je f(Xo) =mizasve X € B(Xy,7), za neko r > 0, vrijedi f(X) >
m.

Cesto ¢emo upotrebljavati i termin globalni ekstrem ili globalna ekstremna
vrijednost, bilo da govorimo o globalnom maksimumu ili globalnom mini-
mumu, a takode i lokalni ekstrem ili lokalna ekstremna vrijednost, kada go-
vorimo o lokalnom maksimumu ili minimumu.

Teorem 1.8.1: Teorem o ekstremnoj vrijednosti

Neka je funkcija f : R™ — R neprekidna na nekom otvorenom skupu U.
Ako je D ogranicen i zatvoren podskup skupa U, tada funkcija f dostize
maksimalnu i minimalnu vrijednost na skupu D.

Sa gornjom teoremom imamo odlican rezultat koji nam govori o egzis-
tenciji ekstremne vrijednosti funkcije, ali ne i kako locirati tu vrijednost.
Nas sljede¢i posao je pronaci kriterije za lociranje tacaka koje su kandidati
u kojima ¢e se postizati ekstremne vrijednosti, a onda i kriterije za njihovu
klasifikaciju, tj. da li se u njima postize ili ne postize ekstrem i ako se postize,
koja je vrsta ekstrema, maksimum ili minimum.

Primgjer 1.31. Ispitati postojanje i odrediti globalnu ekstremnu vrijednost
funkcije f(x,y) = 2 + y* na skupu D = {(z,y) € R?| 2% + 4y < 4}.

Kako je skup D ogranicen i zatvoren, a funkcija f neprekidna na R?, na
osnovu Teoreme 1.8.1 zaklju¢ujemo da funkcija ima i maksimum i minimum
na skupu D.

1.8.1 Nalazenje lokalnog ekstrema

Za pocetak, posmatrajmo funkciju f : R® — R koja je diferencijabilna na
otvorenom skupu U i koja ima ekstrem u tacki Xy. Neka je u proizvoljan
jedini¢ni vektor, tada ¢e ocigledno, funkcija ¢ : R — R, definisana sa

o(t) = f(Xo +tu) ,
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takode imati ekstremnu vrijednost i to upravo za t = 0. Kako je ¢ funkcija
jedne varijable, to onda mora biti

¢(0)=0. (1.8.1)

Ali u sekciji 1.1 smo vidjeli da ovaj izvod nije nista drugo do izvod funkcije
f u pravcu vektora u, tj.

¢'(0) = Duf(Xo) - (1.8.2)
Zakljucujemo da vrijedi,
#'(0) = Duf(Xo) = Vf(Xp) - u=0.

Skalarni produkt jednak je nuli ako je jedan od vektora tog produkta nula-
vektor ili ako su vektori ortogonalni. Ortogonalnost otpada jer gornje vrijedi
za proizvoljan jedini¢ni vektor u. Koristeci proizvoljnost vektora u, uzmimo
specijalno vektore baze. Tada imamo

of

Vf(Xo)- e = o,

(Xo) =0,

za i = 1,2,...,n. Ovo znac¢i da mora biti V f(Xy) = 0. Primjetimo da ovo
znaci i to da je nagib grafa funkcije f jednak 0 u tacki Xy, u pravcima svih
baznih vektora. Medutim, to znac¢i mnogo vise naime, nagib grafa je 0 u
svim pravcima u jer je D, f(Xo) = Vf(Xo) - u. Ovo razmatranje sumiramo
teoremom.

Teorem 1.8.2

Neka je f : R™ — R diferencijabilna na otvorenom skupu U i neka ima
lokalnu ekstremnu vrijednost u tacki Xq € U, tada je V f(Xy) = 0.

Kako je totalni diferencijal funkcije jednak umnosku gradijenta i diferencijala
argumenta, tj.
of of of
= —(X)d —(X)d :
(%1( Jdzi + (%2( Jdzs + oz,
to onda za diferencijabilnu funkciju koja ima ekstremnu vrijednost u tacki
X, vrijedi

df (X) (X)dz, = Vf(X)-dX,

df(XO) =0 )

a takvu situaciju smo imali i kod funkcije jedne varijable jer je neophodan
uslov bio f'(z) = 0, a vrijedilo je df(x) = f'(x)dx. Teorem 1.8.2 nam daje
neke od tacaka koje su kandidati za ekstreme, ali ne i sve. Naime, vrijedi.
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Teorem 1.8.3

[Potrebni uslovi za ekstrem| Ako funkcija f : R” — R ima ekstrem u
tacki Xy, tada vrijedi, ili je V f(Xo) = 0 ili prvi parcijalni izvodi funkcije
u tacki Xy ne postoje.

Dakle, kandidati za ekstremnu vrijednost su sve one tacke u kojima je gra-
dijent jednak O i sve one u kojima funkcija nije diferencijabilna. Ovo nas
navodi da ove tacke definiSemo precizno.

Definicija 1.8.3

Neka je f: R™ — R diferencijabilna u tacki Xy i neka je V f(Xy) = 0.
Tada tacku Xy nazivamo stacionarnom tackom funkcije f.

Tacke u kojima funkcija f nije diferencijabilna, nazivamo singularnim
tackama funkcije f.

Cesto se za obje gore pomenute vrste tacaka kaze da su kriticne tacke funk-
cije.
Primjer 1.32. Funkcija f(x,y) = z* + y* je diferencijabilna funkcija na R?
i Vf(z,y) = (2x,2y). Jedine kandidate za ekstremne vrijednosti dobijamo
rjeSavanjem sistema

20 =0

2u=20

Dakle, jedina kriti¢na tacka je stacionarna tacka Xy(0,0). &

Primjer 1.33. Za funkciju f(z,y) = v/2? + y?, gradijent je

_ L Y
vf(x7y)_(\/x2+y27\/x2+y2) .

Parcijalni izvodi ne postoje u tacki Xy(0,0) i to je jedina kriticna tacka
funkcije f, i ona je singularna tacka. <$»

Primgjer 1.34. Funkcija f(x,y) = 2? —y? ima gradijent V f(z,y) = (2x, —2y),
pa je jedina kriti¢na tacka, stacionarna tacka X(0,0). <

Primgjer 1.35. Funkcija f(z,y) = 1 — 2? — y? je diferencijabilna i V f(z,y) =
(—2x, —2y). Rjesavanjem sistema

—2x =0
—2y =20
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dobijamo stacionarnu tacku X(0,0). <

fz,y) =2® + 3 fla,y) =1-2?—y* flz,y) =22 +y?  flz,y) =2 -y
Minimum u (0,0) Maksimum u (0,0) Minimum u (0,0) Nema  ekstrema,
V£(0,0) = (0,0) V£(0,0) = (0,0) fz 1 fy ne postoje V£(0,0) = (0,0)

Sada kada smo u moguénosti utvrditi postojanje ekstremne vrijednosti
funkcije (Teorem 1.8.1) i identifikovati kandidate za te vrijednosti (Teorem
1.8.3) ostaje nam pronaéi kriterije za utvrdivanje da li ti kandidati jesu ek-
stremi i klasificirati ih. Prisjetimo se opet funkcija jedne varijable, da je
jedan od kriterija za identifikaciju lokalnih ekstrema bio test drugog izvoda.
Naime, ako je c¢ bila stacionarna tacka funkcije ¢ : R — R, tada ako je
¢"(c) > 0, funkcija je imala minimum u ¢, a ako je ¢”’(c) < 0, funkcija je
kazuje zasto je to tako. Naprimjer, neka je c stacionarna tacka funkcije ¢
i neka je ¢”(c) neprekidna na otvorenom intervalu koji sadrzi ¢, i neka je
¢"(c) > 0. Tada za neko € > 0, postoji interval I = (¢ — &, ¢+ ¢) na kome je
¢"(c) neprekidna i ¢”(t) > 0, za sve t € I. Na osnovu Taylorove teoreme, za
proizvoljno h, takav da je |h| < e, postoji s € (¢,c+ h), takav da je

olc+h) =¢(c) +¢'(c)h + %go"(s)hz ) (1.8.3)

Zbog stacionarnosti je ¢'(c) = 0. Takode smo imali ¢"(s) > 0, pa koristeci
to u (1.8.3) dobijamo da je za proizvoljno h, takav da je |h| < €, zadovoljeno

plc+h) > (),

a ovo znaci da je u tacki ¢ lokalni minimum.
Veoma slicno razmatranje sada mozemo sprovesti i za funkciju f : R” —
R. Na osnovu Teorema 1.6.2 znamo da vrijedi formula

f(A+h)=f(A)+Vf(A) - -h+ %hTHf(A +£h)h

gdje je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj okolini tacke
Ai&e€(0,1). Neka je sada A stacionarna tacka funkcije f i neka je Hesijan
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Hf(X) pozitivno definitna matrica u nekoj kugli B(A,r). Tada je Vf(A) =
0, pa vrijedi

ﬂA+m:fun+§FHﬂA+@m,

a kako je jos A+ &h € B(A,r), to je kvadratna forma hTHf(A + £h)h > 0.

te imamo
f(A+h)>f(A),

za proizvoljno h, tako da je ||h|| < r. Ali ovo onda upravo znaci da funkcija
f ima lokalni minimum u tacki A.

[stim argumentima bi rezonovali da smo pretpostavili negativnu definitnost
Hesijana i naravno, zakljucili bi da funkcija ima lokalni maksimum u tacki
A.

Ako je Hesijan indefinitan, to bi znacilo da postoji proizvoljno malen h, tako
da je kvadratna forma

RTHf(A+ER)h >0,

i takode proizvoljno malen h da je
RTHf(A+Eh)h <0 .

Ovo bi onda uzrokovalo da za neke proizvoljno malene h vrijedi f(A + h) >
f(A), a istovremeno za neke druge proizvoljno malene h je f(A+h) < f(A).
U ovom slucaju jasno je da u tacki A ne moze biti niti lokalni minimum niti
lokalni maksimum. Tada bi tacka A predstavljala takozvanu sedlastu tacku
funkcije f.

Teorem 1.8.4: Test druge derivacije

Neka je f: R® = R i f € C*(U), gdje je U otvoren skup. Ako je A € U
stacionarna tacka funkcije f, tada je

1. f(A) lokalni minimum funkcije f, ako je Hf(A) pozitivno definitna
matrica.

2. f(A) lokalni maksimum funkcije f, ako je Hf(A) negativno defi-
nitna matrica.

3. tacka A sedlasta tacka funkcije f, ako je Hf(A) indefinitna ma-
trica.

Ukoliko je Hf(A) nedefinitna matrica, potrebna su dodatna ispitivanja
za klasifikaciju tacke A.
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Primgjer 1.36. Odrediti lokalne ekstremne vrijednosti funkcije
F(a,y) = wye =7,
Nalazimo prvo gradijent
Vf(z,y)= e_“”Q_yQ(y —22%y, v — 2xy?) .

Kako je e %" > 0 za sve (x,y) € R2, Cinjenica da je Vf(z,y) = (0,0),
svodi se na sistem

y(1—-22%) = 0,
x(1—2y2) =

Prva jednacina ¢e biti tacna ako je y = 0 ili xz = —% ili v = % Ako je
y = 0, onda iz druge jednacine vidimo da mora biti i x = 0, a time smo dobili
prvu stacionarnu tacku M;(0,0). Ako je z = :I:%, onda je druga jednacina
zadovoljena ako je 1 — 2y? = 0, odnosno ako je y = % ili y = —%, pa na
taj nacin dobijamo jo$ Cetiri stacionarne tacke: Mg(%, %), Mg(—%, %),
M(d5, —1) i My(—2,—2).

Drugi korak u rjesavanju problema ovog tipa je odredivanje hesijana funk-

cije

3 2,2 2 2
_ a2y 4x°y — 6y Aoy —22° — 2y* + 1
Hf(z,y)=e 4r?y? — 227 — 22 + 1 dyyx — 6y '

Sada nakon krac¢eg racuna dobijamo

Hf(M,) = Hf(Ms) = e l _02 _02 1 :

Kako je A; = —2e ! < 0i

—2¢ 1 0

AQ = det l 0 9%

na osnovu testa druge derivacuje zakljucujemo da funkcija u tackama Ms i
Mj ima lokalni maksimum, i pri tome je f(Ms) = f(Ms) = fuax = 3¢
Dalje imamo

wpn) = wf0n) = | 5]
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Sada je A; =2e 1 >0i

2¢~ ! 0

A2 = det [ 0 2671

] =4e'>0,
pa opet na osnovu testa druge derivacije zaklju¢ujemo da funkcija u tackama

M3 i My ima lokalni minimum i pri tome je f(M3) = f(My) = fuim = —%6_1.
Ostala nam je jos taka M;(0,0) u kojoj je

HO0 = | |

Sada je A; =01 Ay = —1, pa je Hesijan indefinitan, a to znaci da je tacka
M;(0,0) sedlasta tacka. <

Slika 1.3: Graf funkcije f(z,y) = xye—ﬂ»’z—yz

1.8.2 Nalazenje globalnog ekstrema

Posmatrajmo funkciju f(x) = 2 — 22, Posmatramo li je na ¢itavom R, ona
ima lokalni maksimum u tacki x = 0, koji je i globalni maksimum, a global-
nog minimuma nema (slika lijevo). Ako je posmatramo na skupu [—1,2] i
dalje je globalni maksimum u x = 0, ali sada je globalni minimum u tacki
x = 2 (slika u sredini). Ako je posmatramo za vrijednosti iz [—2, —1], njen
globalni minimum je u z = —2, a globalni maksimum je u x = —1 (slika
desno). Dakle, globalni ekstrem funkcije direktno zavisi od podrucja na kom
tu funkciju posmatramo.
Nesto slicno imamo i kod funkcija vise promjenljivih.

Primjer 1.37. Odrediti globalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2*+y?* na skupu
D ={(zy)| 2>+ 4 <4} .
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\ \ f
-2/ -1 1 2 -2/ -1 1 ?
|

|

|

Slika 1.4: Globalni ekstrem funkcije jedne varijable

Skup D je zatvoren i ogranic¢en, pa na osnovu Teoreme 1.8.1, funkcija f
dostize svoju najmanju i najveé¢u vrijednost.

Kako je funkcija diferencijabilna (kao polinomijalna funkcija), njene jedine
kriti¢ne tacke su stacionarne tacke, koje dobijamo iz uslova

Vi(z,y) = (2z,2y) =0.

U tacki (0,0) je mogu¢ lokalni ekstrem funkcije ali moramo sada posmatrati
sta se dogada sa nasom funkcijom na rubu oblasti D, tj. na skupu

oD = {(x,y)\ 2?4yt = 4} :

S obzirom da su na 9D nezavisne varijable vezane relacijom x? + 4y* = 4,
uvodeéi polarne koordinate, tj. smjene z(t) = 2cost i y(t) = sint, gje je
t € [0, 27], nasa funkcija f postaje funkcija jedne varijable

g(t) = fz(t),y(t)) = f(2cost,sint)
= 4cos’t 4+ sin’t

= 3cos’t+1,

gdje je t € [0,27]. Ekstremne vrijednosti funkcije g ¢e biti i ekstremne
vrijednosti funkcije f. Zato posmatrajmo jednacinu

g'(t) = —6costsint =0 .

Stacionarne tacke e biti t =0,t =7, t =7, 1t = 37” it = 27. Dakle, pored
tacke (0,0) imamo jo$ Cetiri kandidata za globalni ekstrem, a to su tacke
(2,0), (0,1), (=2,0) i (0,—1), odredene gornjim vrijednostima za t.

[zracunavajuéi sada vrijednost funkcije u svakoj od ovih pet tacaka, odredu-

jemo globalne ekstreme.

£(0,0) =0, f(2,0)=4, f(0,1)=1, f(-2,0)=4, f(0,—-1)=1.

Uporedujuc¢i gornje vrijednosti, zaklju¢ujemo da funkcija f ima globalnu
maksimalnu vrijednost 4 u tackama (2,0) i (—2,0) i globalnu minimalnu
vrijednost 0 u tacki (0,0). &
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Kao sto nam pokazuje upravo uradeni primjer, za funkciju zadatu na
zatvorenoj i ogranicenoj oblasti odredivanje globalnih ekstrema se svodi na
to da pronademo lokalne ekstreme i ekstreme funkcije na rubu te oblasti, a
onda odredujemo sSta ¢e biti globalne ekstremne vrijednosti. Ako funkciju ne
posmatramo na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti, onda se problem odredivanja
globalnih ekstrema svodi na to da pronademo lokalne ekstreme, a onda nekom
metodom ispitamo da li su oni ujedno i globalni ekstremi. Posmatrajmo
sljede¢i primjer.

Primgjer 1.38. U nekoj firmi Zele da naprave pravougaonu posudu bez krova,
zapremine 500 m?3 i da pritome utrose $to je manje moguée materijala.

Oznac¢imo sa z i y duzine stranica te posude u osnovi i sa z visinu te
posude (sve veli¢ine su izrazene u metrima), tada u stvari treba pronadi
minimalnu vrijednost funkcije

M'(z,y,2) = vy + 222 + 2yz ,

pri ¢emu zapremina mora biti zyz = 500. Izrazavajuéi z iz ove jednakosti i
uvrstavanjem u funkciju M’, dobijamo funkciju

1000 1000
Aﬂ%wzxy+fgnkzj,

kojoj treba odrediti minimalnu vrijednost na beskona¢nom pravougaoniku
R={(z,y)[z>0, y>0}.

Rjesavanjem sistema

oM _ 1000 _
or y 2
oM 1000

== = z- =0
dy y?

dobijamo jedinu stacionarnu tacku A(10, 10).
Hesijan funkcije M glasi

odnosno
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Kako je det(HM (10, 10)) = 3, zakljucujemo da je Hesijan pozitivno definitan,
a to znaci da funkcija M ima lokalni minimum u tacki A(10,10) i pri tome

e
1000 1000
Mugin = M(10,10) = 1010 + — = + — = = 300 .

Ostaje nam ispitati da li je ovo i globalni minimum funkcije M?

Ako je bilo koja varijabla manja od jedan, tj. 0 <z < 11ili 0 < y < 1, tada
je % > 1000, odnosno % > 1000, pa je ocigledno vrijednost funkcije M
veca od 300. Ako je sada x > 400 i y > 1, onda je xy > 400, pa bi opet
vrijednosti nase funkcije bile veée od 300 (analogno i slucaj y > 400 iz > 1).

Dakle, ako posmatramo skup
D={(z,y)| 1< <400, 1<y<400} ,

izvan skupa D vrijednosti funkcije M su veée od 300. Na skupu D nasa
funkcija ima globalni minimum u tacki (10,10), pa je to onda ocigledno
globalni minimum funkcije na ¢itavom skupu R.

Ostaje samo jos zakljuciti da je tada

500

=010 >

odnosno da posuda treba biti dimenzija 10 x 10 x 5, da bi imala odgovarajué¢u
zapreminu i da bi imali minimalne troskove.

1.8.3 Uslovni ekstrem

Primjer 1.38 ima neke sli¢nosti sa Primjerom 1.37. Naime, u oba primjera
smo nalazili ekstremne vrijednosti funkcije pod restrikcijom na podskup koji
je manje dimenzije. U prvom primjeru smo ekstremizirali funkciju f(z,y) =
22 +1? sa restrikcijom na jednodimenzionalnoj elipsi 2% +4y* = 4. U drugom
primjeru smo ekstremizirali funkciju tri varijable M'(x,y, 2) = zy+2r2z+2yz
sa restrikcijom na trodimenzionalnu povrs xyz = 500.

U prvom smo primjeru problem rijesili tako Sto smo parametrizovali elipsu,
a zatim smo ekstremizirali funkciju jedne varijable. U drugom smo izrazili
z kao funkciju od z i y, a zatim smo ekstremizirali funkciju dvije varijable.
U ovoj sekciji ¢éemo dati generalni metod za rjeSavanje oba ova ali i drugih
slicnih problema.

U osnovnom slucaju ekstremizacija, zadata je neka (diferencijabilna) funk-
cija f : R™ — R za koju zelimo naci ekstremne vrijednosti. Taj problem smo
rjesavali nalazenjem svih kriti¢nih tacaka funkcije, a onda testom druge deri-
vacije ispitivali karakter tih tacaka. Medutim, kao sto smo vidjeli u Primjeru
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1.38, nekada treba izvrsiti ekstremizaciju funkcije, pri ¢emu su nezavisne va-
rijable te funkcije vezane nekim uslovom, tj. trazimo ekstremnu vrijednost
funkcije f(x1, o, ...,x,) = y, pri uslovu g(xq,xs, ..., z,) = 0. Ovakvu vrstu
ekstremizacije nazivamo uslovna ekstremizacija.

Primjer 1.39. Neka treba odrediti minimum funkcije z = 2% 4 %2 pri uslovu
r+y=1,tj.
2 +y? — min
r+y—1=0.
Ocigledni minimum funkcije, bez uslova , je u tacki (0,0) i vidimo da ta

tacka ne zadovoljava uslov @ +y = 1. Sta geometrijski predstavlja uslov u
gornjem problemu?

Slika 1.5: Uslovni ekstrem

Graf funkcije z = 22 + y? je paraboloid, a uslov z + y = 1 predstavlja
jednac¢inu ravni u R®. Dakle, mi trazimo minimalnu vrijednost na parabolo-
idu ali samo u onim tackama u kojima se sijeku paraboloid (ciljna funkcija) i
ravan (uslovna funkcija). Sa slike vidimo da se trazi minimum funkcije koja
predstavlja parabolu u prostoru R3. Zaista, koriste¢i uslovnu funkciju, mo-
zemo izraziti jednu varijablu, npr. y = 1 — z, pa stavljajuci to u izraz ciljne
funkcije imamo,

z=2*+(1-2)=22"-22+1,

a ovo je zaista jednacina parabole. Sada minimum ove funkcije nalazimo
kao problem ekstremizacije funkcije jedne vaerijable. 2’ = 4x — 2, pa imamo
jednu stacionarnu tacku zy = % Kako je z” = 4, dakle pozitivan, to u tacki
xo funkcija ima minimum. Izracunavajuci yo =1 — x¢ = %, zakljucujemo da
funkcija z = 2? + y? ima minimum u tacki (3, 3), pri uslovu z +y =1. $
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Gornji primjer nam daje jedan metod za rjesavanje problema uslovne ek-
stremizacije, ali jasno je da ¢e primjena ovog metoda biti kudikamo slozenija,
za malo slozenije uslovne funkcije. Zato nam je u interesu imati i neki drugi
metod, a najopstiji od svih je tzv. Lagrangeov metod, koga ¢emo sada izloziti.

Sta ¢e biti motivacija za ovaj metod? Posmatrajmo ponovo gornji primjer
i konturnu sliku grafova ciljne i uslovne funkcije (slika 1.6).

Nivo linije funkcije z = 2%+ y? predstavljaju koncentri¢ne centralne kruz-
nice (2 + y* = k), a uslovna funkcija zbog svog poloZaja (ortogonalna na
Oy ravan), predstavljena je pravom linijom u Oy ravni. Na slici uocavamo
da prava neke od konturnih linija sijece, neke nivo linije nec¢e uopste sjeci ali
da samo jednu nivo liniju dodiruje. Strelice na slici nam pokazuju pravce
rasta ciljne funkcije (gradijentni vektor u razli¢itim tackama), a time je onda
odredeno da nivo linije paraboloida blize koordinatnom pocetku, odgova-
raju manjim vrijednostima funkcije (u opstem sluc¢aju ovo nije pravilo). Ovo
onda znaci da upravo ona nivo linija koja se dodiruje sa uslovnom funkcijom
predstavlja bitan momenat. Naime, tacke na onim nivo linijama koje se ne
sijeku sa uslovnom funkcijom i ne mogu biti kandidati za uslovne ekstreme,
a jasno je da od momenta kada prava presjece jednu od nivo linija, sjeci e i
svaku "veéu" nivo liniju, pa dakle tu i nemozemo traziti konac¢nu ekstremnu
vrijednost.

Slika 1.6: Nivo linije funkcije z = 22 + y? sa uslovnom funkcijom z +y = 1

Naravno, traziti nivo liniju zadate povrsi koja ¢e dodirivati uslovnu funk-
ciju ne bi bio lagan posao. Zato se prisjetimo da je ugao izmedu dvije krive
koje se sijeku, jednak uglu izmedu njihovih tangenti u presjecnoj tacki. Dakle,
ako se dvije linije dodiruju, onda se njihove tangente u dodirnoj tacki pokla-
paju, ili drugacije iskazano, vektori normala na tim tangentama su paralelni.
Kako je gradijentni vektor upravo onaj vektor koji je ortogonalan na nivo
liniju u proizvoljnoj tacki, a uslov paralelnosti vektora je uslov njihove koline-
arnosti, zaklju¢ujemo da mi treba da odredimo upravo one tacke (z,y) € R?

48



1.8. Ekstremi funkcija vise promjenljivih

u kojima vrijedi
V(@2 +9y*)=AV(z+y—1).

Zbog paralelnog pomjeranja, takvih vektora bi bilo beskona¢no mnogo. Me-
dutim, mi trazimo tacke na uslovnoj krivoj koje to zadovoljavaju, tj. nalazimo
tacke (x,y) koje zadovoljavaju

V(z?+y?*) = V(r+y—1) i
r+y—1=0.
Generalno, ako rjesavamo problem
f(X) — ext
9(X) =0,
rjeSenje ¢e biti u onim tackama X (xy, xs, ..., z,,) u kojima su zadovoljeni uslovi
Vf(X)=AVg(X) (1.8.4)

g(X)=0. (1.8.5)

IzloZeni metod se naziva Lagrangeov metod, a nova varijabla A € R koja se
pojavljuje u uslovu (1.8.4), naziva se lagrangeov multiplikator. Ako uvedemo

funkciju
AX N = f(X) = Ag(X), (1.8.6)

koju nazivamo Lagrangeova funkcija ili lagranZijan, nije tesko uociti da su
uslovi (1.8.4) i (1.8.5), ekvivalentni uslovu

VA(X,\) =0 (1.8.7)

Zaista, nalaze¢i parcijalne izvode po promjenljivima x; (i = 1,2, ...,n) imamo

oA _of 9

= =1,2,....,n .
aflfi al’l &rz ! 1St
Sada zbog (1.8.7), zakljucujemo da je
af 9y
)\ —
&xi afL’Z 0 ’
za sve i € {1,2,...,n}, tj. vrijedi uslov (1.8.4).
Kako je
OA
(X

49



1.8. Ekstremi funkcija vise promjenljivih

opet zbog (1.8.7) imamo

odnosno uslov (1.8.5).
Na ovaj nacin smo prakti¢no dali i opis postupka rjesavanja uslovne eks-
tremizacije oblika
f(X) — ext

9(X)=0.
1. Prvo formiramo lagranzijan
Az, 2oy ooy Ty A) = fa1, T2, ooy ) — Ag(21, X2, oy T4)
2. Odredujemo VA(z1,xg, ..., Ty, ).

3. Rjesavamo jednacinu VA(xy, zo, ..., z,, A) = 0, tj. sistem

oA Of . 0g
8951 N 8951 /\8951 =0
on - Of dg
8902 N 8902 /\8902 =0
aA _ af .......... a g_ .....
or, Oz, B A@xn =0
oA

Rjesenja posljednjeg sistema su stacionarne tacke lagranzijana i ostaje
nam joS samo utvrditi karakter tih tacaka.
Primjetimo odma, da ¢e u pronadenim stacionarnim tackama X*, biti

AXT,A) = f(X7)

(jer je g(X*) = 0) tj. ekstremi lagranzijana ujedno su i ekstremi nase ciljne
funkcije. Zato za ispitivanje karaktera tih tacaka mozemo primjeniti test
druge derivacije ili ispitivanjem drugog diferencijala ciljne funkcije. Naime,
ako je d*f(X*) > 0, imamo minimum, a ako je d*f(X*) < 0 imamo maksi-
mum ciljne funkcije sa zadatim uslovom. Ako je d?f(X*) = 0, potrebna su
dodatna ispitivanja za odredivanje karaktera te tacke.

Primjer 1.40. Rijesiti problem

flz,y) = 4y — eat
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r+y=1.
Kao sto smo rekli, formiramo prvo lagranzijan
A(:Evy)/\) = f(l',y) - /\g(l',y) :xQ +y2 - /\($+y_ ]-) 5
gdje je sa g(x,y) = = + y — 1 zadata uslovna funkcija.

U drugom koraku rac¢unamo gradijent lagranzijana

— 2z —A2y—Nz+y—1).

VA, ) = (8/\ OA 8A>

Ox’ 9y’ X

Sada rjesavamo sistem

20—\ =
2y—X =0
r+y—1 =

Iz prve dvije jednacine sistema imamo 2x = 2y, tj. © = y, pa uvrstavajuéi to
u tre¢u jednacinu, dobijamo z =y = % i za ove vrijednosti je A = 1. Dakle,

imamo jednu stacioarnu tacku X, (%, I, 1).
Posljedni korak je utvrdivanje karaktera tacke X,. Racunaju¢i druge

parcijalne izvode, imamo
d?f(Xo) = 2dz® + 2dy? |

i vidimo da je d?f(Xy) > 0 (kao suma kvadrata), te dakle imamo minimum
11

25 ), 1 ON iznosi frm = 1o

funkcije f, pri uslovu g, u tacki ( 5

Primjer 1.41. Odrediti na kruznici k : (z — 1)* + (y — 2)? = 1 najblizu i
najdalju tacku od koordinatnog pocetka.

X

Problem mozemo rijesiti jednostavno, povla-
¢e¢i pravu odredenu tackama (0,0) i (1,2), i
nalazeci njen presjek sa zadatom kruznicom.
Rijesimo problem ipak na "tezi' nac¢in. Raz-
misljajmo ovako: ako opisemo centralnu
kruznicu proizvoljnog poluprec¢nika r, onda

J 9 é ona na sebi sadrzi sve one tacke koje su na
istom odstojanju r od koodinatnog pocetka.
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"Naduvajmo" neku malu centralnu kruznicu, sve do momenta njenog do-
dira sa zadatom krucnicom k. Tacka dodira ¢e upravo biti najbliza tacka
koordinatnom pocetku. Ako nastavimo "naduvavanje', kruznice ¢e sjeéi kruz-
nicu k ali tu nemamo tacaka koje su najblize ili najdalje jer su sve one dalje
od prve dodirne tacke, a naduvavanjem dobijamo sve dalje i dalje tacke. Ovo
naravno vrijedi do momenta kada ponovo dobijemo kruznicu koja dodirne
kruznicu k (velika crvena kruznica).

Cijeli opisani postupak nas navodi da problem postavimo ovako: nadimo
minimum i maksimum funkcije f(z,y) = 2? + y? (to su centralne kruZnice
¢ije poluprecnike trazimo) pri uslovu (x —1)*+ (y—2)? = 1 (na ovoj kruznici
trazimo najblizu i najdalju tacku). Dakle, rjesavamo

2 + y2 — ext

(r—1)2+(y—2?7=1.

Lagranzijan problema je A(z,y,\) = 22 +y?> = AM(z—1)*+(y—2)*—1), a
njegov gradijent, VA = (22 —2\(z—1),2y—2\(y—1), (z—1)*+ (y —2)*—1).
Rjesavamo sistem

2 —2\x—1) = 0
2u—2\Ny—1) =
(x—1)°+(y-2)7-1

Stacionarne tacke su X; (1 + %, 2+ %) iXo (1 — %, 2 — %) Prostom
provjerom zakljucujemo da funkcija u ovim tackama ima najvecu i najmanju
vrijednost, odnosno da su to najdalja i najbliza tacka koordinatnom pocetku,
na kruznici k.

Vratimo se na opasku "tezi" nacin rjesavanja. Postavimo problem da na
proizvoljnoj liniji g(x,y) = 0 nademo najblizu ili najdalju tacku od koordi-
natnog pocetka. Sada onaj "laksi" nac¢in uopste nemozemo primjeniti, a ovaj
"tezi" funkcionise. Dakle, on je univerzalnijeg karaktera i kao takav mnogo
bolji na¢in. Npr. nadéi na grafu funkcije y = 2% + z + 1 tacku najblizu
koordinatnom pocetku.

U prethodna dva primjera vidjeli smo kako funkcionise Lagrangeov me-
tod, pri ¢emu smo imali samo jedno oganicenje, a time i jednu dodatnu va-
rijablu problema. Naravno da ograni¢enja moze biti i vise, medutim metod
se bitno ne¢e mijenjati. Naime, neka je zadat problem sa dva ogranicenja.

flzy, 29, ...;x,) — ext

h(xy,x2,...;x,) =0,
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g(z1, 29, ..y xy) =0 .

Formiramo lagranzijan, tako da svakom ograni¢enju pridruzimo po jedan
lagrangeov multiplikator,

Az, 29, ooy Ty Ay 1) = (21, 29, oy ) — AR(21, Xa, ooy T) — g (T1, Ty ooy )

Nalazenjem gradijenta lagranzijana, postavljamo sistem

8A_8f_ 8g_8h_0 .19
&ci - 895@ &cz ’ua.%'l n PP RS
oA\

o g(z1, 29, ..y xy) =0

oA\

o = h(zy,x9,...,2,) =0,

¢ijim rjesavanjem dobijamo stacionarne tacke problema. Kao i u slucaju
jednog ogranicenja, nekim od poznatih postupaka odredimo karakter staci-
onarnih tacaka.

U opstem slucaju, ako imamo k ogranic¢enja g;(z1, x2, ..., x,) = 0, postu-
pak je isti, a lagranzijan je

AX,A) = f(X) - Z/\igi(X) s A= (A A, Ag)

Primgjer 1.42. Rijesimo problem
flx,y,2) =4y — 2z —> ext
2 —y—2—-2=0,
Py —-1=0.

Za egzistenciju rjesenja gornjeg problema pozivamo se na Teorem 1.8.1.
Zaista, zbog drugog ogranic¢enja, ocigledno je da vrijedi 0 < z,y < 1, a iz
prvog ogranic¢enja onda zaklju¢ujemo da je —3 < z < 0, pa je skup na kome
trazimo ekstremne vrijednosti funkcije ogranicen i zatvoren.

Lagranzijan glasi

A, y, 2, p) =4y — 22 = N22 —y — 2 = 2) — p(a® +y° — 1) .
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Nalazimo parcijalne izvode lagranzijana

OA
— = =2\-2
Ox p
OA
— = 4—-)X-2
ay My
OA
— = —2-A
0z
OA
I —2r4+y+z2+2
OA 5 o
— = —x -y +1.
o vy
Sistem koga rjeSavamo ima pet nepoznatih (x,y, z, A, 1) i pet jednacina
=2\ —2ur = 0
4+X—2py = 0
—24+X =0
—2r+y+z+2 = 0
—2*—y*+1 = 0.

Iz trece jednacine direktno slijedi A = 2. Ubacujuéi to u prvu i drugu jedna-
¢inu, dobijamo

2 3
r=—-——,y=—.

H H

Stavljajuci ove rezultate u petu jednacinu, imamo
4 9 13
Sada imamo dva slucaja. Za pu = /13, x = \/—_ iy = \/—_ Iskoristimo 1i i
cetvrtu jednacinu, dobijamo z = —2— \/% Time smo dobili prvu stacionarnu
tacku 3
Xl(xayaza/\wu) ( —-2- v )
\/_ V13’ \/_

Analogno, za slucaj u = —+/13, dobijamo stacionarnu tacku

9 3 7
Xy -2 94 L9 _\/13) .
2(\/13 V13 V13 )

Lako se sada provjerava da u tacki X; imamo maksimum
26

fmax:f(Xl):4+\/—1—37
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a minimum u tacki X5

26
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