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U ovoj glavi bavit ¢emo se konceptom odredenog integrala za funkcije
vise varijabli i to uglavnom za funkcije dvije i tri varijable. Funkciju jedne
varijable smo integrirali duz nekog segmenta, dok ¢e integracija funkcije dvije
varijable biti nad oblas¢u u 2D prostoru, a integracija funkcije tri varijable ¢e
biti nad nekom zapreminom u 3D prostoru. Pored tehnika izracunavanja ovih
integrala, prezentova¢emo i primjene ovih integrala za racunanje povrsina
ravnih likova, zapremina, kao i neke fizikalne interpretacije.

1.1 Integralne sume

Posmatrajmo proizvoljnu zatvorenu oblast D, n-dimenzionalnog euklidskog
prostora. Sa mes(D) ¢emo oznacavati mjerni broj veli¢ine oblasti D (u slu-



1.1. Integralne sume

caju dvodimenzionalne oblasti to je povrsina, za trodimenzionalnu oblast to
je zapremina).

Definicija 1.1.1

Podjelu oblasti D nazivamo pravilnom ako se sastoji od dijelova (éelija)
te oblasti koji zadovoljavaju sljede¢e osobine:

1. svaka ¢elija je ogranicena i ima ogranicenu veli¢inu,

2. Dvije razli¢ite ¢elije nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka. Za-
jednicke tacke dviju razli¢itih ¢éelija mogu biti samo granicne tacke
tih celija,

3. svaka tacka oblasti D pripada bar jednoj éeliji,

4. svaka ogranicena figura koja sa svojom granicom lezi u oblasti D
moze se sastojati iz konacnog broja celija.

¢elija podjele
7 -~
N\
\

(
\

Ne——

(a) Pravilna podjela (b) d-Celija pravilne podjele

Definicija 1.1.2

Celiju jedne podjele nazivamo d-¢elijom ako oko nje moZzemo opisati sferu
precnika o. Pravilna podjela se naziva d-podjelom ako je svaka njena
¢elija o-celija.

Jasno je da su u jednoj d-celiji bilo koje dvije tacke na rastojanju manjem
ili jednakom 9. Podjele ¢emo ozanacavati uobicajeno sa ¢. Razli¢ite podjele
iste oblasti mogu se porediti ili biti neuporedive.
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Definicija 1.1.3

Podjela o5 je produzenje podjele o ako pri prelazu na podjelu o svaka
¢elija podjele o1 ostaje nepromjenjena ili se dijeli novom pravilnom po-
djelom. Takode kazemo u tom slucaju da je podjela o5 finija od podjele
1.

Y Y

(c) Podjela o (d) Finija podjela o2

Slika 1.1: Prelaz iz jedne podjele u finiju podjelu.

Definicija 1.1.4

Neka je D proizvoljna zatvorena oblast i ¢ neka njena pravilna podjela.
Neka je funkcija f(X) ograniena na D. Integralnom sumom funkcije f
u oblasti D nazivamo svaku sumu oblika

n

S = Zf(Xi)mes(ai) ,

i=1

gdje su o; (i = 1,...,n) Celije podjele o, X; € o; (i = 1,2,...,n) pro-
izvoljne tacke.

Uporedo sa integralnim sumama funkcije f posmatrat ¢emo i tzv. gornje
i donje integralne sume:

gdje su

Xeo; XE€Eo;
Ove sume nazivamo takode i gornja, odnosno donja Darbouxova suma.
Za integralne sume vrijede sljedec¢a tvrdenja:



1.1. Integralne sume

Teorem 1.1.1

Pri produzenju podjele oblasti gornja suma ne raste, a donja suma ne
opada.

Teorem 1.1.2

Donja suma je manja ili jednaka od gornje sume za proizvoljnu podjelu
oblast.

Teorem 1.1.3

Za integralne sume vrijedi

m mes(D) < S <S<8< Mmes(D),

gdje je m = ianeﬁf(X) , M = supXeﬁf(X).

®
3
i3

(a) Gornja Darbouxova suma (b) Donja Darbouxova suma (C) Integralna suma

Primjer 1.1. Za funkciju dvije promjenljive integralna suma je oblika

n

S =73 f(& ni)mes(ay)

i=1

gdje je XZ(€Z777Z> € 0 (Z = 1,2, ,n) <>
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i(r.y)

\

Slika 1.2: Formiranje integralne sume funkcije f(z,y) nad oblaséu D.

1.2 Definicija visestrukog integrala

Neka je S = >_1, f(X;)mes(o;), integralna suma funkcije f(X) nas zatvore-
nom oblasti D pri podjeli o.

Definicija 1.2.1

Broj I nazivamo visestrukim integralom funkcije f ili n-integralom nad
oblagéu D ako za svako € > 0, postoji 6 = d(g) > 0 takav da vazi

IS—1I|<e,

za proizvoljnu pravilnu §-podjelu oblasti D.

Vidimo da je broj I izrazen kao grani¢ni proces tojest, kao grani¢na vrijednost
integralnih suma,

I = lim S .

max diam(o; )—0

Definicija 1.2.2

Ako postoji jedinstvena i konacna granicna vrijednost integralnih suma
finkcije f(X), kazemo da je funkcija integrabilna u datoj oblasti.

Jasno je da ¢e maksimalan dijametar ¢elija podjele teziti ka 0 ako pravimo
sve sitniju i sitniju podjelu oblasti (tj. ako broj ¢elija podjele raste). Tako
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onda imamo

I = lim S = lim Zf J)ymes(o;)

max diam(o; )— n—o0

= // / (1,9, ..., Ty )dx1dxs. . dT),

- /5f(X)da .

Za funkciju dvije promjenljive z = f(z,y), integrabilnu u oblasti D,
imamo

Jim 3 6 mmes(on) = [ 1000 = [ pto vy,

pri ¢emu cCinjenica da n — oo je ekvivalentna da max diam(oy) — 0. Ovaj
integral nazivamo dvojni integral funkcije f(x,y) nad zatvorenom oblasti D.

Za funkciju tri promjenljive f(z,y,2) koja je integrabilna u zatvorenoj
oblasti D, po definiciji imamo

Jim, 3 6 m Gomes(ov) = [ 1(0X)do = [[[s(o,v.pdadya

i ovaj visestruki integral nazivamo trojni integral funkcije f(zx,y,z) nad za-
tvorenom oblasti D.
Od kriterijuma za integrabilnost funkcije vise promjenljivih navedimo,

Teorem 1.2.1

Funkcija f(z1, o, ..., 2, ) neprekidna u zatvorenoj oblasti D integrabilna
je u datoj oblasti.

1.3 Osobine integrabilnih funkcija

Sljedeée teoreme navodimo bez dokaza, iako se njihovo dokazivanje lahko
izvodi koristeéi definiciju visestrukog integrala, potpuno analogno odgovara-
ju¢im teoremama za funkciju jedne promjenljive.
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Teorem 1.3.1: Aditivnost integrala po podintegralnoj funkciji

Neka su f i f; (i =1,2,...,n) integrabilne funkcije u zatvorenoj oblasti
D ineka je C' € R proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:

1 f5(FA(X) £ ... & fo(X))do = f5 f1(X)do + ... £ [5 f(X)do.

2. [5Cf(X)do =C [5 f(X)do.

Teorem 1.3.2: Aditivnost po oblasti integracije

Za proizvoljnu podjelu oblasti integracije D na disjunktne parcijalne
oblasti Dy, Ds,...D,,, vazi

/Ef(X)da:/D_lf(X)da+/D_2f(X)da+...+ [ f(X)do |

D'IL

pri ¢emu je funkcija f(X) integrabilna u svakom dijelu D; (i = 1,2, ..., n)
ukoliko je ona integrabilna u D i obrnuto.

Teorem 1.3.3

Ako sa m i M ozna¢imo infimum i supremum integrabilne funkcije f(X)
u D, tada vrijedi procjena

mes(D)m < /%f(X)da < mes(D)M .

Teorem 1.3.4

Ako u zatvorenoj oblasti vrijedi f(X) >0 (f(X) <0), tada vrijedi

Lredo=0 ([ rxde) <o) .

Za primjenu viSestruke integracije posebno je vazan sljede¢i teorem.
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Teorem 1.3.5

Ako je f(X) =1 za svako X € D, tada je

/Ef(X)da = /%da = mes(D) .

U slucaju dvojnog integrala gdje je oblast integracije iz dvodimenzionalnog
cuklidskog prostora, ovo zna¢i da dvojni integral [[ Ddxzdy predstavlja po-
vrsinu oblasti D, a u slu¢aju trojnog integrala izraz [[[5 drdydz predstavlja
zapreminu oblasti D.

1.4 Dvojni integral

1.4.1 Dvojni integral po pravougaonoj oblasti

Posmatrat ¢emo prvo najidealniju varijantu integracije, po pravougaonoj
oblasti. Neka je funkcija f(z,y) definisana u zatvorenom pravougaoniku

D: a<z<b , c<y<d.

Definicija 1.4.1

Neka je funkcija
B(0) = [ fay)dy
integrabilna za svako x € [a, b], tada integral
b b d
| i@yde = [z [ flay)dy
nazivamo dvostrukim integralom funkcije f(x,y) u zatvorenoj pravo-

ugaonoj oblasti D pri sukcesivnoj integraciji prvo po promjenljivoj v, a
zatim po promjenljivoj x.

Takode, mozemo posmatrati funkciju

Baly) = [ flx.y)dr
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N

|
|
a b X

Slika 1.3: Pravougaona oblast.

za koju zahtjevamo da je integrabilna za svako y € [c, d], onda integral

[ @iy = [y [ sy

nazivamo dvostruki integral funkcije f(z,y) u oblasti D pri sukcesivnoj in-
tegraciji prvo po x, a zatim po y.

Teorem 1.4.1

Neka je funkcija f(z,y) integrabilna u zatvorenoj pravougaonoj oblasti

D (tj. neka postoji dvojni integral funkcije f) i neka za proizvoljno
€ [a, b] postoji integral [* f(z,y)dy. Tada postoji dvostruki integral

[ [ iy

i pri tome vrijedi

J[ s vyazdy= [z [ 1)y

Na slican na¢in pod odgovaraju¢im uslovima, vazi

//5f(:c,y)d:cdy = /Cddy/abf(x,y)dx _

Teorem 1.4.1 nam u stvari daje tehniku za izrac¢unavanje dvojnog integrala
nad pravougaonom oblasti. Ona se kako vidimo, svodi na prelazak iz dvojnog
u dvostruki integral ¢ije su granice u slucaju pravougaone oblasti, konstantne.

Kao posljedicu Teorema 1.4.1 i napomene iza nje, imamo

Posljedica 1. Ako je funkcija f(z,y) integrabilna u zatvorenom pravouga-
oniku D i ako postoje dvostruki integrali

Lbdx/cdf(x,y)dy i /cddy/abf(g;w)dx’

9
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tada vrijedi

//5f($,y)dxdy=/abdx/cdf(x,y)dy:/Cddy/abf(x’y)dx.

Ovo nam u stvari govori da redoslijed integracije ne utice na vrijednost
dvojnog integrala.

Primgjer 1.2. Izra¢unati integral I = [[5cos(z + y)dzdy, gdje je D kvadrat
T T
0<z<—-,0<y< —.
ST s 5 U= Y= 5
Dvojni integral I svodimo na dvostruki, tj.

I = /5 dx/§ cos(x+y)dy:/§ da(sin(z +y) |§
0 0 0
x

= / {sin <x+g) —sinx] dr = — cos (x—i—g) |§ +coszx |§:0,
0

&
Primjer 1.3. Izracunati: I = [[,, 6zy*dzdy, gdje je D pravougaonik [2, 4] x
[1,2].
4, 2 4 2
// 6ry’drdy = / (/ 6xy2dy) dx :/ (6:1:/ dey) dx
D 2 \J1 2 1
4 32
= / (6xy— ) dx
2 3|,
4 4
= / (16 — 2z) dz = 14/ xdx
2 2
914
S P Y
21,
&

Primjetimo u gornjem primjeru da je podintegralna funkcija f(z,y) =
6xy? oblika f(x,y) = g(z)h(y). Kod dvojnog integrala sa konstantnim gra-
nicama to mozemo iskoristiti na sljedec¢i nacin

//D fz,y)dzxdy = //D g(x)h(y)dxdy = /abg(l‘)dl‘ ) /Cd h(y)dy .

Tako bi u posljednjem primjeru imali

914

4 2 T
//6xy2:6/ xdx-/dey:6—
D 2 1 2

10

312
LA Y
31

2



1.4. Dvojni integral

1.4.2 Dvojni integral po proizvoljnoj oblasti

U integraciji po proizvoljnoj oblasti mogu nastupiti dva sluc¢aja prikazana na
slici 1.4. Na slici lijevo imamo situaciju kada se x nalazi izmedu konstantnih
granica a i b, a y je izmedu krivih y;(z) i y2(z). Na desnoj slici imamo obrat,
tj. c <y <diz(y) <z <aa(y).

y2(z)

a b

Slika 1.4: Proizvoljna oblast integracije.

Razmotrimo situaciju prestavljenu lijevom slikom, a na potpuno analogan
nac¢in se razmatra i druga moguc¢nost. Neka su funkcije y; i yo takve da za
svako x € [a,b] vrijedi y;(x) < yo(z). Posmatrajmo oblast zadatu sa

d___

D:a<z<b , y(x)<y<yl(x)

Neka su ¢ i d fiksirani realni brojevi takvi da je ¢ < y;(z) < yo(z) < d.
Tada je sistemom

D*: a<z<b , c<y<d,

zadana pravougaona oblast , za koju uocavamo da je sastavljena od tri odvo-
jene oblasti:

D, a<z<b, c<y<y(x)
D: a<z<b, ) <y<ymw)
Dy: a<z<b, yp(r)<y<d

Pomoc¢u funkcije f(x,y) definisane u oblast D, konstruigimo novu funk-
ciju.
ooy f@y) s (vy) €D
ey = { 0 iy eDUD,

11



1.4. Dvojni integral

Funkcija f* je integrabilna u oblasti pravougaonika jer je konstantna na
D, U D,, a poklapa se sa integrabilnom funkcijom f na D.
Prema prethodnoj sekciji sada imamo

//ﬁ [z, y)dedy = /ab dx /Cd [ (z,y)dy . (1.4.1)

Posmatrajmo sada lijevu stranu u jednakosti (1.4.1). Na osnovu aditivnosti
visestrukog integrala po oblasti integracije, imamo

JL#@ydedy = [[ 5 y)dvdy+ [[f @ yydedy+ [ 5 @y)dady.
1 2

(1.4.2)
Na osnovu definicije funkcije f* je

//D—lf*(x,y)dxdy = //D_Qf*(x,y)d:pdy =0

L @ dady = [[flay)dady

Sada iz (1.4.2) imamo

//ﬁ [ (z,y)dzdy = //ﬁ f(z,y)dzdy . (1.4.3)

Posmatrajmo sada unutrasnji integral na desnoj strani u (1.4.1). Zbog adi-
tivnosti odredenog integrala vazi

d . n@) va(a) d .
/ f (x,y)dyz/ f (:v,y)der/ f (:v,y)dy+/ o )y
c c yi(z y2(z
(1.4.4)
Opet na osnovu definicije funkcije f* vrijedi
yi(z) d .
/c fleydy= | - Fey)dy =0,
pa jednakost (1.4.4) postaje
d . y2(z)
L Fewdy= [y (1.4.5)

Koristeéi (1.4.3) i (1.4.5), jednakost (1.4.1) postaje

//Bf(x,y)dxdy = /ab dx /:Zj) f(z,y)dy . (1.4.6)

12



1.4. Dvojni integral

Ako je oblast integracije data sistemom (desna slika)
D: my)<w<m(y) , c<y<d,
sliéno gornjem rezonovanju bi dobili

// f(z,y)dxdy = /ddy ) flz,y)dx . (1.4.7)
D ’ c z1(y) ’

Formule (1.4.6) i (1.4.7) nam daju nadin izracunavanja dvojnog integrala
za proizvoljnu oblast integracije. Dakle, dvojni integral rjeSavamo pomocu
dvostrukog integrala u kome su granice unutrasnje integracije eventualno
ovisne o jednoj promjenljivoj dok su granice spoljasnje integracije obavezno
konstantne (po promjenljivima integracije).

Sto se ti¢e pravila za izracunavanje dvojnih integrala, ona su:

1. Aditivnost po podintegralnoj funkciji:
J[ @) £ glay)dady = [[ fay)dedyx [[ gl y)ray .

2. Izvlacenje konstante:

//D cf (x,y)dxdy = c//D f(z,y)dxdy .

3. Aditivnost po granici integracije:

//D=D1UD2 f(z,y)dxdy = //131 f(x,y)dzxdy + //1)2 f(z,y)dzdy .

Primgjer 1.4. Izvrsiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcije f(x,y)
nad oblaséu D, ako je

D: y=z,y=2x,c=1.
Oblast integracije je srafirani dio na slici.

Odlu¢imo se za redoslijed integracije prvo (unu-

y=2x trasnja) po y, a zatim (spoljasnja) po z. To nam

onda diktira da granice za x moraju biti konstante,

2 F-= y=x dok za y one mogu ovisiti o varijabli x. Projektu-
: juéi oblast D na z-osu, dobijamo da su granice za

1 F-4 xz od 0 do 1. Birajudi proizvoljan x € [0,1] i po-

smatrajuci vertikalu u toj tacki, konstatujemo da

se najmanja vrijednost y postize na liniji y = x, a
najveca na liniji y = 2.

13



1.4. Dvojni integral

To nam upravo predstavlja granice integracije.

/éf(x,y)dxdy: /01 dx/;xf(x,y)dy = /01 (/:x f(x,y)dy) dx .

Ako bi zamjenili redoslijed integracije treba primjetiti da datu oblast moramo
podijeliti na dvije disjunktne oblasti.

Naime, ako se odlu¢imo za redoslijed integracije
prvo (unutrasnja) po x, a zatim (spoljasnja) po v,
to nam onda diktira da granice za y moraju biti

y =2z

2 D, e konstante, dok za z one mogu ovisiti o varijabli
a2V y. Medutim, birajuéi da je 0 < y < 1, vidimo da
15 . N oy
Y 4% se tada vrijednost r-a mijenja od prave x = 2 do
D1 prave z = y, a ako biramo 1 <y < 2, onda se z
1 mijenja od prave r = % do prave x = 1.

Zbog toga oblast integracije D razbijamo na dvije oblasti,
D 0<y<1,%<z<y(tamnosiva)iDy: 1 <y<2,%<x<1
(svijetlosiva). Koristeéi aditivnost dvojnog integrala po granici integracije
sada imamo,

/éﬂﬁwﬂ@:/Lf@wM@+/&fmwM@
:/Oldy/;f(x,y)dx—f—/:dy/%lf(:p,y)dx‘
¢

Primjer 1.5. Izvrsiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcije f(z,y)
nad oblagéu D: y=ux, y= /7.

Oblast integracije je Srafirani dio na slici. Sada
imamo

- [ ryizdy = [ ar [ pe iy

_ /0 (/f f(x,y)dy) dz .

Primjetimo da u ovom sluc¢aju imamo jednostavnu zamjenu redoslijeda

integracije, tj.
1 y
ﬂjmwwwszff@wm,
D 0 y?

sto u prvom primjeru nije bio slucaj. <

—_ ==

14
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1.5 Trojni integral

1.5.1 Trojni integral po oblasti pravouglog paralelepi-
peda

Neka je sada funkcija f(z,y, z) definisana i integrabilna u zatvorenoj oblasti

Vi <o <ay, by <y<b,c<z<c.

7
x

Slika 1.5: Trojni integral po pravougloj oblasti

Na slici su sa V,,, V,. iV}, oznaCene redom projekcije paralelepipeda 1%
na xOy, xOz i yOz ravan.

Definicija 1.5.1

Neka je funkcija

by (z) = /:2 dy /:2 f(z,y, z)dz

integrabilna na segmentu [ag, as]. Tada integral

as az b c2
/ &y (x)dz :/ dx/ dy/ flx,y,2)dz
a1 a1 by c1

nazivamo trostrukim integralom funkcije f(x,y, z) u zatvorenom para-
lelepipedu pri ¢emu se integracija vrsi prvo po promjenljivoj z zatim po
promjenljivoj y i na kraju po promjenljivoj z.

15



1.5. Trojni integral

Definicija 1.5.2

Neka je funkcija
CI)Q(Z) = /V f(x7y7 Z)dl‘dy

integrabilna na segmentu [y, ¢o]. Integral

/CQ By (2)dz = / dz// Fl@,y, 2)dwdy
c1 c1 Vey

nazivamo trostrukim integralom funkcije f(x,y, z) po oblasti zatvorenog
paralelepipeda, pri sukcesivnoj integraciji prvo unutrasnja integracija po
projekciji paralelepipeda u 2Oy ravan (dvojni integral), a zatim spoljna
integracija po promjenljivoj z.

Definicija 1.5.3

Neka je funkcija
c2
(I)3<$,y) :/ f(I,y,Z)dZ

Cc1

integrabilna u oblasti V. Integral

k.

Y

3(z, y)dzdy = //V dxdy /sz(x,y, z)dz

nazivamo trostruki integral funkcije f(z,y, z) po oblasti paralelepipeda,
pri sukcesivnoj integraciji prvo po promjenljivoj z (unutrasnja integra-
cija), a zatim po oblasti V,, (spoljasnja integracija).

Ne izazivajuci zabunu, ocigledno da sve tri gornje definicije definisu isti
pojam trostrukog integrala. Razlika je u tome Sto se na desnim stranama
jednakosti pojavljuju razli¢iti redoslijedi integracije. Potpuno ravnopravno
smo mogli posmatrati i bilo koju drugu varijantu redoslijeda integracija na
desnim stranama jednakosti tih definicija, naprimjer prvo po x, zatim po
y i na kraju po z. To nam je omogucéeno time Sto je oblast integracije
oblast pravouglog paralelepipeda koja je "idealna' u smislu jednostavnosti
integracije. Ovo potvrdujemo narednim tvrdenjem, a koji nam ujedno daje
i tehniku rjesavanja trojnog integrala po oblasti pravouglog paralelepipeda.
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1.5. Trojni integral

Teorem 1.5.1

Neka je funkcija f(z,y, z) integrabilna u zatvorenom paralelepipedu V/
i neka za proizvoljno (z,y) € V,, postoji integral [* f(z,y, z)dz , tada

postoji i integral .
// d:vdy/ (z,y, 2
i vrijedi jednakost
//_f(x,y,z)dxdydz = // dxdy/ 2f(x,y,z)dz
\4 Viey c1
as ~bo co
= / dx/ dy/ f(z,y,2)dz

al by c1

Primjer 1.6. Izracunati [[[,, vyzdxdydz , gdje je oblast V' zadata sa:

0<z<1,0<y<1,0<z<1.

Dakle, u pitanju je integracija po paralelepipedu, zato vrijedi

/// ryzdrdydz = /dx/ dy/ xyzdz
v

&

Primjetimo i ovdje da ako je podintegralna funkcija funkcija razdvojenih
promjenljivih tojest, f(z,y,z) = fi(x) - fo(y) - f3(2), da se izra¢unavanje
trojnog integrala po pravougaonoj oblasti V' svodi na

JI st 2ydndyz = [ e [ by [ ez
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1.5. Trojni integral

1.5.2 Trojni integral po proizvoljnoj oblasti

Neka je u trodimenzionalnom euklidskom prostoru zadata oblast

Vi ag<z<ay, yi(z) <y <uyx), z1(z,y) <z < z(x,y) .

Slika 1.6: Trojni integral po proizvoljnoj oblasti

Neka je funkcija f(z,y, z) integrabilna u oblasti V. Sli¢no rezonovanju
kod dvojnog integrala i ovdje bi smo oko oblasti V' opisali paralelepiped, pa
bi smo dijeleci taj paralelepiped na disjunktne oblasti dosli do jednakosti

a (z) z2(z,y)
///Vf(x,y,Z)dl’dydz:/ 2dx/y2) dy [~ ’ f(z,y,2)dz,
al y

1(z z1(,y)

koja nam daje jedan od nacina rjeSavanja trojnog integrala.
Pravila u radu sa trojnim integralima su:

1. Aditivnost po podintegralnoj funkciji:

///V(f(x,y,z)ig(x,y,z))dmdydz:///V f(x,y,z)dxdyzj:///vg(x,y,z)dxdyz.

2. Izvlacenje konstante:

Sl ot 2ydmdyz = [ 5oy ydady=

3. Aditivnost po granici integracije:

///Vzvluvg f(z,y, z)dxdydz = ///Vl f(z,y, z)dxdydz—k///% f(z,y, z)dxdydz .
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1.5. Trojni integral

Primjer 1.7. Izracunati [[[,, zyzdxdydz , gdje je oblast V' zadata sa
r>0,y>0,2>0, 2+ +2°<1.

Sada imamo integraciju po dijelu lopte centra (0,0,0), polupre¢nika 1, koji
se nalazi u prvom oktantu. Neka prva integracija bude po z, druga po y i
tre¢a po x. To znacdi da su granice za x konstantne, pa zato projektujmo
tijelo V' u 2Oy ravan (slika 1.7, desno) iz koje vidimo granice

0<z<1,0<y<V1—2a2.

Granice za z odredujemo na slican nacin kao za y: u oblasti projekcije izabe-
remo proizvoljnu tacku i iz nje vu¢emo vertikalu. Na toj vertikali odredujemo
najmanju i najve¢u vrijednost za z, odnosno na kojim povrsima se nalaze te
vrijednosti. Na slici 1.7 lijevo, vidimo da je najmanja vrijednost za z u ravni

z = 0, a najveca se uvijek nalazi na povrsi z = /1 — 22 — 2.

y= Vi

—————— — — — —— -

/1 muHHJHWH\U\\H {1 . y

Slika 1.7: Dio centralne lopte polupre¢nika 1 u prvom oktantu (lijevo) i njegova
projekcija u zOy ravan (desno)

Ovo nam sada daje prelaz iz trojnog u trostruki integral

1 Vi—a? V12 —y2
/// xyzdxdydz :/ xdx/ ydy/ ! zdz .
v 0 0 0

Ostaje jos "racunski" dio zadatka.
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1.6. Jacobijeva determinanta

1 Vise® Vi
/// ryzdrdydz = / xdx/ ydy/ ! zdz
1% 0 0 0

1 Wi 2@
/:cd:c/ yd

Vi—z?
= /:cd:c/ y(1 — 2% —y?)dy

= 2/xdx< 1—:10)—%4)\/7

1
_ = 1_22 N
8/03:( x%)%dx m

0

¢

1.6 Jacobijeva determinanta
U linearnoj algebri smo vidjeli da matrice nisu nista drugo do preslikavanja

vektorskog prostora. Pri tome smo se upoznali sa matricama prelaza i vidjeli
da je dovoljno znati u Sta se preslikavaju vektori baze. Tako na primjer

matrica
1 1
S

predstavlja rotaciju ravni, odnosno R? prostora (slika 1.8).

Slika 1.8: Rotacija realne ravni.

Sada proizvoljnu tacku (x,y) sistema {7, j} preslikavamo u tacku (z’, /)
sitema {7, j'}, sistemom jednacina

¥=x+y
y'=-x+y
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1.6. Jacobijeva determinanta

koji je odreden matricom A (matrica sistema).
Ako sada posmatramo proizvoljan algebarski sistem linearnih jednacina

Y1 = 1121 + A12T2 + ... + A1, Ty,
Yo = A21T1 + A22%2 + ... + A2,y

Yn = Qp1T1 + Ap2Z2 + ... & QppTy
mozemo ga zapisati u matricnom obliku
Y =AX

pa on dakle predstavlja neko preslikavanje A : R® — R™. Ukoliko postoji
inverzno preslikavanje datog preslikavanja, takvo preslikavanje nazivamo re-
gularnim. U gornjem slucaju to ¢ée biti ako postoji A=, tj. ako je matrica A
regularna matrica.

Posmatrajmo sada opsti slucaj preslikavanja

Yy = fl(xtha'“vxn)
ya = Jalwr, @2, 20) (1.6.1)
Yn = fn(x17x27 7xn>

on o
ox1 o OTn
Jf2 Jf2
J = ox1 o OTn
Ofn Ofn
ox1 e Oxn

Definicija 1.6.1

Za preslikavanje (1.6.1) kazemo da je regularno u oblasti D ako vrijedi

1. funkcije fi, ..., f, imaju neprekidne parcijalne izvode po svakoj pro-
mjenljivoj,

2. J #0.

Determinantu J nazivamo Jacobijeva determinanta ili jakobijan preslikavanja
(1.6.1).
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1.6. Jacobijeva determinanta

U literaturi se Cesto za jakobijan preslikavanja (1.6.1) koristi oznaka

_ D(fr, for o f)

D(xy, 29, ..., Tn)

J

Ako je dato preslikavanje (1.6.1) i preslikavanje

T = qi(t,ta, . t)
To2 = 92(t17 t27 > tn) (1 6 2)
Tn = gn(tla t27 ) tn) )
nije tesko pokazati da za jakobijane ovih preslikavanja vazi
D(flﬂ f27 [RED) fn) D(glﬂ g2y ey gn) _ D(flﬂ f27 EERE) fn)
D(xl,xz,...,xn) D(tl,tg,...,tn) D(tl,tg,...,tn) '
Iz ovoga onda proizilazi vazna osobina jakobijana:
D vy Yn) D(x1, 29, ..., 1,
(y17y27 7y ) (:Cl x2 xz ) — 1 , (163)

D(l'l, T2y .ny an) D(ylﬂ Y2, .-, yn)

naravno pod pretpostavkom postojanja inverznih preslikavanja ;! (i =
1,2,...,n).

Primjer 1.8. Zadato je preslikavanje pp ravni u zy ravan sa

= z(p,p) = pcosg
y=y(p,p) =psinyp

Odrediti jakobijan preslikavanja.

S_Dly) |5 55| _|cose —psing | _
= =19y oy | = | =p.
D(p,v) | 3 5o sing  peosy

Racunanjem iz zadatog sistema dobijamo
p?cos? o+ pPsin @ = p? = 2? + 4%,
odakle je p = v/x? + y?. Koristedi se jednakoséu (1.6.3) lagano dobijamo da

e
Dipp) 1 _ 1
D(z,y) p VaZ+y?
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1.7. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

1.7 Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

[zracunavanje integrala, kao sto smo to vidjeli kod obi¢nog jednostrukog
Riemanovog integrala, cesto je olakSano uvodenjem povoljne smjene. Ista je
situacija i kod n-integrala, tj. pogodnom smjenom uprosc¢ava se racunanje
n-integrala. Neka je zadat sistem

r=z(u,v), y=y(u,v) (1.7.1)

Dati sistem predstavlja transformaciju uv-ravni u xy-ravan, tj. svakoj tacki
P*(u,v) iz uv-ravni odgovara tacka P(x,y) iz xy-ravni. Ako tacki P* € D*
odgovara jedinstvena tacka P € D i obratno, tada je gornjom transformaci-
jom uspostavljeno bijektivno preslikavanje oblasti D* na D. Gornjom tran-
sformacijom se prava u = ug oblasti D*, koja se nalazi u uv-ravni, preslikava
na krivu w-liniju u zy-ravni

T = l'(UO,’U) Y= y(uo,’u) :

Analogno, prava v = vy oblasti D* iz uv-ravni se preslikava u krivu v-liniju
u zy-ravni
Tr = [L‘(U,Uo) y Y= y(u,?}o) .

U = Uy

vV =1

Slika 1.9: Transformacija nekih linija prilikom smjene.

Ukoliko je oblast D* podjeljena mrezom pravih v = ug, v = vy, na
pravolinijske ¢elije-pravougaonike ¢, transformacijom (1.7.1) se ta podjela
preslikava u krivolinijske ¢elije o; u zy-ravni.

Pri tome se pokazuje da vrijedi

lim
diamo; —0 Mes (o‘z* )

mes(o;) _ ’D(w,y)
D(u,v)

u nekoj tacki (x;,y;) € o;. Ovo nam daje princip promjene oblasti integracije
prilikom uvodenja smjena.
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1.7. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

/’\\

Slika 1.10: Transformacija oblasti sa podjelom.

Teorem 1.7.1

Ako se sistemom funkcija

= SC(U,U) Y= y(“’?v)

realizuje bijektivno preslikavanje oblasti D* u oblast D i ako je funkcija
f(z,y) integrabilna u oblasti D, tada je

//D f(z,y)dxedy = //D*f(“?(uyU%?J(U?U))\J(u,v)\dudv.

Kao specijalnu smjenu kod dvojnih integrala navodimo ovdje polarne ko-
ordinate, tj. transformaciju

T =pcosp , y=psing, (1.7.2)
pri ¢emu su prirodne granice novih varijabli date sa

0<p<+oo , 0<p<2r.

(%9) Geometrijski, p predstavlja udaljenost

tacke od koordinatnog pocetka, a ¢ je

P ugao izmedu pozitivnog dijela x-ose i
duzi p, te odatle proizilaze prirodne

2 granice za ove velic¢ine.

T

Slika 1.11: Polarne koordinate.
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1.7. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

Naravno, sada se postavlja pitanje da li postoje razlic¢ite tacke u xy-ravni

kojima bi odgovarale iste veli¢ine p i ¢?

$

Q
Ako posmatramo neko fiksno pg, koristeci 4 /&%Q
smjene 1.7.2, zakljucujemo da sve tacke na \5/
kruzmici 2% + y* = p? imaju istu udalje-
nost od koordinatnog pocetka. Analogno, (0, o)
ako fiksiramo neki ugao g, ponovo koris-
teéi smjene (1.7.2) dobijamo da sve tacke x
na polupravoj y = tgeexr imaju isti ugao 9 9

o = T+ YT =Py

prema pozitivnom dijelu x-ose.

Slika 1.12: Koordinatne linije polarnih koordinata.

Iz ovoga zakljuCujemo da polarne koordinate (po, o) odreduju tacéno
jednu tacku u zy-ravni, sto je i odgovor na postavljeno pitanje. Osim toga, iz
gornjeg razmatranja se vidi da se linije ¢ = ¢( iz polarnog sistema preslika-
vaju u poluprave u xy-sistemu, a da se linije p = py preslikavaju u kruznice.

/
/

2 Y
Yo +—-- -
// D
801 - — — — // _
| | \
Y2_ -~
. N
P1 P2 P P1 P2 T

Slika 1.13: Preslikavanje koordinatnih linija polarnim koordinatama.
Dakle, slika preslikavanjem (1.7.2) oblasti D* iz polarnog sistema, je

oblast D u pravouglom koordinatnom sistemu. Kako je jakobijan ovog pres-
likavanja dat sa J = p, to na osnovu Teoreme 1.7.1 imamo

//D [z, y)dzdy = //D f(pcosp, psinp))pdpdyp .

Primjer 1.9. Izrac¢unati: [/}, e~*~v’dxdy, gdje je oblast integracije D : x2 +
2
y°=1.
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1.7. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

Uvedimo polarne koordinate: x = pcosy, y = psing. Ubacujuéi ove
smjene u jednacinu kruznice, koja predstavlja oblast integracije, dobijamo
da je p = 1. Kako nemamo nikakav uslov na ugao ¢, to je nova oblast
integracije data sa

Sada imamo

¢

1
Primjer 1.10. Izracunati: // ————dxdy, gdje je oblast zadata sa
b (22 + y2)2

x
D:(kl):c2+y2:2x, (kQ)xz—l-yz:le, (ll)yza, (lo) y =2z .

I Uvedimo polarne koordinate
2

5 I r=pcosy, y=psinp, J=p.

Ubacujuci smjene u jednacine kruznice k;
1T i ko, dobijamo redom
oy &
} % ‘ p=2cosp, p=4cosyp . (1.7.3)
-1
-1+ Jednacine linija [y i [, daju nam veze
1

-2+ tgp = 3 tgp =2 . (1.7.4)

Veze (1.7.3) i (1.7.4) nam daju upravo donju i gornju granicu novih vari-
jabli, tj. novodobijena oblast je

1
D*: p>2cosp, p<4cosp ,arctg§ <y <arctg? .
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1.8. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

Sada je prelaz u dvostruki integral dat sa

1 1
[y s tedy =[], yieinas
arctg?2 dcosp ]
e[
arctgy 2cosp P

1 arctg?2 1 1 d
2 Jaretgt \16cos?p  4dcos?p
3 arctg?2 1

R
n 32 m‘ctg% COSQQ)O = 32 g

arctg2 9
m‘ctg% 64 '

¢

Opstija smjena od gornje smjene su tzv. uwopstene polarne koordinate, tj.
xr=apcosy , y=Dbpsinp,

gdje su a i b pozitivni realni brojevi. Ovom smjenom se elipsa 2—; + Z—z =1
u xy-ravni, prevodi u jediniénu kruznicu p = 1 u pp-ravni. Jakobijan ovog
preslikavanja je J = abp.
Napomenimo jos i to da ako zelimo jednacinu opste elipse
(@-pf W-0°_,
a? 2o

prevesti u jedini¢nu kruznicu u pp-ravni, to ¢emo posti¢i smjenama

T =apcosp+p, y=>bpsinp+q,

sa jakobijanom J = abp.

1.8 Smjena promjenljivih u trojnom integralu

Neka je dat sistem
r=z(u,v,w), y=yuvw), z=zu,v,w), (1.8.1)

kojim je definisano bijektivno preslikavanje tacaka P*(u, v, w) uvw-prostora,
u tacke P(x,y, z) iz xyz-prostora. Ako je J jakobijan preslikavanja (1.8.1)
tada vrijedi

///V f(x,y, z)dxdydz = ///V* fz(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w))|J|dudvdw ,

gdje je V* oblast u wvw-prostoru nastala preslikavanjem (1.8.1) oblasti V' u
Ty z-prostoru.

Kako smo se ve¢ ranije upoznali sa cilindri¢énim i sfernim koordinatnim
sistemom, ovdje ¢emo specijalno pokazati ove dvije vrste smjena u trojnom
integralu.
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1.8. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

1.8.1 Cilindri¢éne koordinate

Ako pravougli Descartesov koordinatni sistem zamjenimo cilindricnim koor-
dinatnim sistemom, Sto ostvarujemo sistemom

T =pcosy, y=psing, 2=z,

jakobijan kojeg je J = % = p, tada imamo

///V f(z,y, z)dxdydz = ///v f(pcos, psinp, z)pdpdpdz .

Geometrijska interpretacija cilindri¢nih koordinata je ta da svakoj tacki (x, y, 2)
iz xyz-prostora, pridruzimo njen polozaj na z-osi, udaljenost projekcije te
tacke u zy-ravni od koordinatnog pocetka, p, i ugao izmedu potega p i pozi-
tivnog dijela x-ose, ¢. Pri tome su prirodne granice novih varijabli

0<p<4+00; 0<p<2r; —00< 2 <400 .

z

\

AN
W
R
AN

\
\
\
\
\
\

X
A
N
A\
1\
N
AN

\5‘.
\
)

1\

N
\
A

N
\
\
N
N
§

N
\
N
N
\
N
\

A
“i*
\
\
\

A
\
\
\

y = tgpox

Slika 1.14: Cilindri¢ne koordinate. Koordinatne povrsi cilindriénih koordinata
(desno).

Drzeéi po jednu od cilindri¢nih koordinata konstantnom, dobijamo tako-
zvane koordinatne povrsi u xyz-prostoru. Ako je p = pg, dobijamo koordi-
natnu povr$ z2 + y* = pg (cilindar). Ako je p = ¢g, odgovarajuca povrs je
data sa y = tgpor, a to je poluravan u prostoru koja sadrzi z-osu. Na kraju,
ako z drzimo fiksnim, tj. z = zg, odgovarajuc¢a povrs je ravan z = z.

Primjer 1.11. Izracunati: / / / #dxdydz, gdje je oblast V' ograni-
v (22 + y2)?

Cena cilindrima 2% + y? = z i 22 + y? = 2z, te zavnima z = 0,2z = 4.
Uvodenjem cilindri¢nih koordinata

T =pcosy, y=psing, z==z2,
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1.8. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

oblast V se transformise u oblast

Sp<-,0<2<4.

(ORI

V* i cosp < p<2cosyp, —g

Sada imamo

2 _ Zp cos ¢
/ //V (? +312)2dxdydz B /// « (p? cos? p + p*sin? so)zpdgpdpdz
= /// z cos pdpdpdz
V*

us

o5 2cos p 4
= / cos @dp dp / zdz
_ 0

5 cos ¢
3 2cosp
= 8 cos wdy dp
-3 cos ¢

= 8/E cos? pdp = 4T .
3
¢

1.8.2 Sferne koordinate

Sferni koordinatni sistem ima za ideju orijentaciju na sfernoj povrsini. Sferu
dijelimo "paralelnim" kruznicama, medu kojima je i ekvatorijalna, koje nazi-
vamo paralelama, i "velikim" kruznicama koje sve prolaze kroz polove sfere,
koje nazivamo meridijanima. U takvoj podjeli sfere, pokazuje se boljim opis
polozaja tacke u smislu koliko smo daleko (u stepenima) od nekog fiksnog
meridijana i koliko smo daleko (u stepenima) od neke fiksne paralele, od
uobicajenih koordinata, duzine, Sirine i visine. Naravno, ukoliko sferu "na-
duvavamo", tre¢a bitna stvar o polozaju je i udaljenost posmatrane tacke
od koordinatnog pocetka. Postoje dva pristupa sfernim koordinatama, u
zavisnosti od toga koju paralelu biramo za fiksnu.

Posmatrajmo gornju sliku desno. Uzimamo da je p udaljenost tacke M od
koordinatnog pocetka, ¢ je udaljenost od meridijana, tj. ugao izmedu potega
OM’, gdje je M’ projekcija tacke M u Oxy ravni i pozitivnog dijela x-ose i 0
je ugao izmedu p i Oxy ravni, tj. udaljenost tacke M od ekvatorijalne ravni
(izrazeno uglom). Uocimo trougao AOM'M. To je pravougli trougao, pa iz
njega ocitavamo

COSH:O—M sinH:M—M
OM "’ OM ~’
odnosno
OM' = pcosf , MM' = z = psin@ . (1.8.2)
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1.8. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

Slika 1.15: Dva pristupa sfernim koordinatama.

Iz pravouglog trougla AOAM’ ocitavamo

04 | AM
00 = G+ S = Gap ¢
t].
oM =—  om=-2L_ (1.8.3)
cos sin

Kombinujuéi (1.8.2) i (1.8.3) dobijamo sferne koordinate za slucaj kada ugao
f mjerimo od ekvatorijalne ravni.

x=pcospcosh , y=psinpcosf , z=psinf .
Prirodne granice su

0<p<+400,0<p<2r, ——<0<

’

bl
o]

jer su od "ekvatora' najudaljeniji polovi i to sjeverni 90°, a juzni —90°. Jako-

bijan za ovakve smjene je J = p? cos ), tako sada smjena u trojnom integralu

izgleda

/// f(z,y, z)dzdydz = /// f(pcospcost, psin cos b, psin ) p® cos Odpdpdd .
1% Ve

1
Primjer 1.12. Rijesiti /// ——————dzdydz, gdje je V oblast izmedu
v a2+ y? + 22
lopte 2% + 9% + 22 = R? i dijela konusa 22 = 2% + 9%, 2 > 0.
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1.8. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

z

Konus: z? + y? = 22

Sfera: 22+ 32 +22 =1

Slika 1.16: Presjek sfere i konusa.

Uvedimo sferne koordinate
x = pcospcost , y=psinpcosh , z=psinf ,

za koje je jakobijan J = p? cos 6.

Stavljajuéi ove smjene u jednacinu konusa (vodeéi racuna da radimo sa
unutrasnjim dijelom konusa, 2? > x? + y?), dobijamo relaciju p?sin?6 >
p?cos?, tj. uslov tan?6 > 1. Ovaj uslov je ekvivalentan ¢injenici da je

0 € [%, %’r} U {%’T, %’T}, a zbog uslova z > 0, tj. psinf > 0, takode imamo da
mora biti 6 € [0, 7], Sto zajedno sa prirodnim granicama ovog ugla daje uslov
T T
- <0< —. 1.84
1 S0 35 (1.84)

Stavljajuéi sferne koordinate u jednacinu sfere, dobijamo uslov p?> < R?, a
zbog prirodnih granica za p ovo daje uslov

0<p<R. (1.8.5)
Kako drugih uslova vise nemamo, granice ugla ¢ su prirodne, tj.

0<p<2r. (1.8.6)
Uslovi (1.8.4), (1.8.6) i (1.8.5) nam odreduju oblast V*, pa sada imamo

1 1,
///V mdmdydz = ///v ?,0 cos Bdpdpdd

2m R 5
= / d(p/ dp/ cos 0df
0 0 z
ﬂ)

= 27mRsinf|? = 2R7w (1 - —

INETSE]

2
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1.9. Primjena visestrukih integrala

¢

Uvodedéi sferni koordinatni sistem, mjereéi ugao 6 od sjevernog pola (Slika
1.15, lijevo), rezonujudi slicno kao u prvom sluéaju, sistem glasi

x =pcosysing , y=psinpsinf , z = pcosb ,
gdje su prirodne granice novih koordinata
0<p<+400,0<p<2r,0<0<7.

Sada je najudaljenija tacka od sjevernog pola, juzni pol i to 180°. Jakobijan
je J = p*sinf, i smjena u trojnom integralu izgleda ovako

/// f(x,y,z)dxdydz:/// f(pcossinf, psin sin 6, p cos ) p? sin Odpdpdh .
v Ve

1.9 Primjena visestrukih integrala

Izracunavanje zapremine

Neka je z = f(z,y), (z,y) € D C R? 2 > 0, povr$ u prostoru zyz. Sa [’
ozna¢imo granicu oblasti D. Cilindri¢na povrs sa vodiljom !’ i izvodnicama
paralelnim osi Oz, sijeCe povrs f(x,y) po krivoj [. Sa V' ozna¢imo zapreminu
tijela ogranicenog sa pomenutom cilindarskom povrsi (sa strane), oblaséu D
(odozdo) i povrsi f(z,y) (odozgo).

-

Slika 1.17: Zapremina V ispod povr$i f(z,y), nad oblaséu D.

Tada je
V= //D f(z,y)dxdy . (1.9.1)

Zaista, iz same definicije trojnog integrala jesno je da vrijedi

vz/// drdydz |
1%
3

2



1.9. Primjena visestrukih integrala

a ovo na osnovu Definicije 1.5.3, mozemo zapisati kao

V= //D dxdy /Of(m’y) dz = //D f(z,y)dxdy .

U slucaju da je f(z,y) <0, jasno je da vrijedi

V= —//D f(z,y)dxdy .

Primgjer 1.13. Izrac¢unati zapreminu tijela ograni¢enog paraboloidom z =
2?2 + 9?2, cilindarskim povr§ima z? + y* = z, 2% + y*? = 22 i sa ravni Oxy.

Ako sa D ozna¢imo oblast u Oxy ravni, omedenu krugovima x? +y? = x
i 22 + y? = 2z, traZena zapremina je

V= //D(x2 +1y?)dady .

Uvedimo polarne koordinate: x = pcosp, y = psin p. Jednacine krugova u
polarnim koordinatama su p = cosg i p = 2cos . Sada imamo

Y z 2 cos

vV = /i dy . pidp
D ) Ccos
15 3,
= 4] o8 pdp

2

X 45
357 -

¢

Izracunavanje povrsine ravnih likova

Posmatrajmo funkciju y = f(x) > 0 definisanu na razmaku [a, b]. Neka je
D oblast ogranicena sa gornje strane krivom f(z) sa donje strane razmakom
[a,b] i sa strana pravama z = a i x = b.

Y f(z)

D

Slika 1.18: Povrsina oblasti D ispod krive f(z), nad segmentom [a, b].
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1.9. Primjena visestrukih integrala

Iz ranijeg izucavanja znamo da je povrSina oblasti D data sa

mes(D) = /abf(x)dx :

Medutim, gornji izraz se moze zapisati i sa

mes(D) = /abf(x)dx: /abd:p/of(m) dy = //Ddxdy,

sto daje formulu za izracunavanje povrsine ravnog lika D.

Primjer 1.14. Izracunati povrsinu kruga poluprecnika 7.
U pitanju je proizvoljan krug, pa ¢emo izabrati centralni krug poluprecnika
r. Sada je trazena povrsina

P:// dedy , D: 2* +9*> =1r%.
D

Uvedemo li polarne koordinate, tj. smjene x = pcosp, y = psin ¢, imamo

2 T
P:/ dgp/ pdp = r’1 .
0 0

&

Izracunavanje mase tijela

Posmatrajmo tijelo mase m u dijelu V' prostora R® u pravouglom koor-
dinatnom sistemu Ozyz. Koli¢nik #(\/)7 naziva se srednja gustina datog
tijela. Ako sada uoc¢imo proizvoljnu tacku A(z,y, z) € V' i proizvoljnu kuglu
K(A, ) oko te tacke koja lezi u tijelu V| gustinu tijela u tacki A, u oznaci
p(A) po definiciji rac¢unamo sa

e—=0 mes
gdje je my masa lopte K(A,¢). Ako je p(A) = const, za tijelo kazemo da je
homogeno i u tom slucaju veza izmedu gustine p i zapremine mes(V'), data
je poznatom nam formulom m = mes(V)p.

Pretpostavimo zato da tijelo nije homogeno i da mu je gustina p(z, vy, 2),
(r,y,z) € V, poznata. Izvrsimo podjelu tijela V' na podoblasti V;, i =
1,2, ...,n, kojih je dijametar proizvoljno malen i u kojima onda mozemo sma-
trati da je gustina konstantna i jednaka p(z;, y;, 2;) za neku tacku (x;, y;, z;) €
V;. Jasno je tada da vrijedi

mi = p(zi, yi, zi)mes(V;) , i =1,2,...,n,
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1.9. Primjena visestrukih integrala

pa ako izvrsimo sumiranje svih ovih masa, dobijamo pribliZznu masu tijela.
Prelaskom na limes
n

llm Zp(l‘zayuzl)mes(%) )

max mes(V;)—0 =1

dobija se masa tijela, tj.

m = ///V p(x,y, z)dxdydz .

Primgjer 1.15. Izra¢unati masu kruznog cilindra visine A i poluprecnika os-
nove R kod koga je gustina u svakoj tacki direktno proporcionalna rastojanju
te tacke od baze cilindra.

y=+VRI— a2
-R R
L] gl y=—vVR—12
x— R Ry
(a) Kruzni cilindar visine H i poluprecnika osnove R (b) Projekcija cilindra u xOy ravan

Kako je gustina posmatranog tijela u tacki proporcionalna rastojanju te
tacke od baze u xOy ravni, to je p(x,y, z) = kz, gdje je k konstanta propor-
cionalnosti. Prema gornjem razmatranju sada imamo

dedyds — [ (757 (1 aas ) dy ) d
m—///‘/p(x,y,z)xyZ—/R</m</() ZZ) y) T
R \/RQ—zQ:[
:k:/ (/ —H2dy>dx
~-rR \J-VR?=22 2
R
— kH? / NI
—R

1
= §]€H27TR2 .
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1.9. Primjena visestrukih integrala

Moment inercije

Pod momentom inercije materijalne tacke u odnosu na pravu podrazumi-
jeva se proizvod mase tacke i kvadrata rastojanja te tacke od prave. Moment
inercije kona¢nog skupa materijalnih tacaka jednak je zbiru momenata poje-
dinac¢nih tacaka. U cilju definisanja i izracunavanja momenta inercije tijela,
postupam na sljedec¢i nacin.
Pretpostavimo da tijelo V' u prostoru Ozyz ima gustinu p(z, vy, 2), (z,y, 2) €
V. Podijelimo V' na manje oblsti V;, « = 1,2,...,n, i izaberimo istaknute
tacke (x;, ¥, 2;) u svakoj od podoblasti V;. Smatrat ¢emo da je momenat
inercije I; dijela tijela V; u odnosu na osu Oz ima vrijednost

I = (27 + y))p(xi, yi, zi)mes (V)

Sumirajuci i prelazeci na limes, dobija se po definiciji moment inercije I datog
tijela
n

I= lim > (@ +yd)plxi, yi, zi)mes(V;) = ///($2+y2),0($, y, z)dxdydz .

max mes(V;)—0 P
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