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Pojam odredenog integrala, definisanog na nekom segmentu realne prave,
u prethodnoj smo glavi uopstili progirujuéi integraciju na oblast u R? i R3
prostoru. Sada ¢emo uopstavanje izvrsiti u drugom pravcu. Naime, ako za
oblast integracije ne posmatramo segment prave linije, nego luk proizvoljne
krive u prostoru, a podintegralna funkcija se definiSe na tom luku, dolazimo
do pojma krivolinijskog integrala.

Krivolinijski integral se koristi, kako u matematici, tako i u raznim pri-
mjenama (izracunavanje rada sile na putu, cirkulacija fluida, izra¢unavanje
mase tijela itd.).

Uobicajeno se razmatraju dvije vrste krivolinijskih integrala, krivolinijski
integral prve i krivolinijski integral druge vrste i mi ¢emo ovdje uraditi isto
uz napomenu da su sva razmatranja izvedena u prostoru R3.

1.1 Motivacija za krivolinijski integral

Neka sila konstantnog intenziteta F' djeluje u pravcu kretanja na objekat
duz prave linije, i neka se pri tome objekat pomjeri za duzinu s. Veli¢inu F's
nazivamo rad sile F' na putu s i oznacavamo je sa A (Slika 1.1 a)).



1.1. Motivacija za krivolinijski integral

A=F.s A= PrzF -s
E/
: F PrzF | §
s s
(a) Rad sile u pravcu kretanja (b) Rad sile pod uglom

Slika 1.1: Rad sile na pravolinijskom putu

Opstije, ukoliko sila konstantnog intenziteta F' djeluje pod nekim uglom
na objekat koji se krece pravolinijski, tada se rad ostvaruje silom ¢iji je in-
tenzitet projekcija sile F' na vektor kretanja s (Slika 1.1 b)).

Uopstimo dalje razmatranje tako Sto ¢emo posmatrati kretanje objekta
po proizvoljnoj putanji ¢, na kojeg djeluje sila ovisna o trenutnoj poziciji
objekta na putanji. U trenutku t,, objekat se kreée u pravcu Dg(t,), a na
njega djeluje sila F'(p(ty)).

Fe(t)) !

Slika 1.2: Kretanje objekta duz krive ¢ pod djelovanjem sile F'

U opstem slucaju, silu F' reprezentuje funkcija F': R" — R"™ (vektorsko
polje). Kriva po kojoj se objekat krece je jednodimenzionalni objekat u pros-
toru i kao takva, moze se predstaviti funkcijom jedne varijable ¢ : [a, b] — R",
koju nazivamo parametrizacija krive c i za koju pretpostavljamo da je glatka
kriva.

Za izracunati rad koji izvrsi sila F' kada se objekat pomjeri iz tacke ¢(a)
u tacku ¢(b), prvo interval [a, b] podijelimo na m podintervala duZine

b—a

At ,
m

(podjela ne mora biti ravnomjerna) tackama a = tg < t; < ty < -+ <
tm = b. Sada, u trenutku t; (k =0,1,...,m — 1), objekat se kre¢e u pravcu
Do(tr) = ¢'(tg), brzinom ||Dp(tx)|| i prelazi put ||De(ty)||At do trenutka
tr+1. Oznacimo li sa Ay rad sile F' na putu od ¢(tx) do ¢(tx41), imamo

A = F(p(ty)) - Do(ty) At .

2



1.2. Krivolinijski integral prve vrste

Naravno, sada je rad na putu od ¢(a) do ¢(b) dat sa

A mz__j Ay = mz__j F(p(ty)) - Dp(ty) At .

Pustajuéi da m neograniceno raste (sve sitnije i sitnije podjele), dobijamo

A= Jim Y F(e(t) - De(t) ot = [ F(a(t) - Doty

=0 a

1.2 Krivolinijski integral prve vrste

Posmatrajmo u prostoru Oxyz dio krive L od tacke A do tacke B, koja se
moze rektificirati i koja nema samopresjeka. Neka su njene jednacine date
sa

x=x(t), y=yt), z=2(t) ; telnpf]. (1.2.1)
Neka je funkcija f(z,y, z) definisana i ograni¢ena na krivoj L. Podijelimo
segment [oy, 8] na n dijelova, a =ty < t; < ... < t, = . Svakoj vrijednosti
ti, i = 1,2,...,n odgovara na krivoj tacka A; ¢ije su koordinate (x;,y;, 2;),
gdje je z; = x(t;), v; = y(t;) i z; = z(t;). Specijalno, za t = t; imamo tacku
A(xo,v0,20) 1 za t = t, tacku B(zn,Yn, 2,). Na svakom segmentu [t; 1, ;]
izaberimo proizvoljnu vrijednost 7; parametra . Ovoj vrijednosti odgovara
tacka M;(&;, ni, ¢;) krive L, pri ¢emu je

S=x(n), mi=ylmn), G=2(m);i=1,2,..,n.

totits  tio1t; tn

/

Slika 1.3: Podjela luka krive.

Sa As; oznac¢imo duzinu luka A; 1A; krive L. Posmatrajmo slijede¢u

integralnu sumu
n

o(f,L) = Z (&, mi, G)As; (1.2.2)

=1



1.2. Krivolinijski integral prve vrste

Za broj I kazemo da je limes integralne sume o( f, L) kada max As; tezi 0, u
oznaci

lim o(f,L) =1,

max As; —0

ako za svako ¢ > 0, postoji 0 > 0, tako da je |o(f, L) — I| < € za max As; < 0
i za proizvoljan izbor tacaka (&;,7;, (;) na luku A; 1 A;.

Definicija 1.2.1

Ako za funkciju f(x,y, z) definisanu i ograni¢enu na luku L = AB pOs-
toji  lim 00( fyL) = I, onda se I naziva krivolinijski integral prve

max As;—

vrste funkcije f(z,vy, z) po krivoj L i oznacava se sa

I:/Lf(:c,y, 2)ds ili I:/ABf(x,y, 2)ds

Cesto ¢emo umjesto o krivoj integracije govoriti o luku ili putanji inte-
gracije i nadalje ¢emo podrazumijevati da je L dio-po-dio glatka kriva, a
da je f(z,y, z) ograni¢ena na L i neprekidna u svim tackama krive L, osim
u njih kona¢no mnogo. Ove posljednje pretpostavke su ustvari neophodni
uslovi postojanja krivolinijskog integrala prve vrste. Sljede¢im teoremom
navodimo neke od osnovnih svojstava ovog integrala.

Teorem 1.2.1: Adiotivnost i homogenost po podintegralnoj
funkciji

Neka je L = AB C R3 dio-po-dio glatka kriva bez samopresjeka i neka
su f i g funkcije definisane na luku L tako da integrali [, f(z,y, 2)ds i
I 9(x,y, z)ds postoje. Za a,b € R vrijedi

L(af(x,y, 2) 4+ bg(x,y, 2))ds = a/Lf(:E,y, z)ds + b/Lg(:E,y, z)ds .

Dokaz : Dokaz ove ¢injenice slijedi direktno iz osobina kona¢nih suma.

n

> laf (&, mi G) + bg(&mi, Gi)] As; = aZf &ir > Gi)AAsi +ng §ir iy Gi) As

=1

Prelaskom na limes kada max As; — 0 dobija se tvrdnja. &



1.2. Krivolinijski integral prve vrste

Teorem 1.2.2: Aditivnost po luku integracije

Neka je L = AB C R? dio-po-dio glatka kriva bez samopresjeka. Za
proizvoljnu tacku C' luka L, izmedu tacaka A i B vrijedi

/ABf(x,y,z)ds = /Acf(:r,y,z)ds—l-/CBf(x,y,z)ds

Dokaz : Pri podjeli luka AB tackama A;, kao jednu od podionih tacaka iza-
berimo i tacku C'i fiksirajmo je. Integralna suma o(f, L) moze se simbolicki
zapisati u obliku

L) =" f(&m, G)Asi + > f(&m, G)As;
AC CB

gdje podrazumijevamo da u prvoj sumi sumiramo po onim tackama A; koje
su na luku AC', a u drugoj sumi po tackama koje su na luku C'B. Prelaskom
na limes kada max As; — 0 dobija se trazena tvrdnja. ¢

Teorem 1.2.3

Neka je L = AB C R3 dio-po-dio glatka kriva bez samopresjeka i neka su
dalje f i g funkcije definisane na luku L tako da integrali [, f(z,y, z)ds

i [, 9(z,y,2z)ds postoje.
L. ‘fL f(l', Y, Z)dS‘ S fL ’(I, Y, Z)’dS.
2. Ako je f(z,y,2) < g(z,y,2) za (v,y,2) € L, onda je

/ flx,y,2)ds < / g(z,y,2)ds
L L

Dokaz :

1. Slijedi iz uopstene nejednakosti trougla

n

Z f(§z> i, Cz Asz

i=1

2. Iz nejednakosti f(g’mn'n CZ) < 9(5177717 CZ)) 1= ]-7 27 ey 1, SllJedl U(f? L) <
o(g, L), sto direktno daje trazeno tvrdenje.

Z fuﬁz;@ |A51 .




1.2. Krivolinijski integral prve vrste

Teorem 1.2.4

Neka je f(z,y, z) neprekidna funkcija na luku L. Postoji M*(z*,y*, 2*)
na luku L, takva da vrijedi

/Lf(x7y7 Z)dS = f(x*7y*72*) ’ l(L) )

gdje smo sa [(L) oznacili duzinu luka L.

Jedna vazna osobina krivolinijskog integrala prve vrste iskazana je slije-
ded¢im teoremom.

Teorem 1.2.5

Ako postoji [45 f(z,y, 2)ds, onda vrijedi

/AB flx,y, 2)ds = ./BAf(x’y’zMS '

Dokaz : Dokaz slijedi iz ¢injenice da veli¢ina As; predstavlja duzinu luka od
tacke A;_ 1 do tacke A;, pa je ocigledno svejedno da li tu duzinu posmatramo
od Ai,1 do Az ili od Az do Aifl. *

1.2.1 Izracunavanje krivolinijskog integrala prve vrste

Sljede¢im teoremom dajemo pravilo za izracunavanje krivolinijskog integrala
prve vrste.

Teorem 1.2.6

Neka je luk krive L = AB zadat jednacinama

r=x(t), y=yt), 2=2(t); t € f],

glatka kriva bez samopresjeka i neka je f(x,y, z) neprekidna funkcija na
luku L. Tada vrijedi formula

B
[ o zds = [ falt) (0, 200720 + 920 + (0
(1.2.3)




1.2. Krivolinijski integral prve vrste

Vidimo da se u stvari krivolinijski integral prve vrste, tj. ako je luk L
zadat parametarskim jednac¢inama, svodi na obi¢ni Riemanov integral jedne
varijable.

Primjer 1.1. Tzracunati [, (z*+y*+2%)ds, gdje je luk L zadat parametarskim
jednac¢inama kruzne zavojnice

L: z=acost, y=asint, z=0t; t€[0,n].

Na osnovu formule 1.2.3 imamo

/ (22 + 2+ 2H)ds = / (a® cos®t + a’sin?t + b2t2)\/a2 sin®t + a? cos?t + b2 dt
L 0
= Va2 + b2/ (a® + b*t*)dt
0
1
= (7Ta2 + §7T3b2) Va? + b?

&

Primjer 1.2. lzracunati: [,z(x + y + 2)ds, gdje je luk dio prave od tacke
A(1,1,1) do tacke B(3,3,3).

Jednacina prave zadata tackama A i B je “T’l%z—gl ili u parametarskom
oblikux =2t+1, y=2t+1, z =2t + 1, pa je na osnovu formule 1.2.3

1
/ (z+y+2)ds = /(2t+1+2t+1+2t+1)\/12dt
AB 0

_ 2\/5/01(6t+3)dt
= 12V3



1.3. Krivolinijski integral druge vrste

1.3 Krivolinijski integral druge vrste
Neka je kriva L u prostoru data jednacinama
r=z(t), y=yt), z=2(t); t€[a,fj]

i neka su funkcije P(z,y,z2), Q(x,y,z) i R(x,y,z) definisane i ogranicene
na luku L. Podjelimo segment [« 8] na n dijelova tackama ¢; i na svakom
podsegmentu [t;_1,t;] izaberimo proizvoljnu vrijednost 7;, i = 1,2, ..., n. Vri-
jednostima ¢; odnosno 7; odgovaraju tacke A;(x;, y;, 2;), odnosno M; (&, i, Gi),
pri cemu je z; = x(t;), yi = y(4), zi = 2(t:), & = (), mi = y(7) 1 G = 2(7),
1 = 1,2,...,n. Uvedimo jo$ oznake Ax; = x; — x; 1, Ay; = yi — yiq 1
Azi =y — Yi1
Sada mozemo formirati slijedeé¢e integralne sume

n

o1(P,L) =Y P(&,ni, G)Az; |

i=1

n

UQ(Q) L) = ZQ(&)UZ) CZ)AyZ ’

i=1

U3<R7 L) = Z R(fza i, CZ)AZZ .

i=1

Definicija 1.3.1

Neka za funkciju P(z,y,2) (Q(x,y,z), R(z,y,z2)), definisanu na luku
L, postoji limes integralne sume oy(P, L) (02(Q, L), o3(R, L)) kada
max Az; — 0 (max Ay; — 0, max Az; — 0), tada se on naziva krivoli-
nijskim integralom druge vrste funkcije P(z,y, 2) (Q(z,y, 2), R(x,y, 2))
po luku L i oznacava se sa

/LP(x,y,z)dx (/LQ(x,y,z)dy, /LR(x,y,z)dy) .

Zbir [, P(z,y, z)dz+ [, Q(z,y, 2)dy + [, R(x,y, z)dy se obi¢no zapisuje
u skracenoj formi

| Play.2)da + Q(a,y, 2)dy + Riw,y, 2)dy

i naziva se (opstim) krivolinijskim integralom druge vrste.




1.3. Krivolinijski integral druge vrste

Narednim teoremama dajemo osobine krivolinijskog integrala druge vrste
koje su identi¢ne osobinama krivolinijskog integrala prve vrste.

Teorem 1.3.1: Aditivnost i homogenost po podintegralnoj funk-
ciji

Neka je L = AB luk krive, P i P, funkcije definisane na luku L i neka
postoje integrali [; P(z,y,2)dx i [, Pi(x,y, z)dz. Za proizvoljne a,b € R
vrijedi

/(aP(x, y,2) + bP(x,y, z))dz = a/ P(z,y,z)dx + b/ Pi(x,y, z)dz .
Jr L Jr

Teorem 1.3.2: Aditivnost po luku integracije

Neka je L = AB luk krive i neka je C' € L izmedu tacaka A i B. Tada
vrijedi

/ P(z,v, z)d:r::/ P(z,v, z)dx—l—/ P(z,y,z)dx .
AB AC CB

Teorem 1.3.3

Ako je P(x,y, z) neprekidna funkcija na luku AB, onda postoji tacka
M*(x*,y*, 2*) na luku AB, takva da je

/ P(z,y,z)de = P(z*,y*,z2")(b—a) ,
JaB

gdje je x(a) = a, x(B) = b.

Sada ¢emo vidjeti da slijedece svojstvo nije jednako kod krivolinijskih
integrala prve i druge vrste.

Teorem 1.3.4

Ako postoji integral [,z P(z,y, z)dx, tada vrijedi

/ P(z,y,z)de = — l P(z,y, z)dx .
JaB BA

Dokaz : Sami! &



1.3. Krivolinijski integral druge vrste

1.3.1 Izracunavanje krivolinijskog integrala druge vr-
ste

Teorem 1.3.5

Neka je kriva AB zadata jednacinama

v=x), y=yt), 2=2(t); t€[a,f],

glatka i nema singularnih tacaka i neka je funkcija P(z,y, z) neprekidna
na luku AB. Tada vazi formula

B

/ABP(x,y,z)d:r:/ P(a(t), y(t), (1)) - ' (£)dt . (1.3.1)

«

Analogno se iskazuje tvrdnja i za funkcije @ 1 R, tj.

[ Q. 2)de = [ Q) (0, 2(0) - ()
AB «a

B
/AB R(x’y’z)dx:/ R(x(t),y(t), 2(1)) - 2 (t)dt .

«

Sada za sumarnu formulu imamo
B
/A Pdz + Qdy + Rdz = / (Pa'(t) + Qy'(t) + R/ (t))dt . (1.3.2)
B o

Primjer 1.3. Izracunati: [; (x®—2xy)dz+ (y*—2zy)dy, gdje je L luk parabole
y = 2%, od tacke A(—1,1) do tacke B(1,1).
Za parametar krive uzimamo x. Formula 1.3.2 nam daje (R = 0)

1
/(x2 —2zy)dx + (y* — 2xy)dy = / (2% — 22° + 22° — 4a*)dx
L

-1

14

15
¢
Primjer 1.4. Izracunati: [, (y—z)dz+(z—z)dy+(z—y)dy, gdje je L kruznica
odredena sferom 2% +y2+ 2% = a? i ravni y = x. Pri tome je smjer integracije
suprotan kretanju kazaljke na satu, ako se gleda iz pozitivnog dijela z-ose.

Za parametar ocigledno mozemo izabrati ugao izmedu radijus-vektora

tacke na kruznici i ekvatorijalne ravni. Iz sfernih koordinata onda imamo

av/2 av/2

r = ——cost = ——cost, z=asint
2 7y 2 ) b

10



1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

MR
T\

S CIUANY

Slika 1.4: Presjek sfere i ravni.

pri cemu se zbog zadate orijentacije, parametar ¢ mijenja od 0 do 27w. Sada
na osnovu formule 1.3.2 imamo

Joly — 2)dx + (2 — z)dy + (z — y)dy =

(——cost —sint)sint —

/2” [_ a?v/2 /2 a?y/2
0 2 2

2
(sint — % cost)sint| dt
= 0.
¢

1.4 Nezavisnost integracije od putanje. Gre-
enova formula

Krivolinijski integral druge vrste u opstem slucaju zavisi od putanje po kojoj

se vr§i integracija (Teorem 1.3.4). Medutim, to nije uvijek slucaj. Ukoliko

izraz Pdx + Qdy + Rdz predstavlja totalni diferencijal neke funkcije tri pro-
mjenljive u(z,y, z) tojest,

du(l‘v Y, Z) = P(fL’, Y, Z)dZL‘ + Q(xa Y, Z)dy + R(:Ev Y, Z)dZ )

onda integral vektora (P(z,vy, 2), Q(x,y, z), R(z,y, 2)) po luku L = AB zavisi
samo od tacaka A i B, a ne i od linije kojom su te tacke povezane. Ovo
razmatranje ¢emo iskazati teoremom,

11



1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

Teorem 1.4.1

Neka je u oblsti V' C R? zadata neprekidna vektorska funkcija

7 = (P(I7 y? z)? Q(:L’, y’ Z)7 R(aj7 y? z)) *
Tada su sljedeca tvrdenja ekvivalentna:

1. Postoji funkcija u(z,y, z) sa neprekidnim prvim parcijalnim izvo-
dima, definisana u oblasti V', takva da je

ou ou ou

_P<x7yaz) ) 8_y :Q(xvyvz) 9 E :R<x7yaz) .

o =
2. Krivolinijski integral druge vrste [,z Pdx + Qdy + Rdz po putanji
AB C V, gdje su A(xo,yo0,20) i B(z1,y1,21) pocetna, odnosno

krajnja tacka te putanje, ne zavisi od oblika putanje, nego samo
od tacaka A i B. Pri tome vrijedi

[, Pda+Qdy+ Rdz = u(wr, 1, 21) = u(zo, o, 20)

3. Krivolinijski integral

}{ Pdz + Qdy + Rdz

po proizvoljnoj zatvorenoj putanji ¢ C V' jednak je nuli.

Na osnovu gornjeg teorema jasno je da se problem izracunavanja krivo-
linijskog integrala druge vrste, kada on ne ovisi o putu integracije, svodi na
raspoznavanje kada je podintegralna funkcija totalni diferencijal neke vek-
torske funkcije. Zato nam je od interesa dati jos neki kriterijum za takvo
"raspoznavanje'. Za naredni teorem neophodan nam je slijede¢i pojam.

Definicija 1.4.1

Za oblast V C R3 kaZemo da je prosto povezana ako se svaka zatorena
dio-po-dio glatka kriva ¢ C V', moze "stegnuti' u proizvoljnu tacku M, €
¢, ostajuci pri tome u oblasti V.

Strogu matematicku formulaciju pojma "stegnuti' ovdje ne¢emo razmatrati.
Neka on ostane u domenu intuitivnog, ali navedimo neke primjere prosto

12



1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

povezanih i nepovezanih oblasti. Unutrasnjost proizvoljnog kruga i kvadrata
su prosto povezane oblasti u R?, ali krug bez svog centra to nije. U R3
primjer prosto povezane oblasti su lopta i kocka, takode i oblast ogranic¢ena
dvjema koncentri¢nim sferama. Torus je primjer oblasti u R? koja nije prosto
povezana.

Teorem 1.4.2

Neka je u prosto povezanoj oblasti V' C R? zadata neprekidna vektor-

ska funkcija 7 = (P(x,y, 2), Q(x,y, 2 ),R(Jc Yy, z)) koja ima neprekidne
parcijalne izvode %—P, %—f, %—g, 8—?, g—ﬁ a . Potreban i dovoljan uslov da

integral [,z Pdx + Qdy + Rdz, AB C V ne zavisi od putanje AB, jeste
da su ispunjeni uslovi

oP _9Q 9Q OR OR 9P

dy Oxr 0z Oy or 0z

Primjer 1.5. IzraCunati:

d d
j{:c2+y2 x+x2+y2 v

po putanji ¢ koja predstavlja kruznicu (z — 3)% +y? = 1.
Kako su P(z,y) = 57345 1 Q(x,y) = ;777 neprekidne u oblasti ogranice-
noj krivom c i kako su

o°P  y*—a? 0Q

dy (22 +y?)? O
i uz to neprekidne funkcije u istoj oblasti, to na osnovu Teorema 1.4.1 za-
klju¢ujemo da je dati integral jednak 0.
Primjer 1.6. IzraCunati:

}ixQ +y2dx+ x? +y2dy ’

po putanji ¢ koja predstavlja kruznicu x = acost, y = asint, t € [0, 27].
- 0Q
Za razliku od gornjeg primjera, ovdje su funkcije P,Q, 2 ay i 5% nepre-
kidne u svim tackama oblasti ograni¢enom krivom ¢ osim u tacki (0, 0), koja
se nalazi unutar te oblasti. Naravno, mogli bi ne posmatrati tu tacku, ali
oblast datog kruga bez tacke (0,0) nije onda prosto povezana pa se ne mo-

zemo pozvati na prethodne dvije teoreme. Zato izracunavanju ovog integrala
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

pristupamo na klasi¢can nacin.

— 2r / —qsint t
?{ LA dy = / < @ (—asint) + 2% acos t) dt
c 0

2 + y2 x2 + y2 a2 a2

= 27.

O

Veza izmedu dvojnog integrala po nekoj oblasti i krivolinijskog integrala
po granici te oblasti data je poznatom Greenovom formulom. Uoc¢imo prostu
zatvorenu krivu ¢ C R? koja ograni¢ava oblast D. Ako se ¢ sastoji od dijelova
grafika dviju neprekidnih funkcija f i g, definisanih na [a,b] i takvih da je
f(z) < g(x) za z € [a,b], i eventualno dijelova pravih x = a i = b, onda
¢emo oblast D nazvati elementarnom oblaséu u odnosu na osu Ox. Na slican
bi nac¢in definisali elementarnu oblast u odnosu na osu Oy. Oblasti koje su
elementarne u odnosu na obje ose zovemo prosto elementarnim oblastima.

Y

T w)!

a b T I

(a) Elementarna oblast u odnosu na Oz (b) Elementarna oblast u odnosu na Oy

Teorem 1.4.3: Greenova teorema

Neka je D C R? oblast ograni¢ena dio-po-dio glatkom krivom c. Ako
su funkcije P(z,y) i Q(z,y) neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim
oP

izvodima By %—g, na zatvorenoj oblasti D, tada vazi jednakost

73 P(z,y)dx + Q(x,y)dy = //5 (g—cj - g—Z)) dxdy . (1.4.1)

Pri tome, oznaka ¢* u krivolinijskom integralu oznacava da se integracija
vrsi u smjeru pri kome tacke oblasti D uvijek ostaju s lijeve strane u
odnosu na kretanje.

Dokaz : Pretpostavimo za pocetak da je oblast D elementarna oblast u
odnosu na Ox osu. Dakle, neka je granica oblasti D kriva ¢ odredena jed-
nacinama y = f(x), y = g(x) (f(z) < g(z) za a < x <b), zatim sa © = a i
fla) <y <g(a), kaoixz =0, f(b) <y < g(b), sto je predstavljeno slikom
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

Sada imamo,

T, g9(z)

/ /ﬁ%yy)dxdy N / /f(w) ?9];
= [ (Pw.ga)) - P(z. f(a))) dr
— /abP(x,g(x))dx — /abP(:c,f(x))dx
= — GHP(x,y)dx—/EFP(%y)dx

Uzimajuéi u obzir da na pravama x = a i x = b vrijedi dx = 0, imamo

/ P(z,y)dx =0 , / P(z,y)dx =0,
HE FG

pa zajedno sa prethodnim vrijedi

// 8P (z,y) I Grdy = _/GH P(x,y)dx—/HE P(x,y)dx—/EFP(:p,y)dx—/FGP(x,y)dx,

odnosno 5P
//_dedy = —?{ P(z,y)dx
D 83/ ct

Na sli¢an nacin bi dobili

/é%dmdy = 7{+ Qz,y)dy .

Sabiranjem posljednje dvije jednakosti dobijamo trazenu formulu

?{ P(z,y)dx + Q(z,y)dy = // <8Q X)) 8Péz,y)> dzdy .
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

;/
Q)

Slika 1.5: Podjela oblasti na elementarne oblasti.

Ako oblast D nije elementarna, onda je prvo pravim linijama paralelnim
koordinatnim osama podijelimo na elementarne oblasti D;, i = 1,2, ...,n, sto
je prikazano na slici (1.5).

Nakon toga na svaku podoblast D; primjenimo dobijenu jednakost

§. P+ Q= [ [ (aQ”)—aPéz’y))dxdy,

Ci

gdje je ¢; granica oblasti D;. Sabiranjem ovih jednakosti po ¢ = 1,2,...,n,
dobijamo formulu

f{ P(z, y)dx+Qxydy—// (any)—aPéz’y)>dxdy.

ct

Pri tome treba uociti da se krivolinijski integral druge vrste po onim gra-
nicama susjednih oblasti koje su im zajednicke, i nalaze se unutar oblsti D,
pojavljuje uvijek dva puta i to kreéuéi se suprotnim smjerovima, pa se svi ti
integrali ponistavaju zbog poznate nam osobine krivolinijskog integrala druge
vrste. &

Izvedimo i jednu primjenu krivolinijskog integrala druge vrste i Greenove
teoreme. Ona se odnosi na izracunavanje povrsine ravnog lika.

Primgjer 1.7. Neka je D zatvorena oblast u ravni Ozy, ogranicena dio-po-dio
glatkom krivom c. Poznato nam je da vrijedi

mes(D) ://Ddxdy.

S druge strane, koriste¢i Greenovu formulu, uzimajuéi P(z,y) = 0i Q(z,y) =

x, dobijamo vezu
//d:cdy:% xdy .
D ct
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

Ako uzmemo P(z,y) = —y i Q(z,y) = 0, dobija se

// d:pdy:—% ydx .
D ct

Objedinjujuci gornje, dobijamo formulu za izra¢unavanje povrsine ravne fi-

gure
1

mes(D) = // dxdy = —y{ xdy — ydx .
D 2 Je+
&

U sljede¢em primjeru ilustrovat ¢emo primjenu Greenove teoreme u izra-
cunavanju krivolinijskih integrala.

Primjer 1.8. Izrcunati:

Y x
dx — d
/cx2+y2x 2y
gdje je ¢ luk parabole y = 2?2, od tacke A(—1,1) do tacke B(1,1).
Oblast D koju posmatramo u Greenovoj teoremi je za-

tvorena i ogranic¢ena, pa je linija ¢ koja je ogranicava,
/ zatvorena linija. Dakle, da bi mogli primjeniti Greenovu
|

teoremu, neophodno je da putanja integracije bude za-
1 1 tvorena kontura, Sto u nasem primjeru nije slucaj.

S druge strane, motiv za primjenu Greenove teoreme je ¢injenica da vrijedi
uslov
or 0Q
oy Oz’
jer je u tom slucaju izraz na desnoj strani u (1.4.1) jednak 0. Kod nas je taj
uslov zadovoljen, tj. vrijedi

op _ &-y _0Q
oy  (22+y2)r Oz’

a to znaci da bi bilo dobro iskoristiti Greenov teorem. U tom cilju nasu puta-
nju integracije ( dio parabole ), zatvorimo proizvoljnom krivom (zatvaranje
treba izvesti sa krivom po kojoj je krivolinijska integracija lahka). Neka to
bude prava koja spaja tacke A i B, tj. linija

[: y=1, -1<x<1.
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula

Sada je c Ul zatvorena putanja, pa vrijedi

Y x oQ OP
dx ay=[ [ (55 -5 ) dedy=0.
/Cle2+y2zc x2+y2y D<8x Ay ey

S druge strane, prema pravilima za krivolinijski integral druge vrste, imamo

Y ) Y z
da— ay = [ dar— ay+ [ da—
/culx2+y2 PO S e B R I R Al R R N

dy .

Iz posljednje dvije jednakosti onda vrijedi

Yy T Yy T
dxr — d :—/7(1 — —dy .
/cx2+y2x x2+y2y 1 2% + 12 . x2+y2y

Kako je na krivoj [, y = 1, odnosno dy = 0, onda je

Yy x L dx 1 T
dz — ———d :/ 2 _ aret =z
/zx2+y2 Ty e T T

Dakle,

Y T s
do — ——dy = —~ .
/cx2+y2 e 2
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1.4. Nezavisnost integracije od putanje. Greenova formula
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