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lako mozda svako od nas ima svoju predstavu o prostoru, svima je iz
svakodnevnog Zivota poznato Sta znaci prostor a sta rastojanje. Prostor
uobicajeno shvatamo kao neko mjesto gdje se odigravaju dogadaji, a pod
rastojanjem shvatamo najkra¢u duzina izmedu dvije tacke. Prirodno u pros-
tor postavljamo i koordinatni sistem, a u okviru njega biramo tacku za koju
kazemo da "od nje pocinje sve'. Takode je svima dobro poznato da se ras-
tojanje izmedu dvije tacke, u prostoru koji dozivljavamo, odreduje ¢uvenom
Pitagorinom teoremom:

& = (31— 22)* + (11 — y2)° + (21 — 22)?

gdje je d trazeno rastojanje, a x;,y; i z; (i € {1,2}), koordinate tacaka iz-
medu kojih mjerimo rastojanje.
Sve je ovo "jednostavno" i dobro poznato iz svakodnevnog zivota, ali "jednos-
tavan' je i prostor u kome zivimo. To je samo jedan specijalan slucaj opsteg
pojma prostora i nac¢ina mjerenja rastojanja.

U ovom dijelu ¢emo se upoznati sa nac¢inima i moguénostima uvodenja ve-
licine pomoc¢u koje mozemo mjeriti rastojanja izmedu objekata proizvoljnog
skupa, kao i pojmovima koji su direktno vezani za to.



1.1. Metrika i osobine

1.1 Metrika i osobine

Definicija 1.1.1

Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za funkciju d : X x X — R
kazemo da je metrika ili metricka funkcija na X ako zadovoljava sljedeca
cetiri uslova:

M1. (Vx,y € X) d(xz,y) >0,

M2. d(z,y) = 0 ako i samo ako = =y,

M3. (Vz,y € X) d(x,y) = d(y, x),

M4. (Vz,y,z € X) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Tada kazemo da je skup X snabdjeven metrikom d i nazivamo ga me-
tricki prostor. Elemente skupa X nazivamo tackama ili vektorima, a
realan broj d(z,y) nazivamo rastojanjem izmedu tacaka x i y.

Dakle, metricki prostor je uredeni par (X, d) koga ¢ine skup X i na njemu
uvedena metrika d. Kratkoce radi, umjesto oznake (X, d) mi ¢emo za metricki
prostor skoro uvijek koristiti jednostavno oznaku X, kad god je jasno o kojoj
je metrici rijec.

Uslovi M1.-M4. nazivaju se aksiomi metrike, a pojedinac¢no to su pozitivna
definitnost (M1.), strogost (M2.), simetricnost (M3.) i nejednakost trougla
(M4.).

Osobina(M4.), tj. nejednakost trougla se moze generalizovati pravilom
mnogougla.

Lema 1. U svakom metrickom prostoru (X, d) vrijedi pravilo mnogougla, tj.
za proizvoljne x1, T, ..., t, € X (n > 3), vrijedi

d(zy,x,) < d(zq,m2) + d(w2, 23) + - -+ d(T0_1, ) -

x3

T2

T

Slika 1.1: Pravilo mnogougla



1.1. Metrika i osobine

U ispitivanju da li je neka funkcija, funkcija metrike na datom skupu,
cesto su od velike vaznosti sljedec¢e dvije nejednakosti.

Teorem 1.1.1

(Nejednakost Holdera)

Neka su a; i b; (i = 1,2,...,n) proizvoljni realni ili kompleksni brojevi
i neka je za realan broj p > 1, broj ¢ definisan sa % + % = 1. Tada za
svako n € N vrijedi

Z|aibi|§(2|ai|p) <Z|bi|q> . (1.1.1)
i=1 i=1 =1

Specijalno, ako je p = ¢ = 2, gornja nejednakost se naziva Cauchy-Schwarzova
nejednakost.

Teorem 1.1.2

(Nejednakost Minkowskog)
Neka su a; i b; (i = 1,2, ...,n) proizvoljni realni ili kompleksni brojevi i
neka je p > 1. Tada za svako n € N vrijedi

1
P

(ilai +b¢|p>g < (i|ai|p); + <i|bi|p> . (1.1.2)

Napomenimo da ¢ée i u (1.1.1) i u (1.1.2) vrijediti jednakosti ako su a; i b;
(i =1,2,...,n) proporcionalni.

Primgjer 1.1. Neka je X proizvoljan skup i neka je za z,y € X zadato

_J O =y,
we={ ISy
Funkcija d jeste metrika i (X, d) nazivamo diskretni metricki prostor. <

Primgjer 1.2. Skup realnih brojeva R sa rastojanjem

d(z,y) = |z —yl,
predstavlja dobro nam poznati Euklidov prostor realne prave. <

Primjer 1.3. Sa R™ oznacavamo skup svih uredenih n-torki realnih brojeva
x = (21,29, ..., x,). Metriku mozemo uvesti sa

3



1.1. Metrika i osobine

L dy(w,y) = (S (2 — y:)?)7 (p > 1),

2. dy(z,y) = (X0 (2 — yi)?)2.

3. d(z,y) = maxi<i<y [T — yil

=

Ovim primjerom opravdavamo c¢injenicu da je nekada neophodno koristiti
definiciju metrickog prostora kao uredenog para, jer kao sto vidimo, na istom
skupu se mogu zadati razli¢ite metrike.

Primjer 1.4. Sa C|[a,b] oznacavamo skup svih neprekidnih realnih funkcija
na segmentu [a, b]. Ako uvedemo funkciju

d(f,g) = sup |f(t) —g(t)|,

a<t<b

za proizvoljne f, g € Cla, b, dobijamo metricki prostor neprekidnih funkcija,
koga krace uobicajeno pisemo samo sa Cla,b]. <

£

|
|
|
I I
| |
| |
| |
' |
a b

Slika 1.2: Metrika na Cfa, 0]

Definicija 1.1.2

Za skup A, podskup metrickog prostora (X, d), kazemo da je ogranicen
ili omeden ako je skup rastojanja medu tackama tog skupa ogranicen
skup, tj.

(3C > 0)(Vz,y € A) 0 < d(z,y) < C .

Primjer 1.5. Jedini¢ni krug {(z,y) € R?|z* + y*> < 1} je ogranicen skup u
(R27 d2) <>
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Definicija 1.1.3

Neka je A podskup metrickog prostora (X, d). Nenegativan broj
diamA = sup{d(z,y)| =,y € A} ,

nazivamo dijametrom skupa A.

Jasno je da ako vrijedi diamA = oo, da je tada skup neogranicen, t;j.
vrijedi,

Lema 2. Skup je ogranicen ako i samo ako mu je dijametar konacan.

Lema 3. Unija konacno mnogo ogranicenih skupova je ogranicen skup.

Definicija 1.1.4

Neka je (X, d) metricki prostor. Za proizvoljno a € X i za proizvoljno
r > 0 skup
B(a,r) ={zx € X| d(a,x) <7},

nazivamo otvorena kugla u X, sa centrom u tacki a, poluprecnika r.
Skup
K(z,r) ={z € X| d(a,z) <1},

nazivamo zatvorena kugla sa centrom u a i polupre¢nika r, a skup
S(z,r)={x € X| d(a,x) =1},

nazivamo sfera sa centrom u a, poluprecnika 7.

Uvodenjem pojma kugle, ograni¢enost skupa se moze okarakterisati i na
sljedec¢i nacin.

Lema 4. Neka je (X,d) metricki prostor i neka je A C X. Skup A je
ogranicen ako i samo ako postoje x € X ir >0, takvi da je A C B(x,r).

Definicija 1.1.5

Za skup G podskup metrickog prostora (X, d) kazemo da je otvoren ako




1.1. Metrika i osobine

vrijedi

(Vo € G)(Fe > 0) B(z,e) CG .

Definicija 1.1.6

Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup.

Teorem 1.1.3

Neka je (X, d) metricki prostor. Kolekcija T svih otvorenih podskupova
od X ima slijedece osobine.

l. o, XeT.
2.0,VeTondaUNV eT.
3. (VZEI)OzeT = UieIOiGT.

4. Vr,ye X, 2 #y) AU,V eT) zeUANyeVAUNV =2).

Familija T koja zadovoljava osobine 1., 2. i 3. naziva se topologija na X, a
ako zadovoljava jos i osobinu 4., naziva se Hausdorffova topologija na X.

/X
-~ PN
Ve A / N
/ AN \
o 1 | Y \
l\ rT oo\ Yo
/ /
Ne_ - Ne_ -
U V

Slika 1.3: U Hausdorffovom prostoru svake dvije tacke se mogu odvojiti
otvorenim skupovima.

Definicija 1.1.7

Za skup A, podskup metrickog prostora (X,d), kazemo da je okolina




1.1. Metrika i osobine

tacke x € X, ako postoji otvoren skup O, takav da je

reOCA.

Uobicajeno u gornjoj definiciji umjesto bilo kog otvorenog skupa, zahtjevamo
postojanje neke kugle, tako da je

x € B(r,e) CA.

Tako na realnoj pravoj, za skup A kazemo da je okolina tacke x, ako postoji
e > 0, takav da je
(x—e,x+e)CA.

,4], ali nije

Primjer 1.6. Skup [2,4] je okolina tatke 3 jer 3 € (2,1) C [2
e,4 + ¢) oko tacke

okolina tacke 4 jer opisujuéi proizvoljan skup oblika (4 —
4, nece vrijediti (4 —e,4+¢) C [2,4]. &

Definicija 1.1.8

Neka je (X, d) metricki prostor. Tacku x € A C X nazivamo izolovanom
tackom skupa A, ako postoji okolina tacke x u kojoj osim tacke x nema
drugih tacaka iz skupa A.

Primgjer 1.7. U skupu prirodnih brojeva svaka tacka je izolovana tacka.
Zaista, za proizvoljan n € N, opisujuéi okolinu (n — 3,n + 3) oko tacke n,
ona u sebi ne sadrzi niti jedan drugi prirodan broj osim tacke n.

Definicija 1.1.9

Tacka = € A je tacka nagomilavanja skupa A, ako se u svakoj okolini
tacke x nalazi bar jedna tacka skupa A razli¢ita od z.

Skup svih tacaka nagomilavanja skupa A nazivamo izvodni skup i ozna-
Cavamo ga sa A’

Primjer 1.8. U skupu racionalnih brojeva svaka tacka je tacka nagomilavanja.
Neka je ¢ € Q proizvoljan i neka je (¢ — €, ¢ + €) proizvoljna okolina tacke
q (¢ > 0). Kako su tada ¢ i ¢ — € realni brojevi, a zbog poznatog stava da
izmedu svaka dva realna broja se nalazi bar jedan racionalan broj, postoji
Qo € Q, takav dajeg—e < qo < q, tj. qo € (¢—¢,q+¢). Dakle, u proizvoljnoj
okolini racionalnog broja ¢ se nalazi bar jedan racionalan broj ¢y # q. ¢



1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

Slika 1.4: Presjek proizvoljne okoline sa A\ {z} je neprazan.

Ako skup sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, on je onda zatvoren skup.
Inace, ako skupu A "dodamo" sve njegove tacke nagomilavanja, dobijamo
novi skup koga nazivamo adherencija ili zatvorenje skupa, a oznacavamo ga
sa A. Pri tome dakle vrijedi

A=AUA .

1.2 Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 1.2.1

Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (x,),eny C X kazemo da konver-
gira ka zy € X, ako vrijedi

d(zp,z9) >0, (n — 00) .

Cinjenicu da niz (z,),en konvergira ka tacki zp uobicajeno zapisujemo sa
T, — xo (n — oo) ili

lim z, =z .
n—oo n 0

Gore definisanu konvergenciju nazivamo konvergencija po metrici. Osnovne
karakteristike ove vrste konvergencije date su narednim tvrdenjima.

Teorem 1.2.1

U metrickom prostoru, konvergentan niz moze konvergirati samo jednoj
tacki.




1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

Dokaz : Neka je (x,)neny C X za koga vrijedi z,, — 2’ i x, = 2" (n — o0).
Na osnovu relacije trougla imamo

0<d(,2") <d(a',x,) + d(z,, "),

za proizvoljno n € N. Desna strana tezi 0 kada n — oo, pa ocigledno mora
vrijediti d(2',2”) = 0, odnosno 2’ = 2”. A

Teorem 1.2.2

Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz : Neka je (z,)neny € X ineka z, — x¢ (n — 00). Uzimajuéi da je
e = 1, imamo da postoji ny € N, takav da za svako n > nyg, vrijedi

d(xn,x0) < 1.

Oznac¢imo sa R’ = max{d(xg,x1),d(xg,x2),...,d(xo, xny—1)}. Neka je sada
R = R’ + 1. Tada odigledno vrijedi

(Vn € N) z,, € B(zo, R) ,

tj. niz je ogranicen. W

Definicija 1.2.2

Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (z,),ey € X kazemo da je
Cauchyjev niz ako vrijedi

(Ve > 0)(Ing = no(e) € N)(Vn,m € N)(n,m > ng = d(x,, ) <€) .

Drugacije re¢eno, niz je Cauchyjev ako vrijedi

ngr_rgoo d(xp, xm) =0 .

Teorem 1.2.3

Svaki Cauchyjev niz je ogranicen.




1.3. Kompaktnost u metrickim prostorima

Teorem 1.2.4

Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.

Dokaz : Neka je (z,)nen konvergentan niz i neka x, — x (n — oc). Neka
je € > 0 proizvoljno. Na osnovu definicije konvergencije imamo

(Ing € N)(¥n € N) <n >ng = d(z,,x) < %) .
Neka su sada m,n € N i neka je m,n > ny. Tada je
d(zp, ) < d(Tp, ) +d(x,20) < €,
a ovo znaci da je niz Cauchyjev. B

Da Cauchyjev niz nemora biti konvergentan, dovoljno je posmatrati niz
(20)nen C Q, gdje je x, decimalni zapis broja v/2 na n decimala.
Jasno je da niz nije konvergentan u Q, tj. =, — v/2 ¢ Q. Medutim, o¢igledno

. 1 . . .
jezan >m, d(z,, Tm) < 5w — 0 kada n,m — oo, tj. niz je Cauchyjev.

Definicija 1.2.3

Za metricki prostor u kome je svaki Cauchyjev niz konvergentan kazemo
da je kompletan ili potpun metricki prostor.

Jednu vaznu karakterizaciju kompletnosti dajemo sljede¢om teoremom.

Teorem 1.2.5

Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako presjek proizvoljnog
monotono opadajuceg niza zatvorenih kugli, ¢iji niz dijametara tezi ka
0, sadrzi tacno jednu tacku.

1.3 Kompaktnost u metrickim prostorima

Definicija 1.3.1

Neka je M podskup metrickog prostora X. Za skup M kazemo da je
relativno kompaktan ako se iz svakog niza u M moze izdvojiti konver-

10
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gentan podniz, tj.
(v(xn)nGN g M)(E'(ﬂfnk)keN - (xn)nGN) Ty, — Zo , (k — OO) , To € X .

Ako je pri tome xy € M, kazemo da je M kompaktan skup.

Jasna je razlika izmedu kompaktnosti i relativne kompaktnosti. U re-
lativnoj kompaktnosti zahtjevamo samo postojanje konvergentnog podniza i
nije nam vazno gdje se nalazi tacka konvergencije tog podniza, dok kod kom-
paktnosti ta tacka mora biti u samom skupu. Dakle, relativna kompaktnost
i zatvorenost skupa ekvivalentne su kompaktnosti skupa.

Teorem 1.3.1

Svaki kompaktan metricki prostor je i kompletan.

Dokaz : Neka je X kompaktan metricki prostor i neka je (2, )nen proizvoljan
Cauchyjev niz u X. Zbog kompaktnosti, postoji podniz (z,, ) naseg niza koji
je konvergentan, z,, — zo € X (k — 00). Sada imamo

d(xp, o) < d(zp, Ty,) + d(xp,, 2o) .

Prvi sabirak na desnoj strani mozemo uciniti proizvoljno malim jer je niz
Caucyjev, a drugi takode, zbog konvergencije podniza. Dakle,

d(xn,z9) = 0, (n — 00),

tj. niz (x,)nen je konvergentan, pa zbog proizvoljnosti niza, prostor X je
kompletan. W

Teorem 1.3.2

Svaki kompaktan skup je zatvoren.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je (z,) C M, takav da x, —
zo kada n — oo. Zbog kompaktnosti skupa, postoji (z,,) C (z,), takav
da z,, — 2 (kK — o0) i pri tome je 2’ € M. Zbog jedinstvenosti tacke
konvergencije, zaklju¢ujemo da je o = 2, odnosno zy € M, pa dakle M
sadrzi sve svoje tacke nagomilavanje te je kao takav, zatvoren skup. B

11



1.3. Kompaktnost u metrickim prostorima

Teorem 1.3.3

Svaki relativno kompaktan skup je ogranicen.

Dokaz : Neka je M relativnho kompaktan podskup metrickog prostora X.
Pretpostavimo da M nije ogranicen. M nije prazan, pa postoji zog € M.
Kako M nije ogranicen, to M nije sadrzan u kugli B(xg, 1), te zakljucujemo
da postoji 1 € M, takav da z; ¢ B(xg, 1) odnosno, d(zg,z;) > 1.
Oznac¢imo sa r = d(xo, 1) + 1, pa opet zbog neogranic¢enosti rezonujemo
da M nije sadrzan ni u kugli B(xg,7), tj. postoji xos € M takav da je
d(zg,xe) > 1 > 1. Kako je

1+ d(zo,x1) =7 < d(xg, 22) < d(x0, 21) + d(27, 22) ,

zaklju¢ujemo da je d(z1,x2) > 1. Jasno je da sada ovaj postupak mozemo
produziti i na taj nacin formirati niz (x,) sa osobino da za proizvoljne n,m €
N vrijedi d(x,, z,,) > 1. Ovo znadi da se iz datog niza ne moze izdvojiti niti
jedan konvergentan podniz, a to se opet kosi sa pretpostavkom o relativnoj
kompaktnosti skupa M. Dakle, M mora biti ogranic¢en skup. W

Na osnovu Teorema 1.3.2 i Teorema 1.3.3, vidimo da u proizvoljnom me-
trickom prostoru kompaktnost skupa imlicira njegovu ograni¢enost i zatvo-
renost. U opStem slucaju, ogranicenost i zatvorenost skupa ne dovode do
njegove kompaktnosti, ali u nekim specijalnim sluc¢ajevima do toga ipak do-
lazi.

Teorem 1.3.4

U svakom kona¢no dimenzionalnom metrickom prostoru vrijedi, ako je
skup ogranicen i zatvoren, onda je on kompaktan.

Definicija 1.3.2

Neka su M i N podskupovi metrickog prostora X. Neka je ¢ > 0 fiksiran
realan broj. Za skup N kazemo da je e-mreza skupa M ako za svako
x € M, postoji y € N, tako da je d(z,y) < e.

Ako je N kompaktan skup, kazemo da je N kompaktna e-mreza, a ako
je konacan skup, kazemo da je konac¢na e-mreza.

12
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Lema 5. Skup N je e-mreza (¢ > 0) skupa M ako i samo ako vrijedi

M C |J B(z,e) .

zeN

Teorem 1.3.5

Potreban uslov za relativnhu kompaktnost skupa M C X jeste da za
svako € > 0, postoji konacna e-mreza skupa M. Ako je metricki prostor
X kompletan, gornji uslov je i dovoljan.

13



1.4. Neprekidne funkcije u metrickim prostorima

1.4 Neprekidne funkcije u metrickim prosto-
rima

Definicija 1.4.1

Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori. Za preslikavanje f: X — Y
kazemo da je neprekidno u tacki zo € X ako

Preslikavanje je neprekidno na X ako je neprekidno u svakoj tacki x € X.

Teorem 1.4.1

Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori i f : X — Y. Sljedeca
tvrdenja su ekvivalentna.

1. f je neprekidna na X.
2. (Vo € X)(Ve > 0)(36 > 0) f(B(z,6)) C B(f(x),e).

3. Za svaki otvoreni skup V C Y je f~1(V) otvoren skup u X.

Sljede¢i teorem predstavlja vazan alat u rjesavanju ekstremalnih pro-
blema.

Teorem 1.4.2

Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je ogranicena i dostize svoju
najveéu i najmanju vrijednost.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je f € C'(M). Ako pretpostavimo
da f nije ogranifena, to bi znacilo da postoji (x,) C M, takav da

f(zn) = 400, (n — 00) (1.4.1)

(ili eventualno f(z,) - —o0). Kako je M kompaktan, postoji podniz (z,, )
takav da z,, — x9 € M (k — o0), a onda zbog neprekidnosti funkcije imamo

f(@n,) = f(xg) < 400, (k— 00) .

14
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S druge strane, zbog (1.4.1) moralo bi biti
f(zn,) = +00, (k— 00),
a to je ocigledna kontradikcija. Dakle, f je ogranicena funkcija.

Sada zbog ogranicenosti funkcije imamo da je

r=sup f(x) < +oo .
zeM

Na osnovu definicije supremuma, postoji niz (y,) C M, takav da je

1
(¥n € N) f(yn)>7"—g7

a ovo znaci da f(y,) — r (n — 00). Ponovo zbog kompaktnosti skupa M,
postoji (Yn, ) C (yn), takav da y,, — yo € M (k — o0). Ali tada bi imali

odnosno, zakljuéujemo f(yo) = r. Dakle, funkcija dostize svoju najveéu
vrijednost.

Na analogan nacin se pokazuje da funkcija dostize i najmanju vrijednost,
¢ime je teorem dokazan. W

Teorem 1.4.3

Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je i uniformno neprekidna.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je f neprekidna funkcija de-
finisana na M. Pretpostavimo da f nije uniformno neprekidna funkcija.
Negacijom definicije uniformne neprekidnosti to bi znacilo

(B0 > 0)(¥n € N) (3l %) (dlel, at) < = A L) = F(2)] 2 20))
(1.4.2)

Na ovaj nacin su formirana dva niza (z,) i (/) u M iz kojih zbog kompak-

tnosti mozemo izdvojiti konvergentne podnozove, tj. postoji (z;, ) C (z7,),
takav da x,, — xj (k — 00). Kako je

1
d(:p;k,xgk) < - =0, (k— o0),

zakljucujemo da tada mora vrijediti i 2, — z (b — 00). Medutim, to bi
zbog neprekidnosti funkcije f znacilo

|f (@) = flap, )| = 0, (k= o00),
sto je suprotno pretpostavei (1.4.2). B
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1.5. Normirani prostori

1.5 Normirani prostori

Definicija 1.5.1

Neka je X linearan vektorski prostor, na kome je definisana funkcija
[|-]]: X = RTU{0}, sa sljedeéim osobinama

1. (Vz e X) |z|| > 0.

2. Ako je ||z|]| =0, onda je x = 0.

3. (VA€ ®)(Vx € X) [[A\x] = [N ||z
4. (Va,y € X)) lz +yl < =l + [yl

Tada za funkciju ||-|| kazemo da je norma na X, a za X kazemo da je
normiran linearan vektorski prostor.

Lema 6. Neka je X normiran linearan vektorski prostor. Tada za proizvoljne
x,y € X vrijedi
ezl =yl | < [lz =yl -

Dokaz : Neka su x,y € X proizvoljni. Iz relacije trougla imamo
[zl = llz =y +yll < llz —yll+ Iyl ,
odnosno,
]l = Myl < fl =yl - (1.5.1)

Prostom zamjenom uloga x i y, dobijamo

Iyl = Nzl < llz =yl
ili
= llz =yl < ll=ll = llyll - (1.5.2)
Iz (1.5.1) i (1.5.2) dobijamo trazenu nejednakost. W

Definisimo sada pomoc¢u norme, funkciju d : X x X — R™ U {0}, na

sljedec¢i nacin
dz,y) =z -yl , zyeX.

Nije tesko provjeriti da ovako definisana funkcija zadovoljava sve uslove De-
finicije 1.1.1, pa je na ovaj nac¢in uvedena metrika na X, za koju kazemo
da je inducirana normom u datom prostoru. Samim tim imamo da je svaki
normiran linearan vektorski prostor ujedno i metricki prostor, te sve sto je
receno za metricke prostore vrijedi i za normirane prostore.
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1.6. FEuklidovi prostori

1.6 FEuklidovi prostori

Od ranije nam je poznat pojam uredene n-torke kao skupa od n elemenata
kod koga je redoslijed navodenja elemenata bitan. On nam omogucava defi-
nisanje Descartesov proizvod skupova. Neka su X; (i = 1,2, ...,n) proizvoljni
skupovi. Sa

XixXox..xX,= {(l’l,l'g, ,fL’n)| x; € XZ‘, 1= 1,2,...,%} s

oznacavamo njihov Descartesov ili Cartezijev proizvod. Ako uzmemo da su
svi skupovi jednaki tojest, X; = Xy = --- = X,, = X, koristimo oznaku X",
a ako je jos specijalno X; =R (i = 1,2, ...,n), gdje je R skup realnih brojeva,
koristimo oznaku

R" = {(l’l,ZL‘Q, axn)| x; € R, 1= ].,2, ,n} .

Dakle, tacka X € R" predstavlja uredenu n-torku realnih brojeva (x1, zo, ..., z,,),
¢ije pojedinacne komponente nazivamo koordinatama te tacke. Uobicajeno
koristimo notaciju X = (x1, 23, ..., x,) ili prostije X (x1,x2, ..., z,). Za dvije
tacke X,Y € R", X(xy,22,....,x,) 1 Y(¥1,Y2, .-, Yn), kazemo da su jednake
ako su im jednake odgovarajuce koordinate, x; = y; zai = 1,2, ..., n, i piSemo
X =Y. U suprotnom su tacke razlicite, X # Y.

Kao sto smo to ranije ve¢ vidjeli, na skupu R™ mozemo definisati operacije
sabiranja i mnozenja skalarom.

o Za X(x1,x9,....xn), Y (Y1, Y2, ., Yn) € R,
X+vy¥ (1 + Y1, o+ Yoy ooy Ty + Yn) -
o Za X(x1,x9,...,0,) ER" I X € R,
A X Y O\, Azo, ., Az

Sa ovako definisanim operacijama skup R" postaje linearan vektorski prostor
nad poljem skalara R, a njegove elemente nazivamo vektori.

Primjer 1.9. Za n = 2 imamo linearan vektorski prostor R? koji predstavlja
dvodimenzionalni linearni vektorski prostor, a koji reprezentuje Cartesijevu
ravan. Njegovi elementi su uredene dvojke A = (1, x2) (71,22 € R), a koje
uobicajeno oznacavamo sa A(z,y).

Sa uvedenim operacijama sabiranja i mnozenja skalarom, elemente ovog
prostora nazivamo vektorima i uobifajeno ih oznadavamo sa T = (z,y).
Ovakvu vrstu vektora nazivamo ort-vektor tacke A(z,y). <
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1.6. FEuklidovi prostori

I
I
I
1
T

(a) Tacka u R? (b) Ort-vektor u R?

Slika 1.5: Elementi prostora R2.

Primjer 1.10. Za n = 3 imamo linearan vektorski prostor R? koji predstav-
lja trodimenzionalni linearni vektorski prostor. Njegovi elementi su uredene
trojke A = (x1,x9,23) (21,72,23 € R), a koje uobi¢ajeno oznacavamo sa
A(r,y,z). Kao i R? prostor i R? uobicajeno predstavljamo u pravouglom
Descartesovom koordinatnom sistemu i njegove elemente prikazujemo ili kao
tacke A(x,y, 2) ili kao vektore 7 = (z,y, 2).

z z
A Z, Y, Z)
|
|
|
|
T Y
(a) Tacka u R? (b) Ort-vektor u R?

Slika 1.6: Elementi prostora R3.

¢

Primjer 1.11. Ako posmatramo kretanje nekog objekta u trodimenzional-
nom prostoru, njegovu poziciju odreduju cetiri koordinate, = (duzina), y
(Sirina), z (visina) i ¢ (vrijeme). Dakle, lokaciju takvog objekta odreduje
tacka A(x,vy, z,t) koja se nalazi u R* prostoru, a koju onda nazalost nismo u
moguénosti nacrtati. <

Kao sto je napomenuto, elemente prostora R™ u kome su uvedene opera-
cije sabiranja i mnozenja skalarom, nazivamo vektorima. Pri tome, neka su
— — . ‘

1 = (21,22, ..., Tpn), T3 = (Y1,Y2, -, Yn) € R" 1 X € R, onda je

7n—l>—i—7ﬂ—2>: (x1+y1ax2+y2a“'7'rn+yn) 3

AT = (Axy, A2, o, M)
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1.6. FEuklidovi prostori

Kako oduzimanje vektora r—f - T_2> mozemo shvatiti i kao T_1> + (—1)7’—2> tojest,
kao kombinaciju definisanih operacija sabiranja i mnozenja skalarom, to onda
imamo da je

7"_1> - 7”_2> = (T1 = Y1, %2 — Y2, 00y Ty — Yn) -

Primjer 1.12. Neka su 71 = (1,—2,3), 73 = (=2,0,4) vektori R? prostora i
A = 5 skalar. Tada je

AT = (14 (-2), -2+ 0,3 +4) = (-1,-2,7) ,

AT =5(1,-2,3) = (5-1,5-(=2),5-3) = (5,—10,15) ,
T =(1—(~2),-2-0,3—4)=(3,-2,—1).

Primjetimo da smo uveli sabiranje i oduzimanje elemenata u R"”, ali ni-
smo definisali mnozenje tih elemenata. U opsStem sluc¢aju ne postoji gene-
ralna forma za mnozenje vektora u bilo kom prostoru koja bi bila korisna za
nase potrebe. Mnozenje vektora je definisano u specijalnom slucaju kada je
n = 1, kao uobic¢ajeno mnozenje brojeva. Takode i u slucaju n = 2 ono se
moze generalizovati tako sto tacke posmatramo kao tacke kompleksne ravni,
a mnozenje kompleksnih brojeva smo definisali ranije. Nesto kasnije definisat
¢emo mnozenje vektora u R™ za n > 3.

Mnoge veli¢ine kao sto su brzina, ubrzanje ili sila, ovise o svojoj "jacini"
ali i o pravcu djelovanja. Naprimjer, mozemo govoriti o sili koja djeluje
na objekat koji se nalazi u koordinatnom pocetku, ali moramo spomenuti
da je jacina sile 10 N i da djeluje na tijelo pod uglom od, recimo 45° u
odnosu na horizontanu ravan. Predstaviti ovu veli¢inu znacilo bi nacrtati
usmjerenu duz ¢ija duzina bi predstavljala jacinu sile i koja djeluje po tacno
odredenom pravcu. Takve veli¢ine nazivamo wvektori ili vektorske velicine i
razlikujemo ih od veli¢ina koje su okarakterisane samo svojom "jac¢inom", koje
nezivamo skalarima ili skalarne veli¢ine. O tacki A(zq,xs, ..., x,) u prostoru
R™ mozemo razmisljati i kao o vektoru koji "krece" iz koordinatnog pocetka,
sa duzinom koja predstavlja rastojanje tacke koju taj vektor reprezentuje,
od koordinatnog pocetka. Vidimo da za geometrijsku interpretaciju vektora
moramo poznavati rastojanje izmedu objekata datog prostora.

Neka su na R"™ definisane sljedece funkcije:

7za T = (:L‘l,l'g, ,fL‘n) i Y= (yl’yQ’ 7yn) iz R

da(z,y) = (fﬁ(:cz - yi)2>% ; doo(2,y) = max [z; — vl .

1<i<
P <i<n

19



1.6. FEuklidovi prostori

Obje funkcije zadovoljavaju aksiome metrike, te su one metrike na R™ i tada
prostor R™ sa jednom od tih metrika nazivamo n-dimenzionalni euklidski

prostor.
Za n = 1 imamo jednodimenzionalni euklidski prostor (realna prava) u
kome rastojanje izmedu dvije tacke mjerimo sa

d(z,y) = |z =y .

Za n = 2 imamo dvodimenzionalni euklidski prostor koga geometrijski inter-
pretiramo kao realnu ravan, u kome rastojanje racunamo sa npr.

1
9 Y

o) = (o= w?) = o=+ o=

i=1

y(y1, y2)

]

(21, 2)

L

Slika 1.7: Rastojanje ds u ralnoj ravni

Za n = 3 imamo trodimenzionalni euklidski prostor koga geometrijski in-
terpretiramo kao uobicajeni realni prostor gdje rastojanje mjerimo metrikom
dy. Pri tome je za x = (z1,y1,21) 1y = (22, Y2, 22) iz R?,

d(x,y) = /(21— 22)2 + (1 — y2)? + (21 — 22)? .

Za realan niz (a,)nen, poznat nam je Cauchyjev kriterij konvergencije, tj.
dati niz je konvergentan ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(Vp € N)(n > ng = |anyp —an] <€) .

U kontekstu Definicije 1.2.2, to znaci de je dati niz Cauchyjev, a ovo opet
znaci da je R kompletan metricki prostor. Sta vise, vrijedi

Teorem 1.6.1

Svaki kona¢nodimenzionalan metric¢ki prostor je kompletan.

20



1.6. FEuklidovi prostori

Definisimo na R" (n € N) funkciju || - ||, koja ¢e svakom elementu iz R"
pridruziti nenegativan broj, na sljede¢i nacin

n 3
||z|| = \/x% +ag 4 +al= <Zx3> , &= (21, T9,...,x,) € R". (1.6.1)
i=1

Nije tesko provijeriti da ovako uvedena funkcija zadovoljava sve osobine iz
Definicije 1.5.1, pa ona predstavlja normu na linearnom vektorskom prostoru
R™. Jasno, normu na R™ smo mogli uvesti i na neki drugi nacin, a zasto smo
bas ovako, odgovor lezi u sljede¢em. Pomoc¢u norme sada mozemo definisati
rastojanje na R™, a ono je za ovu normu dato sa

n

o) = lle =l = (o —m?)% ,

i=1

gdjesux = (1,22, ..., x,) iy = (Y1, Y2, ..., Yn) iz R". Uocéimo da je indukovana
metrika normom (1.6.1), upravo euklidska metrika dy. (Kako bi izgledala
norma koja bi indukovala metriku d,,?)

Nije tesko primjetiti da norma tacke u prostoru R”, nije nista drugo do
udaljenost te tacke od koordinatnog pocetka, odnosno to je intenzitet radijus
vektora te tacke. U daljem izlaganju uglavnom ¢emo elemente iz R™ zvati
tackama, iako bi pravilnije bilo govoriti o njima kao vektorima (R™ je prije
svega linearan vektorski prostor) i to upravo na gore spomenuti nacin, kao
radijus vektorima.

1.6.1 Specijalni skupovi u Euklidskim prostorima

U euklidskim prostorima otvorena kugla je otvoren skup, a zatvorena kugla
je zatvoren skup. Sta viSe, na osnovu Teorema 1.1.3, otvoreni skupovi su
i proizvoljnie unije otvorenih kugli i konacni presjeci otvorenih kugli. Tako
su na realnoj prevoj, intervali (a,b) (a,b € R, a < b) otvoreni skupovi, a
pokazuje se da je skup otvoren ako i samo ako se moze prikazati kao unija
intervala.

Zbog svega navedenog, od interesa je opisati neke specijalne skupove, a to
su otvorene i zatvorene kugle. Definicijom 1.1.4 smo uveli pojmove otvorene
i zatvorene kugle kao i sfere, u bilo kom metrickom prostoru. U jednodimen-
zionalnom euklidskom prostoru, otvorena kugla je simetri¢ni interval

Bla,e)={z€eRla—e<zx<a+e} .

Ako u prostoru R™ (n > 1) izaberemo metriku ds, pojmovi kugle i sfere pok-
lapaju se sa uobic¢ajenim shvatanjem tih pojmova. Ako izaberemo metriku
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. 1 4 . 1 4

[a=0 a ato [ p=6 » p+

(a) Kugla u R? sa metrikom d (b) Kugla u R? sa metrikom ds

Slika 1.8: Kugle u R? sa razli¢itim metrikama.

ds, onda ulogu kugle i sfere imaju, u obi¢nom govoru koristeni termini za
kvadrat i kocku.

U metrickom prostoru R? sa metrikom dy, kugle su predstavljene kruz-
nicama (Slika 1.8 (b)), a to znaci da ¢e otvorena kugla sa centrom u tacki
A(p, q) € R? i poluprecnikom r > 0 biti skup

B(A,r) ={(x,y) eR’| (x—p)*+ (y—q)* <7} ,
a ista takva, ali zatvorena kugla bit ¢e
K(A7)={(x,y) eR’| (x—p)*+ (y—q)* <7} .

Sa metrikom d,, kugle su kvadrati sa stranicama paralelnim koordinatnim
osama (Slika 1.8 (a)), pa ¢e otvorena kugla centra A(a,b) € R?, polupre¢nika
r > 0, biti skup

B(A,r) ={(z,9) €R?| [x—a| <r |y —b| <1} ,
a zatvorena kugla je
K(A7r)={(z,y) R’ |z —a| <rJy—b <r} .

Pod okolinom tacke X € R™ podrazumijevamo proizvoljnu otvorenu kuglu
u R"™ sa centrom u tacki X. Sa metrikom dy za okolinu kazemo da je sferna,
a sa metrikom d.., za okolinu kazemo da je kubna okolina.

Sada kada znamo sta su kugle u prostoru R” mozemo precizirati i znacenje
ogranicenog skupa, na osnovu Leme 4 . Dakle, skup D C R" je ogranicen, ako
postoji r > 0, takav da je D kompletno sadrzan u otvorenoj kugli B(O, ),
D C B(O,r). (O je tacka koordinatnog pocetka)
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Slika 1.9: Ogranicenost figure u R

23



