1 PovrsSinski Integral

PovrsSinski integral

Na analogan rian linijskom integralu, definisatemo ipovrsinske integrale

Neka jec povrs u 3-prostoru sa kobaom povrsinom i neka j¢(x, y, z) neprekidna
funkcija definisana na. Podijelimo, kao prijeg na mreZzu, oo, ..., 0, Sa povrsi-
namames o1, mes oo, ..., meso, i formirajmo sumu

n

Z fxf, yg, 21 )mesSy,
k=1

gdje je(zy, v, z1) proizvoljnat&ka izo,. Sada nastavimo podjelu povrsi, dijéler

na sve viSe i viSe dijelova na takavaia da se maksimalna dimenzija svakog odjeljka
priblizava nuli kakon — oco. Ako se gornja suma priblizava limesu koji ne zavisi od
necina kako smo podijelili povrs niti od izboradaka(z} , v;, 2;;), onda se ovaj limes
nazivapovrsinski integrafunkcije f (z, y, z) prekoo i ozn&avamo ga sa

//af(:c,y,z)dS: nlgrgo;f(xk,yk,zk)mesSk.

Slijedeca teorema nam omogava da izréunamo povrsinski integral ukoliko je povrs
data parametarski:

Teorem 1.1. Neka jes glatka parametarska povrs Cije su parametarske jedredate
sa
x =x(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v),

gdje (u, v) varira preko regijeR u (u,v)-ravni. Ako jef(z,y, z) neprekidna nas,
ondaje

[ [ t@wis = [ [ st o).zwo)

gdje jer = Z:c(u, v) +5y(u, v) + Ez(u, v).

o o
ou v

dudv,

Primjer. Evaluirajte povsinski integral [ x2dS preko sferer? 4 % + 22 = 1.

U slucaju da jes povrS oblikaz = g(x, y), moZzemo uzett = u iy = v kao parametre
i izraziti

iz Cega dobijemo

r =i+ vj + g(u,v)k,
ou Ov

() ()
N or oy
Stoga je povrSinski integral

//af(lc,y,Z)dS//Rf(:c,y,g(:c,y))\/<%)2+<g_;)2+1dudv

Na isti n&in moZemo dokazati analogne rezultate kada je povrs datéuk&cijaz i
z, 0dnosnoy i z.




Primjer. Izratunati povrSinski integral

// x2zdS,

gdje jes dio ravniz + y + z = 1 koji se nalazi u prvom oktantu.

Primjer. Izratunati povrSinski integral

// y?22dS,

gdje jeo dio kupez = /22 + y2 koji leziizmeturavniz = 1i z = 2.

1.1 Primjene povrSinskog integrala
Primjene povrSinskog integrala

Teorem 1.2. Ako jeo glatka parmetarska povrs 8-prostoru, njena povrsina je data

“ 7

1.2 Fluks

Fluks

U ovom dijelu diskutovatemo primjenu povrSinskih integrala kod vektorskih polja
koja su povezana sa tokom fluida i elektrogtaitin silama. Médtim, ideje kojecemo
razviti su ofge u prirodi i primjenjive su na druge vrste vektorskih polja
Zainteresirani smo dakle za vektorska polj@-4prostoru koja uklj@uju neku vrstu
"toka", recimo tok fluida ili tok naelektrisanibestica u elektrostatinom polje na pri-
mjer. U sliEaju toka fluida vektorsko polﬁ(x, y, z) predstavlja brzingestice fluida
u tacki (z,y, z), dok teCestice teku duz ’linija toka’ koje su tangencijalne na ekt
brzine.

| slu€aju elektrostatinog poljaﬁ(m, y, z) je sila koje ispoljava polje na maloj jedinici
pozitivnog naboja u &ki (x, y, z) i ti naboji se ubrzavaju duz 'elekimih linija’ koje
su tangencijalne na vektore sile.

Orijentabilne povrsi

Za naSe potrebe moraeémo posmatrati neke osnovne ideje o povrSim&ingpovrsi
koje susréemo imaju dvije strane - sfera recimo ima svoju unutra$mgyoljasnjost,
beskoné&na horizontalna ravan ima gornju i donju stranu. Ovakva$i®se nazivaju
dvostrangpovrs.

Medutim, u matematici postoje povrsi sa samo jednom stranom.- Mibiusova
traka. Ona ima samo jednu stranu u smislu da recimo buba &djeese po njoj moze
preci cijelu povrSinu trake bez da pregreko neke ivice. Ovakve povrsi se nazivaju
jednostrane povrsi

Dvostrane povrSi se nazivaju orijentabilnim, dok se jedr@o®e nazivaju neorijenta-
bilne. Mi temo se baviti samo orijentabilnim povrSima. U primjenaregma je
vazno mai razlikovati izmed dvije strane orijentabilne povrsi. Zbog ovoga, neka je
o orijentabilna povrs koja ima jediéni normalni vektori u svakoj t&ki. Vektori i i

—17 pokazuju u suprotnim pravcima, pa stoga sluze za distinkhijje strane povrsi!



Moguce je dokazati da ako je orijentabilna glatka povrs, onda je uvijek mdguda
se izabere pravac vektofau svakoj t&ki tako daii = 7i(z,y, z) varira neprekidno
preko povrsi. Ovi jedirini vektori onda formirajwrijentaciju povrsi. Kada je povrs
predstavljena parametarski, parametarske jéideavore prirodnu orijentaciju povrsi.
Ako je glatka parametrizovana powr&ata vektorskom jedignom

7= x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k

onda je jedintna normala data sa

oF o OF
ﬁ:ﬁ(u,v)zig_gxg_a (1)
ou ov
neprekidna vektorska funkcija odi v. Tada jednéina (??) definiSe orijentaciju
povrsi i ovo nazivamgozitivnomorijentacijom parametarski date povesi kazemo

dan pokazuje u pozitivnom pravcu povrSi. Obratno-za.

Primjer. Sferar(u,v) = asin ¢ cos i + asin ¢sin 0] + a cos ok. Jedintna normala
sa pozitivnom orijentacijom je
1
n= -7
a
Ovaj vektor pokazuje u istom pravcu kao i vektor radijgq@alje od centra). Dakle,

za datu parametrizaciju, pozivna orijentacija je nap@ljeegativha unutra.

Posmatrajmo slijed® problem: Neka je orijentabilna povr$ uronjena u nekorspre
bilni stabilni tok fluida i dalje pretpostavimo da je povr®pusna tako da fluid moze-
prolaziti koz povrs slobodno u svakom pravcu.
Trebamo néai neto zapreminu fluid@ koja prolazi kroz povrs po jedinici vremena,
gdje pod neto zapreminom podrazumjevamo zapreminu kojazitkroz povrs u po-
zitivnom pravcu minus zapremina koja peklroz povrs u negativnhom pravcu.
Kako bismo rijesili ovaj problem, pretpostavimo da je bezftuida u t&ki (z, y, z) na
povrSic datasa .

F= f(xa Y, Z)Z+ g(:C, Y, Z);+ h(I, Y, Z)k

Neka je7l jedninitna normala prema pozitivnoj strasiu tacki (z,y, z) i neka jeT
jedinicni vektor koji je ortogonalan nd i lezi u ravniF i .

Vektor brzine se moze razloZiti na dvije ortogonalne komgyia - komponent(#-T')i’
duz 'lica’ povrsii komponentyF - 7)1 koja je perpendikularna na

Komponenta brzine duz lica povrSi ne doprinosi protoku kropa je stoga mozemo
zanemariti! Takodr primjetite da znal# - i odretlje pravac protoka - pozitivan
znak zndi protok u pravcui, a negativan suprotan od pravida Kako bismo ri-
jesili ovaj problem, podijelimo povrg nan dijelovaoy,os,..., 0, sa povrSinama
AS1,ASy, ..., AS,.

AKo su dijelovi mali i tok nije previSe eratan, realno je pretpostaviti da se brzina ne
mijenja zn&ajno na svakom od dijelova. Stoga, akdig,y;, ;) bilo koja teCka u
o, MoZemo pretpostaviti da jé'(:r, y, z) konstanta i jednalﬁ(:c;;, Yr, z5) Na cijelom
dijelu, te da je komponenta brzine preko dijela powsi

—

F(tha y27 ZZ) ' ﬁ(x27y1:7 ZZ)

Stoga moZemo interpretirati

—

F(xzvyza ZZ) ’ ﬁ(T/Z, yza ZDAS’C

w



kao pribliznu zapreminu fluida koju prolazi kroz dig u pravcui po jedinici vremena.
Stoga suma

n
- * * *
Z (ks Yio 21) - (@, Yio 2 ) AS
k=1

mjeri priblizno zapreminu fludia koji prolazi kroz povesu pravcu njene orijentacije
7 U jedinici vremena.

Definicija 1.3. Ako pove&camon na takav néin da se maksimalna dimenzija svakog
odjeljka priblizava nuli kaka» — oo, grantna vrijednost

n

¢ = lim F(:Ckvykazk) ﬁ(:cltayLZZ)ASk
n—o0 k_l

predstavlja ténu neto zapreminu fluida koji predkroz povrss u pravcu orijentacijel
po jedinici vremena. Vrijednosk se nazivdluks odF' prekoo. MoZe se izraziti kao

povrsinski integral
// x,y,z) - iz, y, 2)dS.

Pozitivan fluks zné& da veta koli€ina fluida protte u pozitivnom pravcu nego u nega-
tivnom i obratno.

Primjedba. Ako fludi ima gustiny, onda®p predstavlja neto masu fluida koja préei
kroz o po jedinici vremena.

Primjenivsi prethodne rezultate, moZemo dobiti efektiéoumulu za izr&unavanje
fluksa

Teorem 1.4. Neka jeo glatka parametrizovana povrs predstavljena pomocu ek
jednaciner” = 7(u, v) u kojoj (u, v) varira preko regijeR u uv-ravni. Ako su funkcije
komponente vektorskog polaneprekidne na i akoi odretlije pozitivnu orijentaciju

o, ondaje
= e 7 or  or
7//0F.nd57/R <8u 8>dudv

gdje podrazumjevamo da je integrand na desnoj strani jeoheaiskazan pomotu i
v.

Primjer. Nati fluks vektorskog poljd (z,y, z) = =k preko sferer? + y2 + 22 = a2
orijentisane napolje.

Orijentacija neparametarskih povsi
Neparametarske povrsi oblika= g(z,y),y = g(z,z),z = g(y, z) mogu se izraziti
parametarski koriste nezavisne promjenljive kao parametre. Ucslju z = g(z, y),

7= ui+vj + g(u,v)k.

U tom sliEaju je vanjska normala data sa




Analogno se dobiju i formule za druga dva&ija. Svaka od ovih jedigma se dobije
koristeti se gradijentima. ZapiSimo jed@iau povrsi kao

z—g(z,y) =0.

Ova jedndina je oblikaG(z,y, 2) = 0, pa se moze posmatrati kao nivo povrs funk-
cije G(z,y, z). Kako je gradijent funkcijgz normalan na nivo povrs, slijedi da je
jedniniéna normalai

VG . VG

ili — .

VG| VG|
Ostavljamo kao vjeZbu da se pokaze da ako povrs prikazemibakeofi od tri gornja
natina, imamo

or  or
VE= 50 au
Stoga imamo

Teorem 1.5. Neka jeo glatka povrs oblikae = g(x,y),y = g(z,2) ili x = g(y, 2)
i pretpostavimo da su funkcije komponente vektorskog ﬂ%ifmeprekidne nar. Pret-
postavimo takoer da je jednacina za napisana u oblikuG(z,y,z) = 0i neka je
R projekcijac na koordinatnu ravan odrezhu nezavisnim promjenljivim ad Akoo
ima pozitivhu orijentaciju, onda

@://ﬁ-ﬁdS://ﬁ-VGdA.
o R

Primjer. Neka jec dio povrSiz = 1 — z* — y* koji leZi iznadOwzy ravni i neka jeo
orijentisana prema gore. Rigfluks vektorskog poljd'(z, y, z) = zi + yj + zk preko
g.

1.3 Divergencijska teorema

Divergencijska teorema

Napomena - ova se teorema joS naziva Gauusova ili teoremsscatrogradski, za-
visno od literature!

U ovoj sekciji cemo biti zainteresovani za fluks preko povrsi, kao Sto stestoje
'zatvaraju’ regiju u prostoru.

Pokazatemo da se fluks preko takvih povrsi moze izraziti pémdivergencije vek-
torskog polja i datemo poméu toga i fizEku interpretaciju divergencije. U proSloj
sekciji smo progavali fluks preko opih povrsi. Sadéemo posmatrati isklftivo povsi
koje su granice kortnih solida - povrs solidne sfere, solidne kutije, solidredondra
itd.

Ovakve povrsi se nazivagatvorenepovrsi. Zatvorena povrp moZe ali i ne mora biti
glatka, ali v&ina povrsi koja se pojavljuje u praksi je glatka dio po dig. -dastoje
se od konéno mnogo glatkih povrsi koje su povezane na ivicama (kakarkutija na
primjer).

Ograntit cemo promatranje na one dio po dio glatke povrsi kojima ma¥pripisati
unutrasnju i vanjsku orijentaciju. Prisjetimo se da je dij@ncija vektorskog polja

F(z,y,2) = f(z,y,2)T + gz, y,2)] + h(z,y, 2)k

data sa of o o
v 9, 99 on
divF = e + Dy + P

5



Do sada nismo razmatrali fidu interpretaciju takve strukture. Slijetketeorema,
divergencijskaeorema daje interpretaciju divergencije u kontekstu fakda.

Teorem 1.6. Neka jeG solid €ija je povSinar orijetisana spolja. Ako je

.= Of O0g Oh
divF = 6x+8y+6z'

gdje f, g i h imaju neprekidne prve parcijalne izvode na nekim otvoreskumpovima

koji sadrzeG, onda je
//ﬁ-ﬁdsz///divﬁdv 2)
o G

Dokaz. Za sada izostavljamo. O

Primjedba. Eksplicitnije, divergencijska teorema kaze da je fluks wedltog polja
preko zatvorene povsi sa vanjskom orijentacijom jednajdnm integralu divergen-
cije preko regije zatvorene s tom povrsi. Ovo se nekad nazwmgki flukgovrsi.

Nekad je jednostavnije iz€anati fluks preko divergencije, nego potugoovrsinskog
integrala.

Primjer. Iskoristiti divergencijsku teoremu kako bi nasli fluks velgkog poljaF'(z, y, z) =
zk preko sferec? + 3% + 22 = a2.

Primjer. Naci fluks vektorskog polja
F(z,y,z) = 22i + 3yj + 2%k
preko jedinéne kocke u prvom oktantu porow divergencijske teoreme.
Primjer. Naci fluks vektorskog polja
ﬁ(:c, Y, z) = 23+ + 22k
preko regije koja je zatvorena kruznim cilindrafh+ 32 = 9 iravnimaz = 0i z = 2.

Divergencijska teorema dajetia interpretacije divergencije vektorskog poﬁa Pret-
postavimo da j&& mala sfericna regija centrirana u &&i P, i da je njena povrsina,
ozn&ena sasG orijentisana spolja. Ozfiano zapreminu regije saol(G), te fluks
polja F' prekoo G sa®(G).

Ako je divF neprekidno n&7, onda se preko male regifé vrijednost divF ne mijenja
mnogo u odnosu na vrijednost diVF; ), pa stoga razumno mozemo aproksimirati vri-
jednost divergencije ponto konstante dix?(Po). Divergencijska teorema implicira
da se fluksb(G) polja F prekoo (G) moZze aproksimirati kao

<I>(G)://J(G)ﬁ%db’:///cdivﬁde

~ dvF(Ry) / / / 4V = divE(Py)vol ().
G
Odavdje slijedi
(G)
vol(G)’

divE(Py) ~



§to moZzemo onda preciznije izraziti kao

R 1 -
F(P)= 1 —_— F-ndS.
divE'(Fo) 'uol(lCIv'r)lH() vol(G) //U(G) idS

Ovo nam kaze da se u stalnom fluidnom toku, divergencija vekog poljaﬁ moze
interpretirati kao limitirajiu fluks po jedinici zapremine udhi.

Primjedba. Gornja formula se nekad uzima kao definicija divergencije!

1.4 Stokesova teorema

Stokesova teorema

U ovoj sekcijicemo biti zainteresovani za povrSByprostoru koje su ograééne jed-
nostavnim parametarskim krivima. Na takvoj orijentisapoyrSi o ograntenoj sa
parametarskom krivort¥', postoje dva mogta odnosa izmadorijentacija krive i po-
vrsi.

Zamislimo osobu koja hoda duz kri¢eé sa hjegovom/njenom glavom u pravu orijenta-
cije povrSio. Osoba onda hoda u pozitivnom pravcu kriVes odnosu na prijentaciju
povrSio ako je povrs sa lijeve strane te osobe, a u negativnom smiaiika mu je
ona s desne strane (pravilo desne ruke)t &te se ranije susretali (a ako niste, trebali
ste!) sarotoromvektorskog polja

F(z,y,2) = f(z,y,2)i + gz, y,2)] + h(z,y, 2)k

g (O 09Nz, (OF 00Nz (09 Of\p
rOtF_(ay az)z—i_(&z 8x)j+(8x 8y)k’

Sto je moZda jednostavije dato sa

datim sa

rotF =

~ Fo =y
s S
SN EES

Stokesova teorema

Teorem 1.7. Neka jes dio po dio glatka orijentisana povrs koje je ograni¢enarjed-
tavnom, zatvorenom, dio po dio glatkom krivéhsa pozitivnom orijentacijom. Ako
su komponente vektorskog polja

Fa,y,2) = f(z,y,2)i + g(x,y,2)] + h(z,y, 2)k

neprekidne i imaju neprekidne prve parcijalne izvode naonebtvorenom skupu koji
sadrZio, i ako jeT jediniCni tangentni vektor né’, onda je

j{ﬁ-fds://(rotﬁ)-ﬁds.
C o



Primjed_k?a. Integral na lijevoj stranu glavne formule predstavlja rad$en vektorskim
poljem F' nacestici koja putuje krivont.
Zbog komputacijskih potreba abio taj integral izrazimo kao

]{ﬁ.dﬁ
C

gdje jedr = dai + dyj + dzk,
Sto vet izgleda poznatije.
Primjer. Naci rad koji izvrSi polje
ﬁ(x, Y, z) = 227 + dzy® + nyE
nacestici koja prelazi preko pravougaonikena razniz = y sa slike.

Nekada je zgodno posmatrati vektorsko polje

-

F(a,y) = f(z,y)i + g(z,y)]

u 2-prostoru kao vektorsko polje3dprostoru pomoéu

—

Ako je R regija uzy ravni ogranilena jednostavnom, zatvorenom, dio po dickglat
krivom C, onda mozemo tretiraft kao ravnu povrS. Dakle, ako orijentiSenidi C
suprotno od kazaljke na satu posmattapdozgo sa pozitivnog dijela-ose, dobivamo

j{ﬁdF://(rotﬁ)%dA.
C R

Medutim, rotor je u ovom sl@aju dosta jednostavan, naime

= dg Of\ =
F=|—=-—-")k.
rot ( y) k

7{Cfdx+gdy=//l%<%—g—£)di4,

Sto je Greenovateorema! Dakle dokazali smo da je Greenovarte u stvari posebni
slucaj Stokesove teoreme!

Stoga dobivamo



