1 Integrali

1.1 Pojam neodredenog integrala

Uvod u povrsinski problem

o Jako veéina razmiSlja o integralu isklju¢ivo kao o obratu izvoda, osnove integral-
nog racuna sezu mnogo dalje u proslost od modernih vremena. Jedan od velikih
problema viSe matematike je:

Definicija 1.1. Ako je data realna funkcija f koja je neprekidna i nenegativna na
intervalu [a, b], nadjite povr§inu koja se nalazi izmedu grafa funkcije f iintervala
[a, b] na z-osi.

Uvod u povrsinski problem

Uvod u povrsinski problem

e Povrsinske formule za osnovne geometrijske figure, kao §to su pravougaonici,
poligoni i krugovi idu nazad do najranijih matematickih zapisa. Prvi pravi na-
predak od najprimitivnih pokus$aja je napravio starogrcki matematicar Arhimed
(‘Apxtundns), koji je razvio genijalnu, ali napornu tehniku, koja se zove teh-
nika iscrpljenja, kako bi nasao povrsine regija koje su ograni¢ene parabolama,
spiralama i raznim drugim krivim.

e Do 17-og stolje¢a mnogi su matematicari otkrili nacine kako izracunati ove povr-
Sine koriste¢i limese. Medutim, svim ovim metodama je nedostajala generalnost.



Uvod u povrsinski problem

e Veliki napredak su napravili nezavisno jedan od drugoga Newton i Leibnitz, koji
su otkrili da se povrSine mogu dobiti obrcéuéi proces diferencijacije.

e Newtonov rad De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas izdat
1711 se smatra poCetkom viSe matematike.

Sir Isaac Newton FRS
Gottfried Wilhelm Leibniz

Pocetak moderne matematike
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Neodredeni integral
[

Definicija 1.2. Funkciju F' definisanu na intervalu I, nazivamo primitivom ili
primitivnom funkcijom ili prim funkcijom ili anti-izvodom ili integralom funkcije
f(x), ako je na tom intervalu f(x) izvod funkcije F'(x), tj. ako vrijedi relacija

F'(z) = f(z), Vzel. (1)

e Definicija 1.2 se mozZe formulisati tako da umjesto termina “izvod” koristimo
termin “diferencijal” i tada vrijedi

d F'(z) = F'(z)dz = f(x)dz, Vzel. 2

Primitiv

2

Primjer 1.3. Funkcya a3 je primitiv funkcije f(x) = x? na intervalu (—oo, ),

zato Sto je za svako x € ( 00, 00)

Fla) = [;x?’] —2? = f(a).

e Primjetite da ovo nije jedini primitiv funkcije f na ovom intervalu. Ako dodamo
bilo koju konstantu C' na %:ﬁ onda je funkcija F'(z) = %:c3 +C takoder primitiv
funkcije f(z) = 22, jer je Vo € (—00,00)

1 1
*(ES—FC)/ _ §($3)/+Cl :{L‘Q.

Fi(a) = (5



Primitiv
[ ]

Teorema 1.4. Neka je F(x), na intervalu I, primitiv funkcije f(x). Tada je i
funkcija F(x) + C, gdje je C proizvoljna konstanta, takoder primitiv funkcije
f ().

Teorema 1.5. Neka su F(x) i ®(x) razli¢iti primitivi funkcije f(x) na intervalu
1. Tada je
O(z)=F(x)+C, CeR 3)
Primitiv
Dokaz. Na osnovu pretpostavke teoreme je
Fl(x) = f(z), ()= f(2),
odakle slijedi da je

odnosno, vrijedi

Neodredeni integral
e Proces nalaZenja primitiva nazivamo anti-izvodenjem ili, poznatije, integracijom.

e Skup svih primitiva funkcije f(z) nazivamo neodredenim integralom funkcije
f(z) i oznatavamo ga sa

/f(:c)dx = F(x)+ C,
gdje je C' proizvoljna konstanta.

Neodredeni integral

e ProduZeno S koje se pojavljuje s lijeve strane definicije neodredenog integrala
se zove znak integracije, $to je notacija koju je izumio Leibnitz 1675 godine.
Funkcija f(x) se zove integrand ili podintegralni izraz. C' se naziva konstanta
integracije.

e Pridjev “neodreden” se odnosi na Cinjenicu da integracija ne daje jednu, odre-
denu funkciju, ve¢ Citav snop funkcija (zbog konstante integracije).



Neodredeni integral
Primjer 1.6. Provjeriti da je [ I“Txda: = % + C. Kako je

d [In’z Inz 1 Inx
il ) Yt
dx( 2 +C) 2 x

to je prema definicije neodredenog integrala funkcija % + C' neodredeni integral

Inx
=

funkcije

Neke osobine neodredenog integrala
1z definicije neodredenog integrala direktno slijedi

rou]

d/f(a:)dx = d[F(z)+C] = F'(z)dz = f(z)dz, 5)
/dF(ac)
/F’(w)d:z:

Jednostavnija pravila integracije

[F(z) +C) = F'(z) = f(x), )

/F’(x)dx = /f(x)dx = F(x)+ C, (6)
/f(x)dm =F(z)+C. (7

e Pravilo 1. Neka je a € R konstanta. Tada vrijedi
/af(x)da: = a/f(x)d:l: (8)
e Pravilo 2. Ako postoje [ fi(z)dz, i=1,2,...,n,tada vrijedi

[ttt p@do = [ @it [ o [ fu@is. ©

Jednostavnija pravila integracije
e Pravilo 3. Neka je [ f(t)dt = F(t) + C. Tada je

/f(aas—i—b)dm: éF(a:c—i—b)-i—C. (10)
e Dokaz. Kako je
arF)
PO~ Py = o),

%F(aw—i—b):a'F’(a:c—i—b):wf(ax—i—b),

imamo da je

% LILF(ax + b)} - %a F'(az+b) = F'(az +b) = f(az +b).



1.2 Tablica osnovnih integrala

Tablica osnovnih integrala

e Integracija je u osnovi Cisto pogadanje - no obrazovano pogadanje! Mi u osnovi
pokusavamo da pogodimo $ta je funkcija iz njenog izvoda.

e Veliki broj integrala moZemo rijesiti koriste¢i se nekim, osnovnim integralima
standardnih funkcija. Ovdje ¢emo navesti neke od njih.

Tablica osnovnih integrala

/0~dx:C; /dx:m—i—C,

1
/xadx: — 2% 4 C, a#+l,a€R,
a+1

1
/fdx =In|z|+ C,
x

Tablica osnovnih integrala

4.
1 -1
/md:r:arctgz+c, /mdx:arcctgquC,
5. ) )
————dx = arcsinx + C; /;dx = arccos x + C,
/ V1—22 V1—a?
6.

/azdm:a——i-C, /e$d:r:e$+0,
Ina

Tablica osnovnih integrala

7.

/sinxda::—cosx—l—C’; /cosxda::sina:+0,
8.

/ 7, dr =tgx + C, / dr = —ctgx + C,

cos sin?
9.
d:z:ln’a:—&— x2:|:a2‘+0
[ ey



Tablica osnovnih integrala

10.
/seca:tanzdx:sechrC’; /cscxctgxda::fcschrC,
Primjeri
[ ]
Primjer 1.7.
/(x3 + 2z — 5)dx
[
Primjer 1.8.
/ Vadz.
[
Primjer 1.9.
/sin(mx)dm.
Primjeri

Primjer 1.10.

1
/x+3da@.

Primjer 1.11.

/ 2r+5 d
2 +5x+1 -

Primjer 1.12.

/ tg? xdz.



Primjeri
[ ]

Primjer 1.13.

/x-ewz"’ld:p.
d

/ ac dx.
zlnx
2d

/ - v dx
sin 2x

Primjer 1.14.

Primjer 1.15.

Primjeri
[ ]

Primjer 1.16.

1
/Coszxdx:/ Cosxdx:/cscxctgxdm:—cscx—l—C

sin“ x sinx sinx

Primjer 1.17.

JEEen (39 o o

-1

t 1

1.3 Integracija metodom smjene
Integracija smjenom

e U dosada$njim primjerima smo se samo koristili osnovnim pravilima i tablicama
integrala. Takvi slucajevi su rijetki i u nekim sluajevima uvodenjem smjene
nezavisne promjenljive podintegralne funkcije moZemo svesti integral na tabli¢ni
slucaj.

e Neka trebamo izracunati
/ f(z)dx. (11)
Umjesto nezavisne promjenljive  uvedimo novu promjenljivu ¢, i neka je

x=g(t), dr=g'(t)dt. (12)



Integracija smjenom

e Tada integral (11) glasi
/ flg®)]g'(t)dt. (13)

Teorema 1.18. Neka su Jy i Jo otvoreni integrali u skupu R. Neka je f : Jo —
R, Vx € Jo, neprekidna funkcija na Js i neka funkcija g : J; — Jo ima nepre-
kidne izvode na Jy. Tada za svako t € Jy i svako x = g(t) € Jo vrijedi

/ f(z)dz = / Flo(O)g'(t)dt. (14)

Integracija smjenom

e Tacnost tvrdnje prati na osnovu definicije izvoda posredne funkcije i definicije
neodredenog integrala.

Primjer 1.19.
/ sin® z cos zdz.

Uvodimo smjenu sin x = t, cos xdx = dt. Tada posmatrani integral glasi

) 1 1
/sin?’xcos:z:dx:/tddt: 1t4+C’: Zsin4x+0.

Integracija smjenom

Primjer 1.20.

2
/xe‘ dx.
dxr

dx.
/1—1—437 v

Primjer 1.21.




Integracija smjenom

Primjer 1.22.

/de
Vv1+zx '

Primjer 1.23.
oS T
/ 7.2d$.
1+sin“x

Primjer 1.24.
/ sin® zdz.

1.4 Metoda parcijalne integracije

Parcijalna integracija

e Neka su u = f(z) iv = g(x) funkcije promjenljive x i neka imaju izvode

u' = f'(x)iv = ¢'(x). Tada je po pravilu diferenciranja proizvoda

d(u-v) =udv+vdu,

odakle slijedi
uwdv=d(u-v)—vdu

odnosno
vdu=d(u-v)—udv.
Iz prethodnih jednakosti integracijom dobivamo

Parcijalna integracija

/udvzuv—/vdu

odnosno

/vdu:uv—/udv.

e Gornje relacije daju pravila parcijalne integracije.

10

5)

(16)



Primjeri
Primjer 1.25. Neka treba naci [ xe**dx. Uzmimo da je
1 2x

u =z, du = dz, dv:e%év:/ehd:ﬂ:Ze

2 —
/x 1na:—’ dv = a?dx = v = a2

Tada je prema relaciji (15)
1 1
/xe%dx = gezm - §/€2xdx = ge% - Zezz +C.
Primjeri
[ ]
Primjer 1.26.
u=Inz=du= df ‘

[
»hnr 1 5 dr  2Plnz 1 9

- _ - Rt - -d
3 3/96 z 3 3/9” v

¢ 3 9

z>lnz =z

= - —+4C.
3 9 +
Primjeri

[
Primjer 1.27. Izracunati

/e‘m cos(bx)dz.

e Oznacimo dati integral sa J i neka je
u=e" dv = cos(bx)dx.

e Tada je prema relaciji (15)
u = e*” = du = ae®dx

J= /e cos(bx)dx = ‘ dv = cos(bx)dz = v = %Sin(bx)

Primjeri
* 1
= —e"sin(bzx) — %/e‘” sin(bzx)dz.
e Ako se za izraunavanje [ e®* sin(bz)dx uzme

[ ]
u=e" (du = ae®dzx), dv = sin(bz)dx (v =3 cos(bx)) ,

tada slijedi

11



Primjeri

1 az a 1 ax . a ax .
J= 3¢ sin(bzx) — 5 | 3e cos(bx) + 2 /e cos(bx)da:] ,

2

3 gax cos(bx) — Sy

1 ar .;
J = 7€ sin(bx) + = 2

e RjeSavanjem prethodne jednacine po J dobijamo

Primjeri
[ ]
7 bsin(bz) + acos(bz) .,
N a? 4+ b? ’
ili
* bsin(b b
/e‘”” cos(bzr)dr = sin Z)Q:_CZSOS( z) e+ C.
Primjeri
[ ]
Primjer 1.28.

dx
—_— N.
/ @2+ a2’ ne

Primjer 1.29. Izracunati

J=/\/:U2+a2dx.
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