1 Odredeni integral. Integrabilnost ogranicene funk-
cije

Najprije uvedimo dvije pretpostavke. Prva, da je realn&tijn segmenta, b kon&ne

duZine (oo < a < b < +00).

Definicija 2. Podjela segment#u, b], u oznaciP, je svaki konaCan skup tactaka iz
[a, b] koji sadrzi skup{a,b}. Tatke skupd@ su podione taCkesegmentda, b] . Ako
pretpostavimo da podijela P sadrzit 1 — u tefku, tada s€esto (po dogovoru), piSe
(%) P={a=29 <z <z2 <--- <z, =b} Jasno je da se podionimtta
kama segmernjt, b] dijeli na podrazmake manje duzine. Svaki od njih je oblika 1, z;),
odnosndz;_1, z;] (ili, pak (x;—1, ], [xi—1,2;)) | predstavljajurazmake podjelé®.
Duzinarazmaka jdz; = z; —x;,-1(i=1,2,...,n),a

d(P) = max (z; — x;—1) = max Ax;

1<i<n 1<i<n

nazivamdijametrom podjel®. Na svakome razmaku podjéle 1, z;], (i =1,2,...,n)
izaberimo po jednu proizvoljnué&u¢;. Skup tako odabranihtaka nazivamskupom
odabranih taCaka ozna&avamo sa

E= {51;52;"';€n}~

Na ovaj smo néin dobili par(P, Z) , podjelu zadatog segmenia b] sa skupom oda-
branih tatakakaji iz prakticnih razloga zovemepodjelom segmentgu, b], kada nas
to ne dovodi do konfuzije.

Definicija 3. Neka jef : [a,b] — R i (P, E) podjela sa odabranim tatkama segmenta
[a,b]. Sumu

o(fiP.E) =D (&) (wi—mi1) = Y f(&) Az, (1)
i=1 =1
gdiejeP={a=2o <1< - <z, =b}; 2 = {,&,...,& } nazivamoainte-

gralnom sumontunkcije f za datu podjelyP, =) .

Primjer prvi. Pretpostavimo, za tren, da je € C [a,b] kao i da je za svaka €
[a,b] f(x) > 0.

Krivolinijski trapez ABba je ravna figura ogragena dijelomOxz— ose, pravinz =
a iz = bigrafikom funkcijey = f(z) ; slika (6.1).

Uocimo podjelu P= {a =2 <21 < --- <z, = b} sa skupom odabranihdaka
= = {&,&,...,&,}, te odgovarajée pravougaonike osnoviday_1,zx] i visina
f&k),k=1,2,...,n; kao naslici (6.1).

Intuitivno mozZemo ustvrditi da je povrSina krivolinijskagapezaA Bba, priblizno,
jednaka integralnoj sumi datoj relacijom (1).

Definicija 4. Za funkcijuf : [a,b] — R, kaZemo da je Riemann - integrabilana na
segmentlia, b] ako postoji realan brol takav da

(Ve > 0)(35 > 0)(lo(f;P,E) — L| < ¢) (2)
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za svaku podjell? = {a = z¢p < 21 < --- < x,, = b} i svaki skup odabranih tacaka
== {§L S (Jci_l,m,-) ,i=1,2,... ,n} zZa kOjejed(P) < 4.

b
Broj L se naziva Riemannov integral funkcij@a segment{u, b] i oznacava/ f(z)dz,

a Cita: odretkni integral funkcijef od a dob.

Segment predstavljpodrucje integracijea funkcija f je integrand Dakle, funkcija
f je R— integrabilnaili f € | [a,b], ako ima kon&an Riemannov integral. Ovaj
se integral zove i odremhi integral odf, na segmentiu, b], za razliku od skupa svih
primitivnih funkcija funkcije f, koji smo nazvali neodresghim integralom funkcijef .
Broj L iz relacije (2), jeste grafina vrijednost integralnih suma, kada dijamefd@) —

0, pa taj limes je

b n
L= /f(:c)d:c = Jm <Z &) (s — xi1)> , 3)
a 1=1

gdje su¢; € [z;—1,x;] odabrane t&ke u podjeli P. Vé sada moZemo pokazati da
poCetna pretpostavka o ogr&enosti funkcijef nala, b], nije dovoljan uslov za njenu
integrabilnost.

Razmotreemo, kao primjer, Dirichlet

x(@) = { 0, zel. )

Neka sui, b € Ria < b. Uzmimo da je
P={a=xzo<z1 < <ax, =b}

proizvoljna podjela segmenia b]. Neka stE, = {&1,&a, ..., &n i 22 = {&1,85,...,&,}

dva skupa odabranih @aka segmentéu, b] takvi da su¢; € [x;—1,2;] N Q, & €

[xi—1,zINJ (i =1,2,...,n). Tadajer (x;P,Z1) = > 1-Az; = b—a,0 (x;P,E3) =
i=1

> 0-Axz; = 0, odakle slijedi da}i(lFi’)m o (x; P, Z) ne postoji. Prema tome, Dirichle-
i=1 —0



tova funkcija, koja je dito ograntena na bilokojem segmenfu, ], nije integrabilna
nala, b].

U vezi sa ovim, moZe se takeddokazati jos jedan vaZan rezultat. Naime, upravo smo
pokazalida izf € B [a, b] ne slijedif €| [a,b]. Pokazuje se da obrat uvijek vrijedi, tj.
ako je funkcija integrabilna ng, b], onda je ona ograbéna na tome segmentu. Dru-
gim rijeCima, potreban uslov integrabilnosti funkcije jeste njegeantenost, naime
tatna je

Lema 0.Ako jef € 7, tadajef € By, -
Darbouxove sume.

Vaznu ulogu u definiciji integrala, igraju Darbouxove sunugeksu u bliskoj vezi sa,

vec definiranom, integralnom sumom.

Pretpostavimo da j¢ definirana nda, b] i da je ograntenaadaje P~ {a = 2o < 21 < -+ < =, = b}
podjela toga segmenta. Uvedimo oznake

mi= inf f@@)m= inf f(&),Mi= sup f(&),M= sup f(x)
TE[@i—1,74] z€la,b] TE[Ti—1,74] z€[a,b]
Sumesp = s (f,P) Z m;Az;, Sp= S (f, Z M;Ax; nazivamo, redonmgo-

njom i gornjom Darbouxovom sumorfunkcuef na segment\[u b], koje odgovaraju
podjeli P. 1z definicije integralne sume i Darbouxovih susigedi

sp=s(f,P)<o(f;P,E) <S5(f,P)=5p (5)
za svaku podjelu P segmeritab] i bilokoje odabrane t&ke
gi € [xifla Zz] ’ (Z = ]-a 27 "'7”);

gdje Darbouxove sume svakako i ne ovise od skupa odabrarakaa

Lema 1. Za bilo koju podjellP segmentda, b], vrijedi

m(b—a) <sp<Sp< M(b-—a), (6)
gdiejem = inf {f(x)} M = sup {f(2)}.
xE[a,b] IE[a,b]

Lema 2. Ako jeP finija podjela od podijeld®, tj. ako jeP c P, tada vrijedi
sp < sp < Sp < Sp. (7)

Lema 3. Neka suwPi P’ dvije proizvoljne podjele segmenta, b], tada jesp < Sp'.

Dokaz. Neka je P = PU P. Jasno da je podjela’Hinije od obije date podijele,
ti. P,P c P”. Na osnovu leme 2, int@mosp < spr < Spr < Spr, 5to je trebalo

i pokazati. Definicija 5. Broj s = sup {sp} zove se donji Darbouxov integral
P|[a,b]



funkcije f na segmentya, b],a S = P‘i[nfb] {Sp} gornji Darbouxov integral funkcijg

na segmentt, b].
Negdje se ovi integrali nazivaju i donji Riemannov, odnogoonji Riemannov inte-
gral, svejedno, za njih vrijedi

Lemad.s < S.

Teorem 6. Neka jef ograniCena funkcija na segmenjiw b]. Tada f je integrabilna
na[a, b] ako i samo ako za svako> 0, postojié > 0 takav da za svaku podjeR
segmentda, b] dijametrad(P) < 4, vrijedi Sp — sp < €. Za prakttno utvrdvanje da
li je neka funkcijaf integrabilna na segmentu, b], od koristi je sljedéi

Teorem 7. Funkcija f je integrabilna nala, b] ako i samo ako za svako> 0 postoji
podjelaP segmentda, b], tako da vrijedi

(*) Sp— sp < e.

Teorem 8. Funkcija f je integrabilna ako i samo ako j& = s, a u slu€aju integrabil-
nostinaa,b],S = s = f’f(m)da:.
Primjer 15. Neka je ‘
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1
Pokazati da jg f(t)dt =3.
0

1.1 Osobine integrabilnih funkcija
Definicija 6. Neka jef € 7, ;. Tada je, po definiciji,
b

Zf(m)dm = — [ f(z)dxi zf(x)dx =0, € [a, b].

a

Lema5.Akojef € I, 5 i a < o < 3 < b, tadajef integrabilna na segmentu, 3] .
Lema 6. Neka jea < ¢ < bineka je funkcijaf integrabilna naja, b]. Tada vrijedi

/bf(x)dxjf(x)dx+/bf(x)dx. (8)

Teorem 9. Nekaf,g € I, ;. Tada su funkcijef + g, f — g, A - g integrabilne na
segmentlia, b], gdje jeA € R ; pri tome vrijedi



(@)

() [ (M(@) de = A [ f(a)da.

a

S s
Q

Teorem 10. Neka suf, g € Zj, ) takve da jef(z) < g(x) za svakar € [a,b] , tada
vrijedi

/b f(@)dr < /b g(x)de. ©)

Teorem 11. Ako je f integrabilna funkcija na segmentu, b, tada su integrabilne i
funkcijef* i | f| ; osim toga, vrijedi nejednakost

b
/f(x)dx

Primijetimo da iz integrabilnosti funkcijgf| naa, b] ne slijedi daf € 7, ;. Zaista,
funkcija

b
< / ()] da (10)

B 1, z€la,bNQ
f(m)—{ -1, =z€la,bNI

oCigledno nije integrabilna n, b] . Medutim

|f(@)] =1,z € [a,b],
jeste integrabilana na istome segmentu; v. primjer 14.
Teorem 12.Ako jef € Cjo ), tadajef € Zjqy)-

Primjer 16. Neka jef neprekidna funkcija na segmenjtub] i ¢ € (a, b) ; definirajmo
funkciju g nala, b] , pomatu

9(z) :{ f(x), x€la,b]\{c} , (11)

Q, T=c

gdje jea # f(c).

Nije teSko ud@iti da je g prekidna funkcija u téki ¢ € (a, b). Pokazé&emo da jg inte-
grabilna funkcija nda, b]. JoS viSe, ako ogragena funkcijag, ima bilo koji kon&an
broj otklonljivih prekidnih t&aka na segmentia, b], svejedno, ona je integrabilna i

vrijedi ) .
/g(x)dx :/f(x)da:.

Na taj n&in se pokazuje da je neprekidnost funkcije samo dovoljdovuza njenu
integrabilnost.



Teorem 13.Svaka monotona funkcija ng, b] je integrabilna naja, b] .

Teorem 14. (Teorem o srednjoj vrijednosfiNeka je f neprekidna funkcija na seg-
mentu[a, b], tada postojix € [a, b] takvo da vrijedi

b
fO) = 555 [ f@)de. (12)

1.2 Veza odreenog i neodreanog integrala

Veza odretenog i neodreenog integrala
Neka je f integrabilna funkcija na segmeniw, b], tada jef < 1 [, ] za bilokojexr

[a,b]. Dakle, postoji integral f(¢)dt, koji je, o€ito, funkcija svoje gornje granice.

a
Ozn&imo tu funkcionalnu zavisnost &(x), tj.

Pla) = / Fodt . (13)

Ovako definirana funkcijd’, kao Stocemo pokazati, ima bolja svojstva od podinte-
gralne funkcijef.

Teorem 15.Neka jef integrabilna funkcija nda, b], tada je funkcijaf’(z) = [ f(t)dt
neprekidna nala,b]. Dokaz. Iz f € Zj,; slijedi da postojiK > 0 tak%v da je

|f(z)| < K za svakar € [a,b] (lema 0).
Zah > 0, imamo

x+h x x+h

Flz+h) — F(z) = /f(t)dt—/f(t)dtz/f(t)dty

x+h x+h
odakle je|F(z +h) — F(z)] = | [ f(t)dt| < [ |f(t)|dt < K -h. Dakle,

hlir(r)lJr F(z + h) = F(x). Poslednja relacija pokazuje da je funkcljiér) neprekidna
—
sa desne strane udd z € [a, b). O

Teorem 16.Ako je f neprekidna funkcija nfu, b], tada je

F(z) = /f(t)dt



diferencijabilna funkcija i za svake € (a, b), vrijedi
F'(z) = f(2).
Zo

Dokaz.Neka jexy bilo koja t&&ka iz (a, b), F(xo) = [ f(t)dti
:Co-‘rh
Flao+h) = / F(t)dt.

Koli¢nik prirasta funkcijeF i prirasta argumenta je

F(onrh})LfF(:Co) _ % z;frhf(t)dt.

:Co-‘rh
Budiidajef(zo) =+ [ f(wo)dt, iz poslednje relacije slijedi

o

F(l‘() + h]z — F(fU()> _ f(l‘()) _ }_ll Iofrh(f(w . f(:C())) dt. (14)

Zo

Sa druge stranef, € Cj, 5 pa je za zadate > 0 mogice n&i § > 0, takav da je
|f(t) — f(x0)| < e kadgodt ima svojstvo da jgt — z9| < §. Osim toga, ako se
izabereh, tako da je) < h < §, ondatemo imati

zo+h zo+h
i S (@) = flxo)dt) <5 [ |f(t) = f(zo)ldt < §-h=e.

xo xo
Ako poslednju nejednakost primijenimo na (14), dobijamgdatoji desna derivacija
funkcije F'(x) u zo i jednaka jef (xo). Isto tako se tretira stiajh < 0i —§ < h < 0,
tj. isto vrijedi i za lijevu derivaciju funkcijeF'(x) u tatki xo.
Buduti da jexy € (a,b) proizvoljno uzeto, teorem je dokazan. Iskoiistino pos-
lednju tvrdnju da izvedemo jednu od najvaznijih formulaegmalnog réduna, a to
je Newton-Leibnizova formulaDakle iz teorema 16 slijedi da je funkcij@(z) =

[ f(t)dt primitivna funkcija funkcijef (z).

E’okazali smo u da razlika bilo koje dvije primitivne funkegigte funkcijef predstavlja
konstantu. To zn&, ako je®(x) bilokoja primitivna funkcija funkcijef (x), onda je

O(x) — F(z) = C,

jer je F'(x), takote, primitivna funkcija funkcijef.
Buduti da je opsti oblik primitivne funkcije zg(z), njen neodreeni integral®(z) =
[ f(z)dz, to slijedi da je

/f(x)dx:/xf(t)dtﬁ—c,



odnosnod(x f f(t)dt = C. Ako u posljednjoj relaciji stavima: = a, a zatim i
x = b, dobicemo sljedee relacije
P(a) =CiP(0 ff = C. Prematome slijedi dajﬁf = ®(b) — ®(a).

Ova formula se, pgdogovoru, zapisuje i koristi u obliku

b
[ st = o) (15)

i predstavlja Newton- Leibnizovu formulu.

Primjer 20. IzraCunati mtegralf Glavni metodi izr&unavanja neodreshog

1+ 2
integrala, metod smjene promjenluve i metod parcijalrtegmnacije, mogu se primije-
niti i kod izraCunavanja odrezhog integrala. Prije nego pokaZemo kako ovi metodi
ovdje funkcioniraju, uveemo pojam glatke funkcije.

mQ, <0

Razmotrimo, najprije, primjer funkcijg(xz) = sinz. x50

, kojutemo predsta-

viti i na slici. VA

y=sinx

’ \/ ;

Nije teSko vidjeti da je njena prva derivacija prekidna faijk u nuli. Naimey'(z) =
22, x<0
cosz, x>0
tome da funkcijay(z) u nuli ima “Spic”, dakle, nije “glatka” kao u ostalim tkama
njenoga domena.

, pajey’(-0) = 0,y'(+0) = 1. Na grafiku se to prepoznaje po

Definicija 7. Funkcijaf : [a,b] — R je glatkana[a, b], ako ima neprekidnu prvu de-
rivaciju na skupye, b] ; podrazumijeva se desna (lijeva) derivacija u ta¢kpdnosno
b).

Klasu svih glatkih funkcija néa, b] ozn&avamo saf(l)

Za funkcije koje su glatke po dijelovima svoga Jomena (kafirZi kon&no mnogo
takvih dijelova), kazemo da dio po dio glatke funkcije



Teorem 17. Neka su funkcijes(z) 1 v(x) glatke na segment(a, b]. Tada vrijedi

jednakost
b b

/u(m)dv(x) = u(z)v(x) ‘ab - /U(m)du(m) (16)

a a

Dokaz.Ako primijenimo Newton-Leibniz formulu na derivaciju pmioda

(u(@)v(2))" = v/ (2)v(z) + ' (@)u(),

dobicemo

b b
odnosno[ v (z)v(z)dz + [u(z)v'(z)de = u(z)v(z) Z , odakle slijedi formula

(16), Sto smo i tvrdili ovim teoremom. Iskoris@mo sada formulu za parcijalnu inte-
graciju da pokaZzemo joS neke osobine oeéranh integrala. Madnjima je ipoopStenje
teorema o srednjoj vrijednosti

Teorem 18.Neka jef neprekidna, g rastuta nenegativna glatka funkcija na segmentu
[a, b]. Tada postoji € [a, b] tako da vrjedi

b b
/&@M@Mx:mw/#@Mm (17)
a ¢

Teorem 19.(Drugi teorem o srednjoj vrijednos}iAko je f neprekidna, @ monotona

i glatka funkcija na segmentu, b], tada postoji € [a, b] tako da vrijedi

b I3 b
/}@M@Mx:mw/&@mx+mw/f@Mw (18)
a a f

Dokaz.Ako pretpostavimo da je rasti€a naja, b] i uvedemo funkcijub (z) = g(z) —
g(a), onda je jasn@ nenegativna i glatka funkcija. Jos viSe, primjenom form(@ié)
na funkcije f i @, slijedi jednakost (18), Sto je trebalo i pokazati. Navedisada
formulu za smjenu promjenljive u odredom integralu¢ime ¢emo dobiti joS jednu
moctnu metodu za izunavanje odrashog integrala.

Teorem 20.Neka jef : [A, B] — R neprekidna, a funkcija
¢ : [, Bo] — [A, B]
ima neprekidnu derivacijg’(t). Ako je

Oé,ﬁ S [OZO,BO] , a4 = ¢(a)ab = ¢(6)7



tada vrijedi jednakost
b B
[ t@ide = [ @0 ¢ (19)
Teorem 21. (enseh Neka jef € C, 5, @ ¢ konveksna i neprekidna funkcija na

min {f(z)}, max {f(z )}] . Tada vrijedi nejednakost

x€la,b] xz€la,b]

Primjer 24. Izratunatil = f sl du.
0

Primjer 29. Neka suf i g neprekidne funkcije nfu, b]. Pokazati da vrijedi nejednakost
(Bunjakovski-Schwarz)

fbf( x)dr < <ff2 ) <fbg2(:c)d:c> , (BS)

pri Cemu u (BS) vazi znak jednakosti ako i samo akg je ag, za nekax € R.
> Podmo od cCigledne relacije

T = >\2ff2 dx+2)\ff d:c+fg )dz =

a

(2))? dz > 0.

@%c—

MoZemo, odmah, uzeti dalfef2 )dz > 0.

Sa druge strane, polazni kvadratnl trin@hje nenegativan ako i samo ako (za njegovu
diskriminantu) vrijedi

(/bf(ﬂf)g(ﬂf)dﬂf)2 - (/b fQ(x)dﬂf) (/bf(:v)d:v) <0,

Sto predstavlja nejednakost (BS). Osim toga, jednakos®),(@&ijedi ako i samo ako
e Mf(x) + g(x) = 0 za svakar € [a, b], t].

9(x) = af(x), (a = =A) <

10



2 Nesvojstveni integral i njegove osobine

Rimannov integral realne funkcijg, koja je definirana na segmentu integradiieb],
uveden je uz bitnu pretpostavku da je funkgfjagrantena { € B [a, ]).

Osim toga, uslov da se integracija vrSi na kémam segmentu, takede ograntenje
koje se, sve vrijeme dok @ramo o odrédnom integralu, istie. Drugim rij&€ima,
integral neograitiene funkcije nije definiran.

Jednako tako, niintegral funkcije definirane na razmakuwo), nije definiran. Medtim,
pojam integrala se moZe potip tako da obuhvati i neke ovakve glajeve.

Definicija 8. Neka je funkcijaf definirana na razmak(u, b) i integrabilna na svakom
segmentlia, 8] C [a, b). Ako postoji konacan limes

B
lim / f(z)dx, (20)

B—b—0
a

b
on predstavljanesvojstveni integral funkcijef narazmakuya, b) i oznatavasg f(z)dx.

a

Cesto se (20) naziva i nesvojstvenim integralomisgularitetom u tackh i ako postoji
B b

konaan Iimesﬂ lirbn . | f(z)dz kazZe se da nesvojstveni integfaf (x)dz konvergirg
—0=04 a
b
u suprotnom sléaju kazemo da integrd! f (z)dx divergira.

a

b
Slieno se definira nesvojstveni integrfalf (x)dz sa singularitetom u &i a.

1
Primjer 30. Nesvojstveniintegra %adx zaa > 0 imasingularitet u téki 0. Njegova

0
konvergencija, 6ito, zavisi od parametra > 0.

Definicija 9. Pretpostavimo da je funkcij : [a, +00) — R integrabilna na svakome
segmentiia, 5] C [a, +00). Ako postoji limes

B
lim /f(m)dm,

B—4o0
onda kazemo da je to nesvojstveni integral funkgijga razmakya, +00) ; u oznaci

B +o0
lim [ f(x)de= [ f(x)dz.

B—r+o00 g

. o0
Cesto se simbol[ f(z)dz naziva i nesvojstveni integral sa singularitetom Ako

B
postoji kona“fanB hrf | f(z)dz, onda nesvojstveniintegral konvergira, a u suprotnom
—-+0o0o a

11



on divergira. Na potpuno analogandirase definira i nesvojstveni integral

b
;/’ f(z)da.

Primjer 31. Ispitajmo konvergenciju integralf xiadx, a e R.
1

[ =@

B
>Neka jea # 1. Tadajef Ldo = - - L
1

o ra—1

Tidm: lim fidx: lim L(ﬁl_“—l): a1 >l
1o ooy T° o0 1 o0, a<l.

*)
) ) B
Ako je o = 1, tada imamaf 2dz = In 3 ; dakle
1

B
lim /ldm = lim Inf = oo,
T B—o0

B—o0
1

Sto zajedno sa (*), pokazuje da je integral konvergentan za 1, a divergentan za
a < 1. < Reti temo da integral ima singularitet (tta b ako je funkcija neogratena
na intervalu(g, b), (8 < b), ili pak, b predstavlja simbobo. Drugim rijeCima, ako je
funkcija f definirana na korianom ili beskonénom razmakya, b) (b je kon&an broj
ili o0), i integrabilna na svakom segmenty 8] C [a,b), onda nesvojstveni integral

b B
| f(z)dz konvergira u sldaju da postoji konzan éin%)ff(x)dx ; U suprotnom ne-
a - a
B
svojstveni integral divergira. Dakle, umjes;;[dirgl . [ f(z)dz (ako jeb konaan broj),
—0=04

B B b
odnosnoﬂlim [ f(z)dz (ako jeb = o), pis&cemo istoéin%)ff(x)dx. Ako [ f(z)dx
—X 4 —b g a

ima singularitete w i u b, ondatemo staviti po definiciji da je

/b fa)dz = / f(a)da + / f()da; (21)

pri ¢emu pretpostavljamo integrabilnost funkcfjea svakom segmentu, 5] C (a,b)
b

i a < c¢<b. Dakle, po definicijif f(x)dxz konvergira ako svaki od dva nesvojstvena

integrala na desnoj strani u (2131 konvergira.

b b
Teorem 22. Neka suf f(z)dz i [ g(x)dx nesvojstveni integrali sa singularitetom u
tatkib. Tada: ’ ’ b
(1) ako oba integrala konvergiraju, konvergirgi(Af (z) + pg(z)) dz i vrijedi

a

12



b b
f z) + pg(x))de =\ [ f(2)dr + p [ g(z)dz, (A, p € R);

a
b

(2) akojea < ¢ < b, [ f(x)dx konvergira ako i samo ako konvergira

jb‘f(x)dxivrijedi jb‘f(x)dx = jf(x)derf’f(m)dm; (3) ako suf i g glatke funkcije

i postoji kona(:anlin% f(z)g(x), integral f f(z)g'(x)dx konvergira ako i samo ako

T—
konvergira

b
[ F@gta)ds

U tome slucaju vrijedi jednakost

b b

b
[ 1@ @s = r@ygta) | - [ £l

a z—b

(o)
Primjer 32. Nesvojstveni integral [ e~I*ldz konvergira, jer je

— 00

0
f e~ leldy = f “’d:chfe’md:c* hm fezder hm fe Ty =
—>OOO
= lim (1—e)+hm (1—65) 2.

a——oo

Definicija 10. Ako je f integrabilna funkcija na svakom segmenitia] C [a,c) i
svakom segmenigd, b] C (¢, b],a < ¢ < b, definiramo

/bf(x)dx:/cf(x)dx—f—/bf(m)dm

c b
ukoliko integrali [ f(z)dz i [ f(x)dx konvergiraju.

b
Teorem 23.Potreban i dovoljan uslov konvergencije nesvojstvenaegiratia [ f (x)dz,
a

sa singularitetom u tacki, jeste

(Ve > 0) (3Bo,a < Bo < b) : (VB', " € (Bo,b)) , vrijedi

g7
[ f(z)dx

B/

<E.
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b
Teorem 24. Neka je za svake € [a,b) |f(z)] < g(z). Ako integral [ g(z)dz
b
konvergira, tada konvergira i integraf | f (z)| d.

Dokaz. Neka je, kao §to smo reklif(z)| < g(z),z € [a,b) i ¢ € RT. Kako in-

b
tegral [ g(x)dxz konvergira, to postojijy, tako da za svak@’, 3" € (8o, b) vrijedi

ﬂ”

[ g(x)dz| < e. 1z polazne pretpostavke tvrdnje slijedi

5/
B,’ B,’ ﬂ”
[ t@ae| < [ 1@z < [ glopie <
5’ B’ B’

pa je tvrdnja dokazana.

b
Definicija 11. Nesvojstveni integral[ f(z)dz apsolutno konvergiraako konvergira

integralfb |f(z)] dx.

b
Iz teorema 24, neposredno slijedi da ako nesvojstveniriatggf (x)dz apsolutno ko-
nvergira onda on i konvergira. ’
b b
Pretpostavimo, da integrgl f (z)dz ima singularitet u t&ki ¢ € (a,b) ; tadajef f(z)dx

a b
konvergentan ako i samo ako postoje i kbmiesu limesi lim [ f(z)dzi lim [ f(x)dz,
a—c—0 a B—c+0 B
gdjea i 8, nezavisno jedan od drugoga teZeck&ko postoji
c—e b
L = lim (/ flx)dx + / f(:c)d:c) ,
e—0
a c+e

onda se on nazivglavna vrijednost integralakoristi se oznaka

b
L= v.p./f(x)dx.

Slicnojei lim <fb f(x)dx) = v.p. Jrfoof(x)dx.
—b —o0

b—+oo

1v.p. = valeur principal (francuski) - glavna vrijednost

14



Primjer 34. Pokazati da integra “5*dz konvergira.
1
> Koristeci teorem 24 i giglednu procjeny<%| < -, dobijamo

o o

cosx dz
/7d$§ Pk

1 1

tj. dati integral konvergira, jelf f—;: konvergira.<« Teorem 26.Neka jef(z) > 0,z €
1

b
[a,b). Potreban i dovoljan uslov konvergencije nesvojstvencegirta [ f(z)dz, je

a

B
da postoji brojM, takav da je f(z)dz < M,a < 3 <b.

8
Dokaz.|z nenegativnosti funkcij¢ () nala, b), slijedidaje funkcijes(8) = [ f(z)dx
rastita. Limes/lﬂint #(B) je kon&an ako i samo ako je funkcija ogram“:enaa, Stojei
—

trebalo dokazati.Posljedica: Neka je0 < f(z) < g(z),z € [a,b) i neka su

b b
(1 [f@dz; (2 [g(z)dw,

nesvojstveni integrali sa singularitetom u tadki
1z konvergencije integrala (2) slijedi konvergencija mtala (1), a iz divergencije inte-
grala (1) slijedi i divergencija integrala (2).

Dokaz posljediceNeka je¢(5) = ff(:c)d:c i U(p) = fBg(x)dac, gdje jes € [a,b).

Ako konvergira integral (2), tadaapostoji bray, takavada jep(B) < ¥(B) < M ;
dakle, integral (1) konvergira.
Drugi dio tvrdnje je kontrapozicija prvog dijela, koji smptavo dokazali.

3 Primjene odredenog integrala
Kriva linija. DuZina luka krive.
Neka jel = [a, §] i pretpostavimo da su funkcije : I — Ri ¢ : I — R neprekidne

na domenu. Preslikavanje: I — R x R, zadato pomeu

te (p(t), (1), t € [a, B,

nazivamqutanjom.TackaP (¢(a), v («a)) je patetak putanje, at&a K (¢(8),v(8))
je kraj putanje. Putanja jeatvorenaako jeP = K.

15



AkojeI' : I — R x R injektivho preslikavanje, onda putanjuzovemoprostom
putanjom.Putanjal’ je zatvorena prosta putanjako je zatvorena a restrikci]a\ [.,8)
injekcija.  GrafikGr = {(p(t),%(t)) |t € [o, 8] } nazivamokrivom putanje,bez
obzira kakava je putanja, a ako je bitno ortgano naglasiti i kakve putanje.

Za prostu krivu, definiranu prostom putanjdm I — RxR, Gr = {((t), ¥(t)) |t € [o, 8] },
kaZe se, takog] da je parametrizirana parametromU takvim sliajevima, kazemo

da je krivaGr zadata parametarskim jediimama

z=p(t),y=v(t), a <t <B. (22)
Neka je dat skup taaka
{le®),v@®) [t e A}, ()

gdje jeA C R neki razmak. Ovaj skup &aka nije obavezno prosta kriva. Sa druge
strane £esto je mogée razmakA podijeliti na podsegmentev;_1, «;], tako da su

Uit foit, 0] = RET =T o,y 00 »

proste putanje. Jos viSe, podjela razmaka je takva de je | [a;—1, «;], @ presjek

podsegmenata moze sadrzavati samo krajrijliuapa se polmenuti skupdaka (*)
svodi na krivu, koja je po djelovima prosta kriva. Neka jeadatival’ u ravniR?, koja
predstavlja grafik neprekidne funkcije= f(x), x € [a, b], Ciji je poCetakA(a, f(a)),
a kraj u t&ki B(b, f(b)).

Neka je, dalje, P= {a =20 <1 < - < @41 < 2y < --- < x, = b} podjela seg-
mentala, b]. UoCimo redom téke,

A:XO;X17"'aXi—laX’ia"'7X7L:B;

Xk(xk7f(xk))’k:0’172)"')” )

na grafikul’ funkcijey = f(}a;)
4 =1

\ 4
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Ozn&imo saocp sumu dusinal(X;_1,X;),i = 1,2,...,n, svih duzi X, 1 X;,i =
1,2,...,n, kojecine izlomljenu liniju (koja, @ito, aproksimira krivd), tj.

op = Zd(Xzthi)- (23)

=1
Ako d(P) = maxd(X,_1,X;) — 0i postoji konei:and(lFi’)m . P kaZzemo da se krivE
2 —

mozZzerektificirati, aL(f; a,b) = (li)m op hazivamaduzinonmdate krive.
d(P)—0

Teorem 27.Neka je zay = f(z),z € [a,b] prva derivacijaf’(x) neprekidna funkcija
nala,biT = (z, f(x)),z € [a,b]. Tada se otvorena kriva = f(z),z € [a,b] moze
rektificirati i duzina krivel’

L(f;a,b), izrazava formulom

b
L(fa.b) = / N (24)

Pretpostavimo da je krive zadata parametarski.

Teorem 28.Neka sup(t)i)(t), a < ¢ < j, funkcije Cije su prve derivacije neprekidne
funkcije naja, 8]. Tada se krivd’, odretena jednacinamar = ¢(t),y = ¥(t),a <

t < B moze rektificirati Jos viSe, ako je(a) = ai p(8) = b, ti. ¢ ([a, B]) = [a,b] C
R* U {0}, njena duZinas(T') iznosi

B

am=/¢ww+@ww.

«

Neka funkcijay = f(z),z € [a, b] zadaje krivuG ¢, pri¢emu suf’ i f” neprekidne na
[a, b]. UoCimo dvije ta&ke

M(x, f(2)), My(a + h, f(z + ) € Gy

i povuCene tangente u tim ¢kama naG ¢, Ciji su uglovi sa osonODzx, redoma i a; ;
o0zn&imo sa
Aa = a(z) — a1(xo),zo = x + h.

Neka je, jos oznéeno saAs duzina luka kriveG s koji spaja té&ke M, i M ; slika (6.4).
Definicija 12. Koli€nik &« / A, nazivamasrednjom krivinom krive G'¢, na luku Ako
postoji konacan limes
. A« AN

K= MllanM As Alggo As’
on se naziv&rivinom krive Gy u njenoj tackiM.
Recipro¢nu vrijednost modula kriviné&| krive Gy zovemaoluprecnikom krive G
u zadatoj tacki.
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Ako krivaima K = 0, onda je poluprénik krive, po definiciji+oco.
Pokazuje se da krivinu krivé's, pri vet ustanovljenim pretpostavkama za funkgcfju
u zadatoj taki Mo(xo, f(zo)) mozemo izraziti formulom

(1 + f2(0))
Da bismo to pokazali, najprije primijetimo da je
Aa = afz) — a(xo) = /(§) (z — 20) , € € (w0,2);

gdje egzistencija takvedge ¢ € (xzg, z) (ili £ € (z,x0), Svejedno), slijedi iz teorema
o0 srednjoj vrijednosti u diferencijalnometanu.
Sa druge strane, iz (a(x)) = f'(z), slijedi da je

alx) = aretg (f'(z)). (26)
Derivacijom iz (26) slijedi
RS i)
L4 f2(x)
Prema tome,
Ba =)o~ a0) = T (0 - 70) € € (o). (@D

DuZina luka= As moZe se izraziti pontu

As/x\/lJr(f/(t))th.

Osim toga funkcijay/1 + f’2(¢) je o€igledno neprekidna, pa primjenom teorema 13
moZzemo obezbijeditt € (z¢, z), takav da je

As = (x —xg) /1 + f2(7). (28)
1z (27) i (28), slijedi da je

Ao () 1
As 12O VI 20

Nije teSko ugiti da Citav lanac grariinih procesa nastaje, kada dozvolimo dék&a
M — My, duz kriveI'. Naime tadaAs — 0, drugim rijefima: akox — x,, onda
&, 7 — xo (sa lijeve ili desne strane, svejedno). Ako sada u (29)qrexina limes
dobicemo

, &7 € (x0,2). (29)

lim 22 = lim & jim L = 1" (o) = K(x9),
T e e (o)

dakle, formulu (25).
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y=Jx)

a x;x, x,, b X

Povrsine ravnih likova.

Pretpostavimo day = f(z),x € [a,b], gdje je f nenegativna i neprekidna funkcija,
ima grafik kao na slici (6.5).

Figura D sy, U ravni Ozy, ograntena dijelovima pravie = a, z = b,y = 01
zadatom krivonG ¢, zove sekrivolinijski trapez

Izvedimo formulu z?jzréunavanje povrsine ove ravne figure.

B

y=1 77

\/

a x,x, X, b X

Nekaje P= {a =29 < 21 < -+ <z, = b} podjela segmentg, b]; ozn&imo dalje
m; = inf f(x)iM;= sup f(x).

T€[Tio1,7:i] z€[Ti—1,%4)
Tadace donja Darbouxova sumdf, P) biti jednaka zbiru svih povrSina upisanih pra-
vougaonika u figuru 4 gpa, Cije su visinem;, kao na slici 6.5. Sa druge strane, gor-
nja Darbouxova sum&(f,P) bice jednaka sumi povrSina opisanih pravougaonika,
Cije su visineM;, kao na slici (6.6). Budti da je f integrabilna funkcija nda, b],
jer je neprekidna, to za zadato> 0 postoji podjela P segmenta, b], tako da je
S(f,P) — s(f,P) < e, odnosno krivolinijski trapez je mjerljiva figura, a njegopovr-
Sina je

b

P (Dasma) = [ fa)da. (30)

a
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Isto tako, ako jef(xz) < 0, na segmentlu, b], gdje je i neprekidna, lako dobijamo
b
daje P (Dapba) = — [ f(z)dz (primjenom formule (30) na nenegativnu funkciju

9(x) = —f(z)).
Jednako tako, treba primijetiti da se formula (30) moZe jeiniti na sve funkcije koje
su integrabilne nda, b], Sto ostavljamo d&italac pokaze za vjezbu. Primjer 37.

IzraGunati povr3inu lika omedjenog krivim= 22 — 3z +2iy = —222 + 22 + 4.

Zapremina rotacionih tijela.

Nekajef : [a,b] — R* neprekidna funkcija.

Ako se krivolinijski trapez, omeeh segmentorfu, b] pravima = a iz = b i krivom
y = f(x), okrece okoOz— ose, dobija se obrtno tijelfi, ;) 0., kao na slici.

Pored toga, moze se pokazati da ako se krivolinijski trapeetbn segmentorfu, b,
pravimz = a i z = bikrivom y = f(z), glatke monotone (ng, b]) funkcije f rotira
oko Oy—ose (v. sliku 6.8,b),

formula za r&@unanje zapremine dobijenoga tijela je

V(T,0y) = 27rjsz(x)dx. (Y)

Neka sada, kriva zadata jedimaama



rotira okoz— ose. Zapremin& (T') obrtnoga tijela dobija se po formuli (vidi teorem
16, formula (24))

Povrsina rotacionih povrsi.

Ako bismo trebali izraunati povrSinu rotacione povrgi, ;) 0., koja nastaje rotaci-
jomkrivey = f(x),x € [a, b] (vidi sliku (6.8)), nuZno je, ustvari, odrediti formulu za
izraCunavanje povrsine omdta obrtnoga tijela koje smo @&@azmatrali kod réunanja
zapremine. Osnove rotacionog tijela, dva kruga (jedangremika f (a), a drugi po-
luprecnika f (b)), koji nastaju rotacijom dvije duZi (jedna spaj&ha (a,0) i (a, f(a))

; druga t&ku (b, 0) sa(b, f(b))) ne smatraju se sastavnim dijelom rotacione pasijsi
povrSinu Zelimo odrediti. PovrSina omg@tarotacionog tijela se izéanava pomou
formule

b
S(slast) = 2n [ @)1+ (@)
Ako je kriva, koja rotira oko ose, zadata parametarski u form
T = (p(t),y :1/)(15)704 <t< ﬂa

obrazac za povrsinf je

B
Stevvifas ) =27 [ W@ + @(O) (31)

[e%
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