1. Nizovi - definicija i osnovni pojmovi
Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 1..1. Svako preslikavanje : N — R, skupa prirodnih brojeva u skup
realnih brojeva, nazivamo realnim nizom. Broj koji se ovineglikavanjem dodjeljuje
prirodnom brojur ozn&avamo sa(n), ili ceEe sau, (z,, f) i nazivamo gau-ti clan
niza. Pri tome broji u oznacia,, nazivamo indeksorllana niza. Ako je specificirana
zavisnosta,, od n, onda seu,, naziva opstimtlanom niza.  Za niZiji su Clanovi
ai,az, ..., an, ... Koristit Eemo kr&u oznakua, ),cn, ili kratko€e radi samda,,).

Na isti n&in moZemo definisati nizove kompleksnih brojeva, nizovekfija ili uop-
Steno nizove elemenata proizvoljnog skupa. ®mo se ogragiti na posmatranje
samo realnih numeikih nizova.

Primjer. Niz
1,2,3,...,n,n+1,..

je niz prirodnih brojeva. Niz
1,3,5,...2n+1, ...
je niz neparnih prirodnih brojeva, a
1,4,9,16,25, ...
je niz kvadrata prirodnih brojeva.

Niz je potpuno odredjen svojim opstiblenom. Na primjer, ako je op&tian niza dat sa
T, = 347, Niz je u potpunosti odredjen i njegadianovi sui, 2,3 ., ili ako zelimo
odrediti stotilan ovog nizaz1gp = 19°.

Za odredjivanje niza nije neophodno da postoji formula koge eksplicitno odredjuje
opSti ¢lan z,, u zavisnosti odn. Npr., ako jex,, n-ti po redu prost broj, niZz,,)

je korektno definisan, iako ne znamo formulu za odredjivanjeg €lana tog niza.
Isto tako moZemo govoriti da je niz,,) zadat tako da je,, n-ta cifra u decimalnom
razvoju brojay/2, mada formulu za-tu cifru tog razvoja ne znamo eksplicitno. Znati
konano mnogo prvihtlanova niza nije dovoljno za jednoZive odredjivanje niza.

Npr., ako je dato prvih pdtlanova niza
0,7,26,63,124,

pravilo po kome su konstruisani o¥ianovi moZe ali i ne mora da vazi za Sesti, sedmi
i dalje ¢lanove ovog niza.

Predstavljanje nizova

Predstavljati nizove moZemo na dvaiva. 1z samog opisa hiza kao liste brojeva dobi-
jamo prvin&in, predstavljajai clanove niza narealnoj pravoj. Tako bi iz 4, 6, ..., 14),
nazn&avajlti taCkamaclanove niza, bio predstavljen
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Predstavljati beskoriae nizove na ovaj 1&@n bio bi problem jer bi s€esto gubila
predstava o nizu. Naprimjer za niz1,1, —1, 1, ...) slika bi predstavljala samo dvije
tacke

a oznakamas, i a2, _1 bi sugerisali parne i neparne poziclenova naseg niza. Jos
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teZe bi bilo predstaviti niz(%)n_
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Ozn&ili bi prvih nekoliko€lanova niza, a daljlanove bi smo samo naztiktackama.

Bolja, preglednija varijanta predstavljanja niza praiziliz Cinjenice da niz mozemo
shvatiti i kao preslikavanje. Pod preslikavanjem shvat@ngenicu daclanove niza
numeriSemo po njihovim pozicijama. Tako iz, )52 ; moZzemo predstaviti tabelom

n 1123 |..]Kk
In T To I3 Tk

Ovo zn&i da niz mozemo posmatrati kao preslikavanjeN — R.

Domen ovog preslikavanja je skup prirodnih brojeva i kad godomen preslikavanja
skupN, takvo preslikavanje nazivamo niz.

Sve ovo znéi da sada mozemo koristiti sve osobine funkcija, ali takddpojmove
uvedene sa njima. Ovo prije svega ghda niz moZzemo predstaviti u obliku grafa.
Tako biniz(2,4,6, ..., 14), predstavljen grafom izgledao kao na sljedgslici

15 +

| | | | | |
T T T T T T

2 3 4567

o
— 1 e

Ovo je sada puno pogodniji bim za predstavljanje beskotrah nizova. Sada graki
mozemo predstaviti malopradnje “problematine” nizove:

1.1. Konvergencija nizova

Konvergencija nizova
U matemaittkoj analizi prodava se ponaSanptanova niza kada njihov indeks neogra-
ni¢eno raste, tj. kada indeks “tezi u beskonast”.
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Slika 2: Nizz,, = L.

Ideja je da se pratava "gomilanjetlanova niza oko neke konkretne vrijednosti. Tako
na primjer, clanovi nizova(%) i (’l)n) "gomilaju se" oko nule, tj. sve su blize

n?2
nuli kako indeksn postaje véi, Sto vidimo ako izraunamo po nekolik@lanova ovih
nizova,
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Zaclanove niz&iji je opsticlan dat sa;,, = w ne bismo mogli tvrditi da su sve
blize nuli kada se: povecava jer je na primjer

1 < 3
2n—1 2n

iz ¢ega vidimo da jers,, na veEoj udaljenosti od nule nego njemu prethodéan.
Medjutim, i ovde se moZe witi neko gomilanje oko nule, sto se vidi ako se araa
nekoliko prvih€lanova nizal, 2, 3,3, 1,.... Naime, ako izaberemo proizvoljno ma-
len broje > 0, svi Clanovi nizate biti manji ode, samo ako posmatramo dovoljno
"daleke" Clanove u datom nizu. Zaista, nije teSko vidjeti da za proipo n € N

vrijedi

0<zop_1= = Zop ,

24 (-1)"

pa je dovoljno posmatratilanove nizCiji je indeksn > g da bude zadovoljeno
Ty < E.

Tn, <

Y

3
n



Primjetimo da smo u gornjem primjeru pokazali da za proipamt > 0 svi Clanovi
niza, p&evsi od nekog indeksay, zadovoljavaju nejednakost, < e, tj. oni se
gomilaju oko t&ke 0. Ovo je globalna ideja kojom se uvodi pojam konvergenci

Definicija 1..2. Kazemo da je realan brejgranitna vrijednost ili limes nizézx,, ) ako
za svaka > 0, postoji prirodan brojg, takav da za svaki prirodan brej> ng vrijedi
|z, — a] < &, Sto jednostavnije zapisujemo materbktim simbolikom sa

(Ve > 0)(Fng e N)(Vn e N)(n > ng = |z, —a| <e). 1)
Gornjucinjenicu zapisujemo sa

lim 2z, =aili 2, = a(n— +00).
n—-+o0o

Ako je hr}: x, = a, kaZzemo da niZx,,) konvergira kaa ili da tezi kaa, kadan

n—-+0o0

teZi u beskonénost. Ako postoji € R, takav da liIE x, = a, kaZemo da je niz
n—-+0oo
konvergentan.

. Lo C 24 (=)
Primjer. U primjeru ispred Definicije 1..2 smo pokazali da jEm L =0.

n—-+o00 n

= 1. PokaZimo prvu

o - . I 1 -
Na slican n&in se pokazuje dajelim — =0ili lim
n——+oo 1 n—+oomn + 1
relaciju.

lim — =0
n—oo n

Postoji viSe ekvivalentnih oblika uslova 1. Tako moZzemapis
(Ve > 0)(Ing € N)(VYn > ng) |zp, —al < e,

gdje u dijelu "fn > np)" podrazumijevamo da je € N.

Takodjer, znak <" u 1 moZzemo zamijeniti sa znakors", a znak ">" znakom >".
Osim toga, umjesto Tng € N)(Vn > ng)" mozemo pisati (Jyp € R)(Vn > yo)".
Ovu posljednju zamjenu nato dobro mozemo koristiti da bi izbjegli koristenje funk-
cije "[-]".

Primjer. Nekajex, = 2+ . Posmatramo li nekoliko prviblanova ovog niza

=
W=

T =2'=2, 29 =23 =1,41..., 23 =25 =1,26...,

2y =27 =1,19..., ... ,x10 = 270 = 1,07...,

vidimo da se vrijednosti umanjuju i da se "kié ka 1, tj. "osj€amo" daje ll,rf Ty =
n o0

1. Ali ovakvo razmisljanje ni u kom skiaju ne predstavlja dokaz ove tvrdnje.

Na isti n&in se pokazuje sliedevazan limes

lim Ya=1, (a>0)

n—-+o00




Okolina tacke

Definicija 1..3. Okolina t&kea € R je proizvoljan otvoren interval koji sadrZidku
a. Otvoreni interval(a — ¢,a + ¢) duzZine2e sa centrom u &ki ¢ € R, naziva se
e-okolina t&kea.

Definicija 1..4. KaZzemo da skoro svilanovi niza imaju neku osobinB ako postoji
ng € N, tako da za svake > ng, z,, ima osobinuP.

Drug&ije reCeno, skoro svlanovi niza imaju osobin® ako je imaju sviclanovi niza
pocev od nekog indeksa ili to je isto kao da kaZzemo da tu osabiiaju sviclanovi
niza osim njih konédno mnogo. Nejednakogt,, — a| < ¢, KoristeEi poznati stav
za apsolutnu vrijednost, mozemo zapisati i kae- ¢ < x, < a + ¢, Sto je opet
ekvivalentno sa tim da,, € (a — ¢,a + ¢). Koristeti sve r&€eno, Definiciju 1..2
mozemo iskazati ekvivalentno u sljemsm obliku.

Definicija 1..5. Kazemo da niZx,,) konvergira ka téki « € R ako se u svakoj-
okolini tatke a nalaze skoro svilanovi niza.

Slika 3: Skoro svtlanovi niza u raznina-okolinama

Ako se skoro svElanovi niza nalaze u nekej,-okolini tatke a, onda to isto vazii za
svakue-okolinu, gdje jes > &g.

Iz ovoga je jasno da je konvergenciju dovoljno pokazati zemaodnosno za < ¢ <
€0, gdje jeeg proizvoljan pozitivan broj.

Primjer. Niz Ciji je opstiClanz,, = (—1)™ nije konvergentan. Zaista, pretpostavimo
suprotno, tj. da je za nekoe€ R, hr}: Tn = a.

Kako su svitlanovi datog niza jednaki ili 1 ili-1, to zn&i da se oba ta broja moraju
nalaziti u proizvoljnoje-okolini tatke a. Medjutim, to &igledno nije mogae, npr.
izaberemo le < 1 tada nije mogbe da oba brojai 141 budu uintervalifa—e, a+¢)
Cija je duzina manja od 1.

2. Konvergentni nizovi

2.1. Osobine konvergentnih nizova

Teorem 2..1. Ako niz ima grani¢nu vrijednost onda je ona jedinstvena.
Dokaz

Pretpostavimo da vrijedi

lm z,=a i lim z,=0.
n—-+oo n—-+oo

Ako je a # b, onda postoje > 0 takvo das-okoline oko t&akaa i b budu disjunktne



(dovoljno je uzetida je = %52 ).

Na osnovu Definicije 1..5 zaklwjemo onda da su swlanovi niza {,), pocev od
nekog indeksa, u e-okolini brojaa, ali isto tako bi morali svtlanovi niza pgev od
nekog indeksa, biti u e-okolini tatke b.

Ako posmatram@lanove niz&iji su indeksi v€i i od n; i od ny, zakljueili bi smo da
se oni nalaze i u jednoj i u drugejokolini, $to nije u saglasnosti sa disjunktiéadih
okolina. O

Definicija 2..2. Za niz(x,,) kazemo da je ograéén odozgo ako vrijedi:
(3M eR)(VneN)z, <M.

Niz je ogranten odozdo ako vrijedi:
(Im eR)(VneN)z, >m.

Definicija 2..3. Za niz (z,,) kazemo da je ograéén ako je skup svih elemenata tog
niza ogranten, tj. ako postoji realan brdy{f > 0 takav da je|z,,| < M za svako
n € N. Ovo zapisujemo sa

(3M > 0)(Yn eN) |z,| < M.

Teorem 2..4. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz

Neka je niz(z,,) konvergentan, tj. neka jém z,, = a € R. Neka jes > 0 proizvoljno,
na primjer neka je = 1. Na osnovu definicije konvergencije, slanovi niza, péev
od nekog indeksay, pripadaju okolini(a — 1,a + 1), odnosno van ove okoline se
nalazi kon&no mnogdilanova niza.

Neka jem; najmanja vrijednostd/; najveta vrijednost od tih koo mnogclanova
koji su van okoline. Ozn@mo sa

m=min{a—1,m} , M =max{a+1,M;}.
Tada &igledno vrijedi
(VneN)ym <z, <M,
Sto predstavlja ograéénost niza. O

Ograntenost niza je prema Teoremi 2..4, potreban uslov konveijgerDa to nije i
dovoljan uslov, pokazuje primjer niZé—1)") koji jeste ograrien, ali kao Sto je ranije
pokazano nije konvergentan.

U sljede&im teoremama pokazaemo vezu limesa i osnovnih algebarskih operacija.
U mnogim dokazima koji slijede koristtemo se poznatom osobinom nejednakosti
trougla, naime ako znamo dajje— b| < €i |b — ¢| < ¢, tada imamo

la—c=la—b+b—c|<|la—b+]b—¢| <2e.
Teorem 2..5. Neka su dati nizoviz,,) 1 (y»).

1. Ako jex, = c € R za skoro svaka € N, tada je lirf T, = C.
n——+00

2. Nekaje lim xz, =xi lim y, =y (z,y € R)ineka sua,bi c proizvoljni

n—-+oo n—-+oo

realni brojevi. Tada vazi:



(@ lim (az, + by,) = ax + by.
n—-+oo
(b) nll}r}_loo(acn +c)=x+ec

d) lim I°— g,akojey;é()iyn;éOzaneN.

n—+o00

Dokaz
1. je posljedic&injenice da se braj nalazi u svakoj svojoj okolini.

2. Nekaje lim =z, = zi lim y, = y. Neka jes > 0 proizvoljan. P@evsi od
n—-+o00 n—-+o00

nekog indeksay; svi Clanovi niza(z,) su ue-okolini tatke z. Isto tako, od nekog
indeksans svi clanovi niza(y,,) su ue-okolini taCkey. Stavimony = max{ni,na}.
Tada su za svako > ng ispunjene obje nejednakosti

|z — x| <ei |yn —y|l <e,
pa iz nejednakosti trougla slijedi za> nq
lazn + byn — (az + by)| = laxy — az + byn — by| < lallzn — 2 + [bl[yn —y| <
< (laf +[b])e .

Kako je |a| + |b| fiksan realan broj, @ proizvoljan malen broj, to je {(|a| + |b|)e
proizvoljno malen broj pa vrijedi

lim (az, + by,) = ax + by .

n—-+o00

Tvrdjenje (b) u 2. je direktna posljedica tvrdjenfa(a) i 1. uzimaji y, = ci

stavljajiti da jea = b = 1.

Dokazimo tvrdjenje(c). Nekaje lim x, = i lim y, = y. Nekajes > 0
n—-+00 n—-+o00

proizvoljan. Primjenom nejednakosti trougla imamo

|Tnyn — 2y = |Tnyn — 2Yn + 2Yn — 2y| < |ynllen — 2| + |2||lyn —yl . (2)

Na osnovu Teorema 2..4, postoji realan bkdj > 0, takav da jely,| < M za sve
n € N. Sada kao i u dokazu tvrdjenja), postojiny € N takav da je zar > ny,
|z — x| < el |y, —y| < &, paiz (2) imamo

|mnyn - ny| S (M + |$|)€
pa je tvrdjenje dokazano.

Dokzimoitvrdnju(d). Nekaje lim =z, =zi lim y, =y, gdjejey # 0. Ponovo
n—-+o00 1—+00

m

primjenom nejednakosti trougla imamo

|mny B J)y| + |$y B ynx|
[ynl [yl

Tn T
Yn Y

TnY — Ynd
YnlY

_ llzn — = + |2llyn — 9

3
|yn||y|

7



Za proizvoljnos > 0 postojing, takvo da jez, — x| < el |y, —y| < e Cimjen > ny.
Prema tome, brojilac posljednjeg razlomka je manjipd + |y|)e. Kako jey # 0,
postoji nekod > 0 takvo da interval —4, ) nema zajedikih tataka sa intervalom
(y — 6,y + 0) (npr. uzeti§ = ‘—g‘ ). Uintervalu(y — 6,y + §) nalaze se svilanovi
niza (y,) pocevsi od nekog indeksay, pa jely,| > § zan > nq, pa je imenilac u
posliednjem razlomku u (3) ¥&od j|y|. Dakle, ako jen > max{ng,n1} ondaje

o x| el + ],
Yn Y Syl
pri Cemud ne zavisi oct. Time je dokaz zavrSen. O

Primjer. IzraCunati: lim (3.2%+2.3%).
n—-+oo

Koristeti pravilo 2.(a) i ranije pokazani limes niz&{/a) imamo da je

lim (3~2%+2~3%):3~1+2~1:5.

n—-+oo

n—-+oo n
Koristeti pravilo 2.(b) imamo

. o . 1
Primjer. IzraCunati: lim —+6>.

1
lim <—+6)0+66.
n

n—-+oo
Definicija 2..6. Niz (x,,) za koga vazi 1irJrr1 x, = 0, nazivamo nula-niz.
n—-+oo

Zapravo, ispitivanje proizvoljnog konvergentnog niza seZm svesti na ispitivanje
nula-niza, naime vazi

Teorem 2..7. Niz (z,,) konvergira kaa € R ako i samo ako nitz,, — a) konvergira
ka 0.

Dokaz
Nekaje lim x, = a. NaosnovuTeorema?2..52.(b)jéim (z,—a)= lim x,—
n—+4oo n—-4oo n—-4o0o

a=0.

Obratno, ako je lirf (xn, —a) =0, tada je

n—-+oo
lim z,= lim (, —a+a)= lim (z, —a)+a=a.
n——+o00 n—-+oo n—-+00

Teorem 2..8. Zbir, razlika i proizvod dva nula-niza je ponovo nula-niz.

Teorem 2..9. Neka je(z,,) proizvoljan nula-niz i neka jéy,,) proizvoljan ogranicen
niz ( ne obavezno konvergentan ). Tada je (riz), gdje jez, = =, - yn (n € N),
nula-niz.

Dokaz
Kako je niz(y,) ogranten, to postoji realan brdjy/ > 0 takav da je za svako € N,
lyn| < M. 1z konvergencije nizéx,,) ka nuli slijedi da za svake > 0 postojing € N,



tako da je za sve > n( zadovoljendz,| < €. Na osnovu svega ovoga zaldjjemo
dace zan > ng vrijediti

|Zn| - |mn . ynl - |xn||yn| < ME;

a Sto zndi da niz(z, ) konvergira ka nuli.

" « . . cosn
Primjer. IzraCunati: lim .
n—-+oo n

. cosn 1 - 1 . .
Ozn&imo saz,, = = — cosn. Kako je nizz,, = + nula-niz, a nizy,, = cosn

T n

n n
je ogranéen (cosz < 1), to je na osnovu gornje teoreme 1ig,) nula-niz, tj.

cosn
=0.

lim
n—+oo N

Veza limesa i relacija poretka
Teorem 2..10.Neka je(z,,) proizvoljan niz.

1. Akoje hrf Tn =z > p (< p), tadajex, > p (< p) za skoro svakae € N.
n—-+0oo
2. Ako je niz(x,) konveregentan i ako je, > p (< p), za skoro svake. € N,
ondaje lim x> p(<p).
n—-+0oo

Dokaz

1. Nekaje lim z, = ainekajea > p. Stavimo li da jes = 5%, svi brojevi

n—-+oo
koji pripadaju intervalua — &, a + ¢) su veEi od p ali skoro sviClanovi niza(z,, )
su u toje-okolini i time je tvrdjenje dokazano. Staj kada jex < p dokazuje se
analogno.

2. Neka je lirf x, = ainekajex, > p za skoro svaka. Ako bi bilo a < p,
n——+0o0

to bi na osnovu dokazanog pod 1) Zita da jex,, < p za skoro svaka, Sto je
oCigledna kontradikcija. Dakle mora biti> p. O

Prethodni teorem négZe cemo koristiti za sldajp = 0. Naime, ako je lixf Ty
n—-+0oo

pozitivan ( negativan ) broj, tada su skoro &lanovi niza pozitivni ( negativni ). Ako
su skoro svitlanovi niza pozitivni ( negativni ), tada je gréna vrijednost niza nene-
gativna ( nepozitivna).

- . : L - e . 1
Primjer. Posmatrajmo nlz%). Sviclanoviniza su pOZItlvnI,tj% >0,ali lim — =
n—+oo N

0. Ovim se potvrdjuje slijed®e, ako jer,, > p za skoro svaka onda je lirf Tp > P
n—-+0oo

Posljedica 2..11.Ako svi €lanovi nizéz,,) pripadaju segmentja, b], tada i lirf Ty €
n—-+00o
[a, b].



2.2. Beskon&ne granitne vrijednosti
Definicija 2..12. Kazemo da niZz,, ) divergira ka plus beskogaosti, Sto oznéavamo

sa lim xz, = +oo, ako vrijedi
n——+oo

(VK > 0)(3Ino € N)(Vn > ng)z, > K .

Kazemo da niZz,,) divergira ka minus beskofinosti, Sto oznéavamo sa lim x,, =

n—-+oo

—o0, ako vrijedi
(VK > 0)(3Ino € N)(Vn > ng)z, < —K .

U oba sliEaja kazemo da niz odredo divergira.

.Au
oo
o w4
g
S
=
e
o
o 4
=
[
=
|
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=

Slika 4: Odre@no divergentni nizovi.

Definicija 2..12 postaje analogna Definiciji 1..2 ako se @edjam okoline besko-
natnosti. Pod okolinom odroo podrazumijevamo proizvoljan intervéf, +o0o) i
analogno pod okolinom oé oo podrazumijevamo proizvoljan intervélco, —K) za
neko K € RT™. Na osnovu ovoga mozemodieda niz odredjeno divergira kaoo
ako su skoro sv€lanovi niza u proizvoljnoj okolini odi-co.  Sada mozemo izvrSiti
selekciju svih nizova u odnosu na konvergenciju. Svakiniemiz spada u jednu od
klasa:

¢ Niz je konvergentan ( graéna vrijednost mu je neki realan broj ).
¢ Niz je odredjeno divergentan ( gr&nia vrijednost mu je ilitoc ili —o0 ).

¢ Niz je neodredjeno divergentan ( nema ni kéma ni beskonénu grantnu vri-
jednost).

Primjer. Posmatrajmo geometrijski niz, = ¢™ (n € N). Za kojeq € R je dati niz
konvergentan?

Teorem 2..13.Neka je lim z, =x € Rinekaje lim y, = +oco. Tada vrijedi:
n—-4o0o n—-4o0o

1. lim (z,+yn) = +oo.

n—-+oo

2. lim (x,-yn) = sgnz - oo (x #0).

n—-+oo

10



4. Ako je lim =z, = 0 i ako su skoro svi Clanovi nizée,,) pozitivni, tada je

n—-+oo

lim — = +oo0.
n—+00 Iy,
Postoje kombinacije dva niza kada se rezultat ne moZe diveddrediti kao u sléaje-
vima opisanim u ovim teoremama. Tada kaZzemo da je gnanirijednost neodredjena
il da je neodredjenog tipa. To medjutim ne Znda grantna vrijednost ne postoji, e
samo da se ne moZe unaprijed odrediti primjenom pravild dedivim teoremama.

n?+3n—2

Primjer. Za niz sa opstintlanomz, = ——————
) P T 2 {on 14

imamo neodredjenost tip&

Postoji sedam tipova neodredjenosti i oni su:

0 0
, 00

o 0
—, =,0-00,00—00, 1%, c©
o 0

2.3. Monotoni nizovi

Definicija 2..14. Za niz(x,,) kaZzemo da je

e strogo monotono rastuako vrijedi(vn € N) z, 1 > .

monotono rastti (neopadajti) ako vrijedi(Vn € N) 2,11 > z,.

strogo monotono opaddjuako vrijedi(Vn € N) z,,11 < 2p,.

monotono opadagti (nerast@éi) ako vrijedi(Vn € N) 2,11 < .
Za niz koji posjeduje bilo koju od navedenih osobina kaZzem@@dnonoton niz.

NajceZe tehnike ispitivanja monotonosti su posmatranjedkilia ili razlike dva uzas-
topnaclana niza. Tako naprimjer, akojec N proizvoljan, imamo

>0 = nizje strogo monotono rasti

>0 = nizje neopadajgi
Tntl =T 20 = nizj gju -
je strogo monotono opaddju
<0 = nizje nerastai
>1 = nizje strogo monotono rasti
Tn+1 ) >1 = nizje neopadajti
T, <1 = nizje strogo monotono opaddju
<1 = nizje nerastai

Primjer. Niz z,, = % je strogo monotono opaddjijer za proizvoljnon € N imamo

1 1 -1
= _io—— <.
n+1 n nn+1)

xn+1 — T

n

Primjer. Niz z,, = 25 je strogo monotono rastujer je za proizvoljna: € N

Tapi _wrm _ (41’424l 1
=—"= = 5 =1+ 3 > 1.
Zn e n(n+2) n2+2n n2+ 2n

11



Kriteriji konvergencije mon. nizova

Teorem 2..15. Svaki monoton niz je ili konvergentan ili odredjeno diverga (ima
konacnu ili beskona€nu grani¢nu vrijednost ).

Teorem 2..16. Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.
U ovoj teoremi treba razlikovati dva slgja:
1. Ako je niz monotono rasti, zahtijevamo ogragenost odozgo.
2. Ako je niz monotono opadajy zahtijevamo da je niz ograten odozdo.
Primjer. Posmatrajmo niz,, = Z—n (a > 1).
Kako je za dovoljno velikas € N.n-a >n + 1,t0 je

T n+1
n+1: <1
Tn n-a

)

zakljuCujemo da je niz strogo monotono opadaju

Za proizvoljnon € N je x,, = - > 0, pa je dati niz ogragen odozdo.

Prema gornjoj teoremi je dati niz konvergentan, ﬁpr T, = xo. Pustimo liuizrazu
n—-+0oo

n+1

Tn+1 = Tn

dan teZi u beskonénost imali bi da vrijedizy = @, a zboga > 1 ovo je mogie
a
samo ako jeryp = 0, paje

im =0, a>1.

n—+oo q"

Primjer. Pokazimo da je niz,, = (1 + 1)" rastii i ogranten odozgo.
Jednostavnim unom se ima

Tpy1 N+2 1 "
= l—-— .
Zn n+1 (n+1)2

Na osnovu Bernoullijeve nejednakosti je

1 " n
- - ————  n>2
< <n+1>2> SRS

paimamo

:U,,H_1>n—|—2 1 n 7n3+3n2—|—3n+2
T n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1

Dakle niz je strogo monotono ragiu

Ako sada posmatramo i nig, = (1 + % 1, ocigledna je nejednakost, < y, za
proizvoljnon € N. Pokazati da je nizy,,) strogo monotono opaddjij ostavljeno je
zavjezbu. 1z ovoga onda zak§jujemo da je bilo kojElan niza(y,,) gornje ograrienje
niza(z,), pa mozemo & da jex,, < y; = 4 za proizvoljnon € N.

Iz monotonosti i ograienosti nizg «,, ) zakljuCujemo njegovu konvergenciju.

)n+

Graninoj vrijednosti ovog niza dajemo posebno ime ( prema Eulgruistéemo i
njegovu vaznost za éananje mnogih drugih limesa.
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Definicija 2..17.

1 n
e= lim <1 + —) .
n—-+o0o n

Broj e nazivamo Eulerovim brojem i on je jedna od najvaznijih madéékih konstanti.
Prvih nekoliko decimala tog broja su

e =2,718281828...

Alati za izracunavanje limesa

Teorem 2..18. ( Teorem o lopovu i dva policajca ) Neka &, ) i (y,,) nizovi za koje
vrijedi

1. lim z,= lim y,=A.
n—-+oo n—-+o0o

2. Zaskoro svake € Njex, < z, < yn.

Tada i niz(z,) ima granicnu vrijednost i vazilim z, = A.
n—-+oo

In(1+n)

_ i} o Lgn? _ .
Matematékom indukcijom se pokazuje da vrijetli(1 + n) < n ( Sta viSe, vrijedi
log(1 + x) < x za proizvoljanz > 0 ). Koristeti to imamo,

Primjer. Ispitati konvergenciju niza,, =

In(1+n) n Sizl,

0<
— 14n?2 —14n2 " nZ2 n

1
n’

Ako ozn&imo saz, = 0, y, =
zakljuCujemo da je

onda su uslovi gornje teoreme zadovoljeni, pa

lim z, = lim =0= lim z,.
n—-+o0o " n—>+ooyn n—-+oo "

Primjer. IzraCunati: hrf V2n 4 3m,
n——+0o00
Kako vazi
3n§2n+3n§2.3n7

tadaje
3< Y2+ 3 < 3V2.

Ako ozna&imo saz,, = 3 isay, = 3/2, tada @&igledno vaZi

lim z,= lim y,=3,
n—-+o0o n—-+o0o

pa na osnovu teoreme o lopovu i dva policajca vrijedi

lim z,= lim V2"+3"=3.

n—-+oo n—-+o0o

Teorem 2..19.( Stolzova teorema ) Neka su dati nizowj, ) i (y,,) i neka su zadovoljeni
uslovi:
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1. lim y, =+oc.

n—-+oo

2. Niz(y.,) je monotono rastuci, tjy,+1 > y. za skoro svaka.

.. « . « v .. . X — X
3. Postoji konagna ili beskonatna graniéna vrijednoitn =2 — ="
n—=+00 Ypit1 — Yn

Tada postojii lim In i vaZi jednakost
n—+00 Yp

. Tn .
lim — = lim
n—+00 Yy n—=+00 Ypt1 — Yn

ZnJrl — T

Primjer. IzraCunati: lim 33

n—+oo 3N

Ozn&imo sazx,, = n i say, = 3"™. Jasno je da vrijedi 1irJrr1 3" = +o00. 0Sim toga je
n—-+oo
37+l > 37 tj. niz (y,) je monotono rastti. Kako je

. T+l — Tn . n+1l—n . 1
lim ———— = lim ————
n—=+00 Ynt+1 — Yn n—+oo 3ntl _ 3n

= 1m
n—+oo 2 - 3"

= 0 5
dakle zadovoljeni su uslovi Stolzove teoreme pa vrijedi

. n
lim —=0.
n—+oo 3"

3. Podnizovi

Podnizovi

Ako iz niza(z,,) izdvojimo beskonéno mnogdilanova u istom redoslijedu u kome se
pojavljuju u datom nizu, dobijeni niz se naziva podnizomer(iz,,). Na primjer ako

u nizu (z,) posmatramo samo hjegove paitianove, dobijamo podnigrsy) ili ako
posmatramo svaki sedrdian imamo podniza;;). Formalna definicija podniza je

Definicija 3..1. Neka je dat niZx,,) inekajeny, no, ..., nk, ... Strogo monotono rastii
niz prirodnih brojeva. Tada kazemo da(je,, ) podniz niza(z,,).

Podniz(z,,) moZe se posmatrati kao niz sa indeksiina: 1,2, ... pa sve Sto je do
sada réeno za nizove vazi i za podnizove. Neposredno iz definiaggniza slijedi

Teorem 3..2. Ako niz(z,,) ima granicnu vrijednost,, tada i bilo koji podniz(z,,, )
datog niza ima granic¢nu vrijednost,.

Obrat u gornjem tvrdjenju ne vaZzi, tj. ako neki podfiz,, ) niza(z,) ima grantnu
vrijednost, sam niz ne mora imati granu vrijednost. Jednostavan primjer za to je niz
xn, = (—1)™. Njegovi podnizovi(za) i (z2x4+1) SU konstantni nizovi i kao takvi ko-
nvergentni dok sam niz, kao Sto je to pokazano ranije, nifg&mentan. U ovom dijelu
temo se upravo baviti odnosom izmedju konvergencije nizmv&rgencije njegovih
podnizova.

Definicija 3..3. Za t&€ku a € R* kazemo da je &ka nagomilavanja nizé&r,,) ako
postoji podniz(z,, ) datog niza koji konvergira ka ¢i a.

Tatku nagomilavanja mozemo definisati i na slijedesCin
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Definicija 3..4. Tatkaa € R* je tatka nhagomilavanja niz@r,, ) ako vrijedi
(Ve > 0)(Vn e N)(Im > n) |z, —a| < €.

Tatka nagomilavanja nije isto Sto i gr&nia vrijednost niza.

Na primjer, kao 5to smo to vidjeli ¥enizz,, = (—1)™ ima dvije t&ke nagomilavanja
2/ = 1ia"” = —1, dok skup vrijednosti tog nizd—1, 1} nema niti jednu téku
nagomilavanja jer je on kogan skup.

Sljede&im vaznim teoremom utvrdjujemo egzistencijiaa nago-milavanja proizvolj-
nog niza.

Teorem 3..5(Bolzano-Weierstrassov teorem)) 1. Svaki ogranicen niz realnih bro-
jeva ima bar jednu tacku nagomilavanjdu

2. Svaki niz realnih brojeva ima bar jednu tacku nagomilgjaau R*.

Ako saT(x,) ozn&imo skup svih téaka nagomilavanja niz@:,), onda na osnovu
Bolzano-Weierstrassove teoreme zagljjemo da je on neprazanii.

Koja je gornja granica broja elemenata ovog skupzeneas zanimati, iako trebagie
da se mogu konstruisati nizovi koji imaju proizvoljno mndgéaka nagomilavanja, Sta
viSe, postoje nizovi za koje je svak&ka izR, njihova ta&ka nagomilavanja.

Lema 3..6. Neka je(x,, ) proizvoljan niz iT'(z,,) skup njegovih tacaka nagomilavanja.
Ako jex, tatka nagomilavanja skugB(z,,), onda jexg € T(x,).

Teorem 3..7. Za proizvoljan niZ z,, ), skupT'(z,) ima maksimum i minimumR*.

Dokaz

Na osnovu Teorema 3..5 skifffz,,) nije prazan, pa na osnovu aksioma potpunostiima
supremum i infimum. Ako j&(z,,) kona&an ( tj. ima konéno mnogo elemenata ) tvr-
djenje je trivijalno. Pretpostavimo zato da je to beska@meskup. Akar = sup T'(z,)

nije maksimum skupa ( tje ¢ T'(x,) ), onda na osnovu karakterizacije supremuma,
tatka a bi bila taCka nagomilavanja skupg&(zx,,), ali onda bi na osnovu Leme 3..6
a € T(zy,), Sto je &igledno kontradikcija. Dakle, supremum skupéz,,) pripada
tom skupu pa je on maksimum skupa. Analogno se dokazuje ravuinfi

Definicija 3..8. Najveta t&ka nagomilavanja nizér,,) zove se gornji limes ili limes
superior niza i oznéava se sa

limsup z,, ili lim, oz, .

Najmanja té&ka nagomilavanja niz@r,,) zove se doniji limes ili limes inferior i ozna-
Cava se sa
liminf z,, ili lim, ., @, .

Slijedeti teorem nam daje jednu karakterizaciju novouvedenih puan
Teorem 3..9. Neka je(z,,) proizvoljan realan niz i neka jém sup z,, = =. Tada vazi:

1. Ve >0)(3no € N)(Vn > ng) z, < T+e, ili rije€ima re€eno; za svake > 0
su skoro svi €lanovi nizér,, ) manji odz + .

2. (Ve > 0)(¥Yn € N)(Im > n) z, > T —e¢, ili za svakae > 0 postoji beskonatno
mnogo €lanova nizée,,) koji su veti odt — ¢.

15



3. Ako tackar* zadovoljava uslove 1. i 2. tada j& = lim sup x,.

Dokaz

1. Ako ova tvrdnja ne bi bila tna, to bi znéilo da niz(z,,) ima beskonéno mnogo
¢lanova u intervall + ¢, +00). Ako teclanove shvatimo kao podniz naseg niza, onda
bi taj podniz imao téku nagomilavanja koja takodje pripada tom intervalu, d$tila
kontradikcija sa maksimaln68 limesa superior.

2. Za dokaz ove tvrdnje dovoljno je primjetiti da je skIp— ¢, +o0) okolina t&€ke T

i primjeniti Definiciju 3..4.

3. Pretpostavimo da postoje dva réith brojaz i 2’ koji zadovoljavajul. i 2. ( neka je
recimoz < z’). Uzmimo proizvoljnar € (,2’). KakoZ zadovoljaval., toje, < z
za sven > ng. Ali tada u okolini(x, +00) ima samo konéno mnogctlanova niza,
paz’ ne zadovoljava uslov 2. Dakle, ne mogu postojati dvifg&éakoje zadovoljavaju
oba uslova. O

Primjer. Posmatrajmo niz,, = (—1)".

T(x,) = {-1,1} pajelimsupx, = 1, aliminfz,, = —1. Primjetimo da je skup
vrijednosti niza{x,, | n € N} = {—1,1} i da on kao kon&an skup nema &aka nago-
milavanja.

. . . —1)"
Primjer. Posmatrajmo niz,, = (=1 .
n
Skup vrijednosti niza j§ —1, 3, — %, 1, ... }. Nije teko vidjeti da je supremum ovog

skupa jedna% i da je infimum skupa-1. Medjutim, kako je ovo konvergentan niz,
, ll}I_iI_l x, = 0,t0jeT(z,) = {0}, pavaZi

limsup z,, = liminfz,, =0.

Primjer. Posmatrajmo niz,, = n(-Y".
Podniz(zo;) naseg niza je niziji je opstiClanzy, = 2k i on teZi ka+oo kadak tezi
1

u beskonanost. S druge strane podniz; 1 = 57 — 0 kadak — +oc, pa je dakle

T(xz,) = {0, +00}, odakle zaklj@ujemo da vaZzi

mn_wooxn =+o0 , lim, ,, x, =0.
Konstatujmo najzad da iz navedenih tvrdjenja neposredjealstljedea tvrdnja.
Teorem 3..10. Neka je(z,,) proizvoljan realan niz.
1. Niz(z,) ima granicnu vrijednost ako i samo ako je
E,L_,+mx,L = lim

n~>+oom" ’

tj. ako i samo ako niz ima samo jednu tatku nagomilavanja.

2. Niz(z,) konvergira ( tj. ima konaCnu grani¢nu vrijednost ) ako nsa ako je
limy, s y ooy = lim,,_, , .z, konacan broj, tj. ako i samo ako ima samo jednu
tacku nagomilavanja i ta je konacan broj.
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4. Definicija i osobine brojnog reda

Definicija brojnog reda
Neka je dat niz realnih brojeva , ao, ..., a,, ... 1zraz

o
dan=ar+azt-tagto, (4)

n=1

naziva se beskogaim redom s opstimlanoma,,, ili realnim brojnim redom. Zbirovi

S1 = a1
So = ay+as
Sp = a1+azx+---+ap

nazivaju se parcijalnim sumama reda (4), tj. za izraz

n
Sp = g ar , n €N
k=1

kaZemo da je:-ta parcijalna suma reda (4).

Definicija 4..1. Ako postoji kon&an limes lim s, = s, niza(s,) parcijalnih suma

n—-+oo

reda (4), onda kazemo da je red konvergentan i da mu je sumakasl Tada piSemo

oo
s:g Qn -

n=1
Za red koji ne konvergira ( bilo dajelirf sn, = to0, bilo da taj limes ne postoji )
n—-+0oo
kaZzemo da je divergentan.
[ee]
Primjer. Posmatrajmo red _ ¢" gdje jeq # 0. Dati red se naziva geometrijskim
n=1
redom. Njegova-ta parcijalna suma je
n 1— anrl
Sn = Z T 1-q
k=0

ako jeq # 1. Odavde se lako vidi da vrijedi

. 1
A =g o ld <1

Ako je |¢| > 1, dati red divergira.
Specijalno, ako jg = —1 imamo recCija je n-ta parcijalna suma

1 , mnparanbroj

sn11+11+...:|:1{ 0 . nneparan broj

pa u ovom slgaju lirf s, he postoji, tj. red je divergentan.
n—-+0oo
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- . > 1 . . -
Primjer. Posmatrajmo reti: In (1 + —). Opésticlan datog reda mozemo zapisati
n

n=1

sa 1
ln<1+—) =In(n+1)—Inn,
n

te jen-ta parcijalna suma jednaka
n

sn:Z(ln(nJrl)flnn):ln(n+1)fln1:1n(n+1).
k=1

Odavde sada imamo da je lim s, =+,

n—-+oo

pa je dati red divergentan.
Uporedo sa redom (4) posmatrajmo i red
[ee] oo
Uit + Gzt mpe+ =Y Amik = > a, (5)
k=1 k=m+1

koga nazivaman-ti ostatak reda (4) i ozrt@vamo ga sa,,. Veza konvergencije reda
(4) i konvergencije reda (5) data je sa:

Teorem 4..2.
1. Red (4) konvergira ako i samo ako konvergira red (5).

2. Red (4) konvergira ako i samo ako njegov ostatakeZi nuli kadan — +oc.

Dokaz:
1. Ozn&imo sas,, n-tu parcijalnu sumu reda (4) i $4 k-tu parcijalnu sumu reda (5).
Ocigledno tada vrijedi jednakost

S;c = Sp+k — Sn -
Ako je lim s,4x = s, ondaje lim s, = s — sy, tj. iz konvergencije reda (4)
k——+o00 k——+o0

slijedi konvergencijareda (5). Izlim sj, = s’ imalibidaje lim s, = s + sq,
. k—4o00 k—4o00
pa vaZzii obrat.

2. Red (4) moZemo zapisati kao

3]
E Qg = Sp +Tn -
k=1

Ako taj red konvergirai ima sums, onda jer,, = s — s, odakle je

lim r,= lim (s—s,)=0.
n—+4oo " n—>+oo( n)

Obratno, ako ostatak, teZi ka nuli kadarn — +o0, iz prvog dijela teoreme slijedi da
red (4) konvergira.
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4.1. Kriteriji konvergencije redova

Kriteriji konvergencije redova

Teorem 4..3(Cauchyjev kriterij konvergencije)Red (4) konvergira ako i samo ako
vrijedi

(Ve > 0)(3no e N)(Vn,p e N)(n > ng = |ant1+ G2+ -+ angp| <€) .

o0 o0
Teorem 4..4. Neka su dati redovE Ty i Z yn. Tada vrijedi:

n=1 n=1

o0 o0
1. Ako red _ x,, konvergira, tada konvergira i red _ azx,, (a € R) i pri tome

n=1 n=1

o0 o0
E ATy, = a E Ty -
n=1 n=1

o

2. Ako obareda konvergiraju, tada konvergira i r@ (xn+yn) i pritome vrijedi:

vrijedi

LS 00 n=sb
Z(xn + yn) = Z T + Z Yn -
n=1 n=1 n=1
(o)
Teorem 4..5(Neophodan uslov konv. redaj\ko redz x,, Konvergira, onda vrijedi
n=1
lim z, =0.
n—-+oo
Dokaz:
Iz jednakostis,, — s,_1 = z, (n > 1), direktno slijedi
WP = B n o) = Mg o I e =0

[eS)
L . L 1
Prlmjer. Posmatrajmo harmonljskl reg —.
n

n=1

Opsticlan ovog reda ja,, = % i oCigledno je hrf Ty = 0.
n—-+oo
Primjetimo kao prvo da za svaki prirodan broyrijedi
1 1 1 1 1

e = 6
n+1+n+2+ +2n>n 2n 2 ©6)

GrupiSemo liclanove naseg reda na slijéid@atin

RS R [ o R IR S
2 \3 "1 56 7 8 2k—1 11 2k ’

koristeti (6), svaki od sabiraka u zagradi jedied 3, pa je suma takvih brojeva besko-
natna tj. dati red je divergentan.
Spomenimo ovdje jedan vazan red:
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=1, . . .
>~ — je konvergentan ako je > 1, a divergentan ako je < 1
na

n=1

Posljedica 4..6.Ako je lim =z, # 0, tadaje redz x,, divergentan.
n—-4o0o

n=1
Primjer. Ispitajmo konvergencijuredi _ Kako je
' =l O
1 1 1
lim = = — # 0 ,

notoo (14 2)" limpyee (1+ 1) e

to po navedenoj posljedici polazni red nije konvergentan.

5. Redovi sa pozitivhimclanovima

Ako su skoro svElanovi redaz,,) nenegativni, onda za red

Yown =i wa bt

n=1

kaZzemo da je red sa pozitivnigtanovima. Specitinost ovih redova je u tome Sto je
niz (s, ) parcijalnih suma datog reda monotono ré&shiz, pa je za konvergenciju tog
niza, na osnovu teorema o konvergenciji monotonih i ogeamh nizova, dovoljna jos

i ogranicenost tog niza.

oo

Teorem 5..1.Red )  x, s pozitivnim Elanovima je konvergentan ako i samo ako je

n=1
niz njegovih parcijalnih suma ogranicen.

Primjer. Posmatrajmo re(ij Ovo je red sa pozitivninglanovima, pa je

1
n(n+1)
za njegovu konvergencuu dovoIJno utvrditi ogréanost niza parcijalnih suma. Po-
smatrajmo zato

n n 1
S”:kz k+1 Z( k+1>_1_n+1'

k=1

Kako jel — =+ < 1, zakljitujemo da je niZs,,) ogranten, tj. polazni red je konver-
gentan. Sta viSe, ovdje imamo da je

1
s= lim s, = lim (1 — ) =1
n—-+00 n—-+oo n-+1
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5.1. Kiriteriji konvergencije

Teorem 5..2(Kriterij uporedjivanja) Neka za opSte Clanove redoE Tn (1) Z Yn

n=1 n=1

(2) postojing € N takav da je zaw > ng, x,, < y,. Tada vrijedi,
1. iz konvergencije reda (2) slijedi konvergencija reda (1)

2. iz divergencije reda (1) slijedi divergencija reda (2).

Primjer. Ispitati konvergenciju red{ 44:’%
n n

n=1

. Kako je

3n < 3n 3 <1
Tp=——e—— < — = —— < =y,
Ant 4+2n2 +1 — 4nt  4n3 — nd Y

. =1 . : L
a kako je redE —; konvergentan, to je i polazni red, na osnovu kriterija upgve-
n
n=1

nja, konvergentan.

- o ) o 13" + 1 :
Primjer. Ispitati konvergenciju red3 n n+ . Kako je
n=1
n n n
Zn:nS +1>n3 S § .
27L - 2” - 2

(oo} 3
a redz (5) je divergentan, to je i polazni red, na osnovu kriterija gujivanja,

divergéntan.

Teorem 5..3(D’Alambertov kriterij). 1. Ako za redz xn postojeny € Nigq €

n=1
R, takvi da je zan > nyg
x7L+1 <qg<1,
Tp
dati red je konvergentan. Ako posteji € N, takvo da je za > ng
xn+1 > 1
Tn

dati red je divergentan.

2. Neka za Clanove datog reda postohm m;“ . Tada, ako jd < 1 dati

—4o00

red je konvergentan, a ako je> 1 datl red je dlvergentan

1
Primjer. Ispitati konvergenciju red{ w
3n
n=1
1)? 1)+1
lim 24— Jim sl i L o S
n—+oo  Tp n—-+00 —”2§g+1 n——+o00 3(712 +n+ 1) 3 ’

pa na osnovu D’Alambertovog kriterija je polazni red komgeartan.
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Teorem 5..4(Cauchyjev korijeni kriterij)) 1. Ako za redz x, postojeny € Ni
n=1
q € R, takvida je zan > ng

Ven <qg <1,

tada je dati red konvergentan.
Ako postojing € N, takav da je za» > ng

Yrp > 1,
tada je dati red divergentan.
2. Neka postoji lirf Yz, = 1. Tada, ako jd < 1 red konvergira, a ako jé > 1
n—-+0oo

red divergira.

Primjer. Ispitati konvergencuured{ (M) .

-1
n=1
m24+n+1\"
li Y, = i (| — ) =
2n? 1
lim anmrntl =2>1,
n—-+o0o n2—1

pa na osnovu Cauchyjevog korijenog kriterija zakljjemo da je dati red divergentan.

Teorem 5. 5(Kummerov kriterij) Neka je(cn) niz pozitivnih realnih brojeva, takav
daje redz — dlvergentan i neka je dat reE Tn.

Oznammo saK’n

=cp zn+1 — cny1, 0dje] ]eccn opstl Clanredaf € N).

1. Ako postojid > 0i ng € N, takvi da je zan > ng, K,, > §, onda dati red
konvergira. Ako postojiy € N, takav da je zav > ng, K,, < 0, onda dati red
divergira.

2. Neka postoiji grf K, = 1. Ako jel > 0 red konvergira, a ako jé < 0 rad
n [ee]
divergira.

Specijalno, ako u Kummerovom kriteriju izaberemo da,je= n (n € N), dobijamo
kriterij koji se naziva Raabeov kriterij konvergencije i glasi:
Ako postojing € N takav da je za > n( ispunjeno

n(M1)2q>1,
‘/L‘TL

ondaje redz x,, konvergentan. Ako postoaii; € N, takav da je za > ng ispunjeno

n=1
Tn+1
n <”_+ _ 1> <1,
Tn
Tn+1

dati red je divergentan. Ako postojilirf n
n—-+4oo In

— 1) = [, onda je polazni red

konvergentan za> 1, a divergentan za< 1.
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Redovi sa proizvoljnim €lanovima
Neka je dat realan numéki red

> . (7)
n=1
Teorem 5..6. Ako je red

S Jal ®
n=1

konvergentan, konvergentan je i red (7).

Dokaz:
Dokaz slijedi na osnovu Cauchyjevog opSteg kriterija kogeacije redova i nejedna-
kosti

|mn+1 + Tn+-2 +oF x7L+p| < |xn+1| + |mn+2| +F |mn+p|

Definicija 5..7. Ako red (8) konvergira, kazemo da red (7) konvergira apsolut
Za red (7) kazemo da konvergira uslovno ako je on konvergemtgri tome ne ko-
nvergira apsolutno.

Od svih redova sa proizvoljniflanovima micemo se pozabaviti jednom specijalnom
klasom, a to su redovi oblika

[
Z(*l)n+lcn =c—Ccy+c3—cqg+ -+ (71)n+lcn+.“ ’

n=1

gdje suc, realni brojevi istog znaka. Ovakve redove nazivamo altgjskim redo-
vima.

Teorem 5..8(Leibnitzov kriterij). Neka je dat alternacijski red ~(—1)"*'z,,. Ako
n=1

je niz (z,) monotono opadajuti £,+1 < x, ) iako je lirf x, = 0, tada je red
n—-+0oo

konvergentan.

o ) - (7 )nfl

Primjer. Posmatrajmo alternacijski rejl

n=1
KoristeCi notaciju u Leibnitzovom kriteriju, imamo da je niz zadatis, = —, mono-
n
tono opadaji jer za proizvoljnon € N vrijedi

1
n+1

Tnt+1 = < E =Tn ,

i lim z, = 0. Sada na osnovu tog kriterija zaldujemo da je dati red konvergentan.

n—oo

o . , . o . =1
Primjetimo da je ova konvergencija uslovna jer red sa arbBlDllWI’I]eanStlma,E —
n

n=1

je divergentan.
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6. Funkcionalni nizovi

Do sada smo razmatrali smo "@be" numertke nizove i redove. Pod ovim "atne"
Zeli se ist&i da smo posmatrali nizove i redo@gi su ¢lanovi, odnosno sabirci, ofni
realni brojevi.

Medjutim, u prilici smoCesto razmatrati nizove "bileega", ljudi, dana, otkucaja srca i
sl.

U ovom poglavljucemo razmatrati nizovéiji su Clanovi funkcije, tzv. funkcionalne
nizove, a ond@&emo po skknom receptu kao i kod numékih nizova, uvesti i pojam
funkcionalnog reda, reda kod koga sabiramo funkcije.

Funkcionalni nizovi
Oznakom(f,(z))nen €emMo oznéavati beskonéni funkcionalni niz, podrazumijeva-
jutidasuf, (n € N) funkcije. Kada kazemo da je funkcionalni niz definisan nieome
skupu, smatramo da je svaka funkcija tog niza definisanamakoipu.
Primjer. Posmatrajmo funkcionalni nigf,,(z)).cn definisan n&R, gdje je zan € N,

x
Svaku od funkcija moZzemo predstaviti gidi, f1(z) = z, fa(z) = 5 fa(z) =
%, falz) = % f5(z) = % itd., i one predstavljaju prave linije koje prolaze kroz
koordinatni p@etak i imaju sve maniji nagib premaosi.

fi

T f2

f3

LT fi

f5

b — o e R i
—1 4
92 1
73 A

Izaberemo li neko konkretne € R, nprz = 1, dati funkcionalni niz postaje obmi
numertki niz (%)nEN, Cije ponaSanje sada mozZzemo ispitivati alatima usvojenim u
prethodnom poglavlju.

| ovu €injenicu mozemo predstaviti gréki a dobijamo to tako Sto krozthuz = 1
povutemo vertikalnu pravu, koja u presjeku sa funkcijafpadaje upravo téke koje

predstavljaju niz(%)neN.
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U gornjem primjeru smo uzimafiikonkretnox = 1 (slika lijevo), od funkcionalnog

niza dobili numertki niz (%)RGN, koji je konvergentan, Sta vide
1
lim — =0.
n—oo n

Uzimajwti neku drugu vrijednost, npr: = 2 (slika desno), nas funkcionalni niz opet

postaje konvergentan numekiniz (2) ., koji takodje konvergira ka O.

UzimajlEi bilo koju konkretnu vrijednost = M € R, nije teSko uvijeriti se d&e
vrijediti

Dakle, na$ niZ f,,(z))nen, za proizvoljanz € R je konvergentan numeiki niz, tj.
vrijedi
(Vz € R) 1i_>m fa(z)=0.

Pritome, formalno moZemogeda funkcionalniniZ f,,(x)),en konvergira ka funkciji
f(z) =0, ali"samo" u svim tékama skupa na kome je definisan niz. Ovakvu osobinu
funkcionalnog niza nazivamo "ofna" konvergencija ilkonvergencija po tatkama

6.1. Konvergencija po t&kama
Konvergencija po tatkama

Definicija 6..1. Neka je niz(f,,(x)).en definisan na skupd C R. Kazemo da je niz
(fn(2))nen konvergentan po tkama, ako vrijedi

(Vz € A) postoji kon&an lim f,(z) .
n—oo

Cinjenica da postoji kor&@nlim,, .~ fn(x), za svakar € A, obezbjedjuje nam pos-
tojanje neke funkcijgf (x) za koju onda vaZzi

i tada kazemo da nigf,,(x)).en Konvergira po tekama ili ta&kasto ka funkcijif ().
Ako raspiSemo limes u (9), onda definicija konvergencijegiama glasi

(Vx € A)(Ve > 0)(Ing e N)(Vn e N)(n > ng = |fn(z) — f(z)] <e). (10)

25



Primjer. Posmatrajmo funkcionalni nigf,,),en, zadat sa

nx + x2

neN,zeR, fulzx) = 5

n

Za proizvoljnox € R imamo

2 1 1
lim f,(z) = lim (E—l—x ):ac lim =+ z? lim —=0+0=0.

n n2 n—oo N n—oo N,

Dakle, posmatrani niz konvergira pocteama ka nula-funkciji, tj. funkciji idengii
jednakoj 0 ¢ = 0).

Primjer. Zadat je funkcionalni ni f,,)»en, definisan nd0, 1], sa
fnlx) = n2a™ .

Primjetimo kao prvo da je za sve€ N, f,,(0) = 0. Dakle, niz(f,,(0))nen je kons-
tantni niz i konvergira ka 0. Neka je sadae (0, 1), proizvoljan. Zbog jednakosti

n
an,n _ n2€lna: _ n2€nlna:

i kako jelnz < 0 zaz € (0,1), na osnovu poznatog nam iz nunékih nizova,
zakljuCujemo da vrijedi

nlggo falz) =0, 2€(0,1).
Konatno, uzimaj@i » = 1, imamof,, (1) = n? i pri tome je

lim n? = oo ,
n—o0

pa na osnovu svega ovoga zakljiemo da polazni funkcionalni niz nije konvergentan
po taCkama.

Primjer. Posmatrajmo funkcionalniniz zadatggx) = cos™ z, definisan na{—g, g} .

Dokazati dali_)rn fn(x) postoji i kon&an je za sve: € [—g, g} i da konvergira po
tatkama ka funkciji

0 ; —-Z<z<0ilio<ce<ZI

crnafi(x)

Zutafa(x)

plavafs(z) N 1 f(x)
zelenafo () m
crvenafso(x) } T T } i i

—2 -1 1 -2 -1 1
-1 4+ -1 L
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6.2. Uniformna konvergencija

Uniformna konvergencija

Definicija 6..2. Neka jeA C R i neka je(f.)nen niz realnih funkcija definisanih na
A. KaZemo da dati niz uniformno konvergira ka funkdijna skupud ako vrijedi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(Vz € A)(n > no = |fu(z) — f(2)| <e).

Iz same definicije uniformne konvergencije funkcionalnaarvidimo da je postojs
ng ovisan samo @, za razliku od konvergencije podlsama, pa je time uniformna
konvergencija "jga" od konvergencije po t&ama.

Drug&ije receno, ako je niz uniformo konvergentan, onda je on konveegenpo

tatkama. Obrat u opStem €laju ne mora da vaZzi.

Primjer. U primjeru 114 posmatrali smo niz funkcija zadatih dz) = = i vidjeli
smo da je taj niz konvergentan pc&kama ka funkcijif = 0. Ovo je zn&ilo da za
ma koje fiksiranary, mozemo néi funkciju f,,,, koja je u toj t&ki proizvoljno blizu
funkciji f (z-osi). To je prikazano na slici lijevo.

Fr . L

o T =g

Medjutim, uniformna konvergencija zahtjeva da ta ista fujskf,, ima tu osobinu
(proizvoljno bliska funkcijif) u svakoj t&ki, a Sto @igledno nije t&no samo ako se
dovoljno udaljimo nac-osi (slika desno). Tj. uzmemo li da je= ng, tada imamo

no
Jolw) =22 =1,
te je dakle u ovoj t&ki nasa funkcijaf,,, za 1 udaljena od-ose. Odemo li jo$ dalje
saz-om, npr. neka jec = 2ny, tada jef,,(z) = 2, dakle jo$ dalje od:-ose. Ovo
nam pokazuje da je u jednom "trenutku" funkcfig, zaista blizu funkcijif = 0, ali
da njeno rastojanje od te iste funkcije mozenémiti proizvoljno velikim, samo treba
oti¢i dovoljno daleko nac-osi. Tj. za svakiz, moZzemo néi funkciju f,, koja je
dovoljno bliska funkcijif, ali jedna zajeditika funkcijaf,, koja je proizvoljno bliska
funkciji f za sver-ove, ne postoji, te ovaj niz nije uniformno konvergentan.

Primjer. Neka je(f,)nen iz definisan nd0, +oo), definisan sa
nx
Inl®) = T

Za proizvoljnoz € R vrijedi 1+n22? ~ n222, tj. ova dva niza su asimptotski jednaki,

Sto ekvivalentno znia
2,.2
. n-x
lim ——= =1,
n—oo 1 + n2x2

a ovo nam onda omogava sljedée rezonovanje
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. . nx 1 .. 1
lim f,(z) = lim =
n— 00 n—00 n21‘2 X n—oo N

Dakle, posmatrani niz je konvergentan pokama i konvergira ka funkcijf = 0.
Medjutim, neka jes < 3 proizvoljan. Izaberemo Il = 1, tada imamo

1 1 nt 1
=) —f(=)=|l—2——-0|==>¢.
W (3) 1)l o=

Vidimo da niti za jedno: € N razliku| f,,(z) — f ()| ne moZzemo &initi manjom odz,

pa dakle ni manjom o€, time posmatrani niz nije uniformno konvergentan. Na slje-
decoj slici prikazan je posmatrani niz grélfi, a objasnjenje zasto se nema uniformna
konvergencija je identho kao u prethodnom primjeru, samo treba posmatrékieta
dovoljno bliske t&ki 0.

Primjer. Posmatrajmo nizf, (z))ncn, definisan za sve € R sa

sin nx
fn(z) = "
Nejednakost
i 1
() o] = Enrl o L
n n

vrijedi neovisno ar € R. Kako pri tome za proizvoljno maleno > 0, broj % mo-
Zemo Einiti manjim od njega, za dovoljno velike € N, zakljuw€ujemo da je dati niz
uniformno konvergentan.
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Teorem 6..3. Neka su( f,,)nen i (gn)nen funkcionalni nizovi.

1. Ako su dati nizovi uniformno konvergentni na skupgd R, tada je i niz(a.f,, +
Bgn)nen uniformno konvergentan na tom skupu.

2. Ako je niz(f,)nen uniformno konvergentan na skuguC R, tada je on unifor-
mno konvergentan na proizvoljnom podskupuod

3. Ako je niZ f,,)nen uniformno konvergentan na skupovirdaB C R, tada je on
uniformno konvergentanind U B.

6.3. Znataj uniformne konvergencije

Znataj uniformne konvergencije imamo u raznim kuaavanjima kod kojih je bitan
grantni proces.

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat §ax) = (1 — )™, definisan na inter-
valu (0, 2). Za proizvoljanz € (0,2) je |1 — z| < 1, pa vrijedi

a tim prije e vrijediti onda i

lim lim f,(z)=0.

x—0n—o0

S druge strane zbof,(0) = 1, imamo

lim lim fp(z) = lim f,(0)=1.

n—oo x—0 Tn—00

lako nekako netekivano, ipak vrijedi

lim lim f,(x) # lim lim f,(z).

n—oo x—0 x—0n—o0

Teorem 6..4. Neka je niZ f,,(x))nen uniformno konvergentan na skupuka funkciji
f(x). Ako za svaka € N postoji konaCarim f,(z) (a je tatka nagomilavanja skipa
r—a

1), tada postoji i konatna je, granicha vrijedno]s‘;_tfl f(z) i pri tome vrijedi

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

Tr—a n—oo r—a r—a n—o0
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Dakle, pod pretpostavkom uniformne konvergencije funkaloog niza, dozvoljena je
zamjena dvaju gradnih procesa koji djeluju na funkcionalni niz. 1z ove teoem
takodje neposredno sleduje i mnogo vaznija tvrdnja. Nagnenicna funkcijaf(z),
uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija je i sameprekidna funkcija.
Zaista, za proizvoljna € I, ako su sve funkcijg,, neprekidne, onda vrijedi

}E}I}lfn(m) = fu(a) .
Sada zbog uniformne konvergencije i prethodne teoreme omam

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim f,(z) = lim f,.(a) = f(a).

Tr—a r—a n—o0 n—,oo r—a n—oo

Ovo iskazujemo u obliku teoreme

Teorem 6..5.Neka funkcionalninizf,, (z))»en uniformno konvergira ka funkcijf (x),
na skupul. Ako su sve funkcij§, neprekidne nd, tada je i funkcijaf neprekidna na
1.

Teorem 6..6. Neka je dat funkcionalni nizf,(z)),en, Cije su funkcije definisane i
diferencijabilne na intervalya, b). Pretpostavimo da je na$ niz konvergentan u bar
jednoj tacki intervalga, b) i neka je niz f/ (z))nen uniformno konvergentan na, b).
Tada je i niz(f,(z))nen uniformno konvergentan, a granitna funkcija ovog niza je
diferencijabilna na(a, b) i vrijedi

(Jim_ fu(2)) = lim_ fi(e).

n—oo
Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat sa

sinnz

fn(x>: )

n

i kao Sto smo to pokazali, on je uniformno konvergentai®n#ledjutim, odgovarajci
"izvodni" niz glasi
i (z) = cosnz ,

n

a ovaj niz nije konvergentatak ni po t&kama.

Teorem 6..7. Neka je niz(f,(z))nen uniformno konvergentan na segmenmiub] i
neka su sve funkcijé, integrabilne na tom segmentu. Tada je i grani¢na funkcija
posmatranog niza integrabilna rja, b] i vrijedi

b b
lim [ fu(z)dz :/ lim f,(z)dx .
n—oo a a n—oo

L ndx

Primjer. Izra€unati lim 3 .
: . nooo Jo LT AN Lo .

RjeSavanje ovakvog problema svodi se na to da prvo rijeSimegial, a zatim rijeSa-

vamo preostali limes. Medjutim, ako smijemo zamjeniti ngelimesa i integrala, s

obzirom naCinjenicu da vrijedilim f, (x) = 1, rjeSenje je trivijalno
n—oo

1
/ lde =1.
0
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Ostaje samo vidjeti da li smijemo izvrSiti navedenu zamjepuda li je funkcionalni
niz zadat sg, (z) = BL uniformno konvergentan.
i n

Zaz € [0, 1] vrijedi

n z3 1
= < —
3 4+n »4+n " n

pa je nas niz uniformno konvergentan, a time je

0< 1

Y

. L ondx
lim 3 =1.
n—oo Jo X +n

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat ga(z) = n*ze "*. Parcijalnom in-
tegracijom dobijamo

1 1
fu(z)de = n/ xe "dr=1—(n+1)e™ ",
0 0

a ondaimamo )
lim folz)de =1.

S druge strane, za proizvoljnoe [0, 1] imamo

2
) _ . n°zx
lim n?ze ™ = lim -
n—o00 n—oo eNT

=0.

Ovo bi onda znéilo da je

1
/ lim fp(x)dz =0,
0

n—oo

pa dakle zamjena limesa i integrala u ovom primjeru nije ogaaa.

7. Funkcionalni redovi
7.1. Definicija i osobine
Za zadati funkcionalni nizf,,(z))nen, izraz

> fil@) (11)
=1

nazivamo funkcionalni red. $iho kao kod numetkih redova, uvodimo pojam parci-
jalnih suma. Izraz

Sn(z) = Zfi(m) ;

nazivamaon-ta parcijalna suma reda (11), a izraz

@)=Y filw)

i=n+1

nazivanon-ti ostatak reda (11).
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Definicija 7..1. Za red (11) kaZzemo da je uniformno konvergentan na sklupko
njegov niz parcijalnih sum4,, (z) uniformno konvergira ka sunfi(x) ovog reda na
skupul.

Teorem 7..2. Red (11) uniformno konvergira na skuguako i samo ako niz,,(x)
njegovih ostataka uniformno konvergira ka funkciji idéRrtijednakoj 0 na skupil.

Teorem 7..3(Cauchyjev kriterij uniformne konvergencijeRed (11) uniformno ko-
nvergira na skupu ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(Vk € N)(Vz € 1)

|fn+1(x) +fn+2(x) + "'+fn+k(x>| <e.

Pored ovoga, veoma jednostavan i koristan kriterij za unifau konvergenciju dat je
sljed&com teoremom.

Teorem 7..4(Weierstrassov kriterij uniformne konvergencij®eka je(a,, ) nen poziti-
van numericki niz za koga vrijedi da je za skoro svake N i svakox € I zadovoljeno

Ako je redz a,, konvergentan, tada je red (11) uniformno konvergentan npsk.
=1

Primjer. Red
>
2 27
n=1 z +TL

je uniformno konvergentan & jer za bilo kojexr € R i za bilo kojen € N vrijedi

1 < 1
22 +n2 — n2

)

a kao Sto nam je poznato, svi redovi

su konvergentni.
Teorem 7..5(Abelov test uniformne konvergencijeAko vaze uslovi

1. Funkcionalni niZ f,,(z))nen j€e monoton za svae € I i uniformno ogranicen
(. postoji univerzalna konstantd! € R, takva da je|f,.(z)| < M, za sve
x € I'izasven € N).

2. Redz gn(z) je uniformno konvergentan na

n=1

Tada je redz fn(2)gn (x) uniformno konvergentan n&a

n=1
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Primjer. Ispitati uniformnu konvergenciju funkcionalnog reda
o0 .
Z Sin nx
2 Y
—n (n+x)

na intervalu(0, +00).
Ozn&imo sa

1 sin nx

f‘n(m) = m ) gn(x) -

n2

Za proizvolinez € (0,+o00) i n € N, otigledno vrijedi|f,(z)| < 1, te je prvi niz
uniformno ograrien. Osim toga je
1 1

fn+1(x): ntltx < "tz :fn(x)v

pa je on i monotono opaddju Dakle zadovoljen je prvi uslov Abelovog kriterija.

Kako za drugi niz vrijedi

| sin nz| 1
= — <

|gn(2))| 7 <

5
n n?

za proizvoljnoz € (0, 400) i za proizvoljann € N, na osnovu Weierstrassovog krite-

[ee]
rija redz gn(z) je uniformno konvergentan, te je zadovoljeni drugi usloga.dénovu

n=

1
Abelovog kriterija, polazni red je uniformno konvergentan
Teorem 7..6(Dirichletov test uniformne konvergencijeNeka su zadovoljeni uslovi

1. Za svaka € I je funkcionalniniZ f,,(z)).,en monoton i uniformno teZi ka 0 na
skupul.

n

2. Niz parcijalnih suméb,, (z) = ng(x) je uniformno ogranicen né.
k=1

Tada je redz fn(2)gn(z) uniformno konvergentan na

n=1
Primjer. Ispitati uniformnu konvergenciju redi (=1)" (x € (0, +00)).
—ntw ' ’
Ozn&imo sa 1
n = y In =(-1".
Jo(@) = —— . gule) = (-1)

Kao i malo prije, niz(f,,)nen je monotono opadafi niz i neovisno ax € (0, +0)
vrijedi
lim f,(x)=0.

n—oo

Za parcijaine sumd _(—1)*, otigledno vrijedi|S,, (z)| < 1. Dakle, zadovoljena su

k=1
oba oslova, pa na osnovu Dirichletovog testa, polazni rechifsrmno konvergentan.
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U slucaju uniformne konvergencije datog reda, ta funkcija jeppab odredjena i tada
piSemo

fla) = Z fn().

Teorem 7..7. Ako je redz fn(z) uniformno konvergentan na skupu ako za svaki
n=1

prirodan brojn postoji i konatan jeliin fn(x), gdje jea tatka nagomilavanja skupa
1, tada vrijedi

}ﬂzgfrt(m) = Z:lalclgbfn(x) )
pri €emu je red na desnoj strani gornje jednakosti konvetge.
Teorem 7..8. Ako su funkcijef,, () neprekidne za svake € N na skupu i ako je red
Z fr(x) uniformno konvergentan tada je i funkcija
n=1
f(x) = Z fn(m) )
n=1
neprekidna na skupLL

Posmatrajmo sada funkcionalni red definisan sa

i sin(n?z)
-
n=1 n

Abelovim testom se lako pokazuje da je dati red uniformnovkogentan n&itavom
R. Dakle, dati red definiSe neku funkcijfi(z) naR, tj.

fla) = Z sin(z x) '

n

LogiCnim se postavlja pitanje, a Sta je izvod ovako definisankdijef? Ishitren od-
govor bi bio zasnovan na ranije upoznatajjenici da je izvod zbira funkcija jednak
zbiru izvoda tih funkcija jer se to pra-vilo odnosilo na zbit kon&no mnogo funkcija.
Ako bi smo ipak postupili tako, imali bi

fl(x) = i (sini;;%))' = i cos(n’z) .

n=1 n=1

Ali trivijalno je vidljivo da suma na desnoj strani nije koengentan redak niti za
jednoz € R, ato onda zn@ da izraz na lijevoj stranif’(z), uopSte ne postoji.

Teorem 7..9. Neka je redz fn(x) konvergentan u bar jednoj tacki intervafa, b) i

n=1

neka su funkcij¢,, (x) diferencijabilne nga, b), za svakm € N. Ako je redz 1l(x)

n=1
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uniformno konvergentan na, b), tada je takav i redz fn(x) i pritome vrijedi

<2ymm>=§jﬂuwxeww-

Teorem 7..10. Neka je redz fn(x) uniformno konvergentan na segmemiyb] i
n=1

neka su funkcijef,, (z) integrabilne na tom segmentu, za svake N. Tada je i suma

reda integrabilna na segmentu, b] i pri tome vrijedi

b oo oo b
NACED S FAEE

@ n=1 n=179a

7.2. Stepeni redovi

Stepeni redovi

Pod pojmom stepene funkcije podrazumijevamo funkcijul@fi(z) = ca2™, n € N.
Specijalan sl@iaj funkcionalnog reda, kada su funkcije koje sabiramoestegunkcije,
nazivamo stepeni red. Dakle, ako jez& N, f,,(z) = a,z", tadared

Z f‘n(m) = Z anxn 5 (12)
n=1 n=1

nazivamo stepeni ili potencijalni red.

Na primjer, suma geometrijskog nig x™, predstavlja jedan stepeni red.
n=1

Neke elementarne tvrdnje o konvergenciji ovakvih redovanm upravo iz njihovog
oblika.

Teorem 7..11. Neka je redz anx™ konvergentan za neko konkretng # 0. Tada
n=1

je on apsolutno konvergentan za svaka@a koga vaziz| < |x¢|, a uniformno je

konvergentan za svakoza koga jdz| < r, gdje jer < |z|.

o0
DOKAZ: Neka je zarg # 0, red » _ a,zj konvergentan. Tada njegov op&kan mora

n=1
teziti 0, a time je on kao konvergentan niz i ogisen. Dakle, postoji konstanfd > 0,
takva da je za sve € N zadovoljenda,zj| < M. Neka je saddr| < |zo|. Tada
vrijedi
" xn
An —n
0 zl

n n

T

|ana"| = = |anag| —
n n<0 1'8

n
)

n

, kao suma geometrijskog reda, ko-

n

z”
7
To

Kako je kolicnik

o0
<l tojered)
n=1

T
n
)

o0
nvergentan, a onda na osnovu poredbenog kriterija je quan:c"ﬂ konvergentan.

n=1

o
Drugaije reteno, red _ a,a" je apsoutno konvergentan.

n=1
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Dokazimo sada i drugi dio tvrdjenja, tj. nekaljg < r, gdje jer < |zo|. Na osnovu

o0
prvog dijela dokaza, re(ij anr™ je apsolutno konvergentan. Kako za izabrano
n=1
vrijedi
|ana"| = [an||2"| < |anlr™
o0
na osnovu Weierstrassovog kriterija imamo uniformnu kogeaciju redaz anx™.
n=1
o0

Teorem 7..12. Ako stepeni red) _ a,2™ divergira u tatkizo # 0, tada je ovaj red

n=1
divergentan i za svake koje zadovoljavée| > |zo|.

DOKAZ: Ako bi smo pretpostavili suprotno, tj. neka je réd_ a,af divergentan i

n=1

o0
neka je za neka;, takvo da jelz| > |xo], redz anz” konvergentan. Tada bi smo

n=1

(oo}
prema prethodnoj teoremi morali imati konvergenciju r@anmg, Sto je &igledno
kontradiktorno. e
Kako je svaki stepeni red konvergentan tkiax = 0, ako imamo konvergenciju i u
nekoj t&ki zy # 0, na osnovu Teoreme 7..11 zakijijemo da je taj red konvergentan
na intervalu(—x, o).
Analogno, ako stepeni red divergira u nekdjkar;, na osnovu Teorema 7..12 on je
divergentan i na skup(—oo, —z1] U [z1, +00). Na oshovu svega éenog zakljgu-
jemo da za proizvoljan stepeni red postoji neka graaiveltina R, takva da je unutar
(—R, R) dati red konvergentan, a van tog intervala £ +oco) posmatrani red je di-
vergentan.
Ovo nas navodi da takvu vélnu i definiSemo.

Definicija 7..13. Za zadati stepeni reE anx™, broj

n=1

o0
R=supy |z[| red > ana™ konvergirap ,
zeR

n=1
nazivamo poluprénik konvergencije posmatranog reda.

Kao direktna posljedica Teorema 7..11 i Teorema 7..12 imsljadee

[ee]
Teorem 7..14. Neka je R poluprecnik konvergencije stepenog reE anz™. Tada
n=1
vrijedi L
1. U svakoj tacki intervala— R, R) red apsolutno konvergira, a divergira izvan tog
intervala, tj. zalz| > R.

2. Red uniformno konvergira na svakom segmentu ], gdje jer < R, kao i
uopSte na bilo kom segmentu sadrzanofwR, R).
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Jasno je na osnovu gornje teoreme da se konkretntkan@aR i — R ne moze jednoz-
natno dati odgovor o konvergenciji reda. U tintkama se ispitivanje konvergencije
uvijek sprovodi zasebno, ali tada imamo olakSagajakolnost jer je tada posmatrani
redcisto numertki red.

Kako je konvergencija stepenog reda unutar inter¢al®, R) apsolutna, polupi@ik
konvergencije stepenog reda se moze odre ditiiz opstegr(y;m/og kriterija konver-

gencije pozitivnih redova. Naime, red |a,z"| = an||z|™ ili konvergiraili
p

n=1 n=1

divergira u zavisnosti da li je izraz

lim /], ||z = |m| hm Vlan|

n—oo
maniji od 1 ili veti od 1. Iz ovoga onda imamo d& redz an,x™ apsolutno konvergi-
n=1
rati za sve one vrijednosti za koje je zadovoljeno
1
7] < =——7=
Tim ¢/]a,]
n—o0
a dace divergirati za sve za koje je
] > —
X ———
R
Teorem 7..15Cauchy-Hadamardov teorenBoluprecnik konvergencije stepenog reda
Z anz” je dat sa
n=1
_ 1
lim /|an|
n—oo

Akoje lim {/|a,| = +oo, tadajeR = 0, tj. red je konvergentan samo u tadki= 0.
n—oo

Ako je lim %/|a,| = 0, tada jeR = +o0, tj. red je konvergentan za swec R.
n—o0

Pored ovog néina izr&unavanja polupiaika konvergencije stepenog reda, i sljeale
formula je veoma pogodna za to

R = lim

n—oo

an-{-l

o0
Primjer. Za stepenired _ x",imamo da je zasve € N, a,, = 1, pa je
n=1

R:—;Zl.

lim {/|ay|

n—oo

Primjer. Posmatrajmo stepenired

©  on 1
23 (”Jrl )
n=1 (n_ )
n 1 1
R=tim |2 | = fim o ntbn 1
n—00 | 41 n—o00 3n+1(n71>(n+2) 3
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Koristeti se teoremama o gramioj vrijednosti funkcionalnog reda, diferenciranju i
integriranju funkcionalnog redéan poclan, dobijamo sljed& korisne tvrdnje. Neka
o0

je f(x) suma stepenog redp _ a,z", tj. neka je

n=1

o0
=> anz"
n=1

Teorem 7..16. Suma stepenog reda je neprekidna funkcija na inter¢al®, R), gdje
je R poluprecnik konvergencije datog reda.

Teorem 7..17. Suma stepenog reda na intervals R, R) ima konacne izvode pro-
izvoljnog reda i oni se mogu dobiti diferenciranjem ¢langan.

() Zan (n—1)---(n—k+ 12" keR;ze(-R,R).

n=1

Pri tome svaki od redova dobijen diferenciranjem €lan pendima poluprecnik ko-
nvergencijeR.

Primjer. Poznata nam je formula za sumu geometrijskog niza

n=0

pri Cemu imamo ografienje da jez| < 1, a Sto je sada opravdan@&injenicom da
je polupré&nik konvergencije ovog red® = 1. lzvodjenjem iz ovog reda, lahko se
dobijai sljed€a suma

Z " =

n=1

oo

Neka sada trebamo izranati sumu redd  na". Kako vrijedi

n=1

oo o0 oo
g mc”:xg mc”fl::rg (z

n=1 n=1 n=1

koristeci se mog@énogu diferenciranj&lan poclan, sada imamo

S-S () -

n=1 n=1

Dakle vrijedi
Z nx" 1 — 12 ,

a ovo vrijedi samo za € (—1, 1).

Teorem 7..18.Suma stepenog reda je ontegrabilna funkcija na svakom segiaeb] C
(=R, R) i moZe se integraliti ¢lan po Clan, tj. vrijedi

er—l rL+1
/f S — ,—R<a<b<R.

Red dobijen integracijom clan po ¢lan ima poluprecnikkergencijeR = 1.
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7.3. Maclaurinovi redovi

Maclaurinovi redovi

U ranijem kursu matematike, upoznali smo se sa Taylorovilimpmom i Taylorovim
redom funkcije. Specijalan staj Taylorovog reda, za = 0, predstavljao je Macla-
urinov red funkcije i on je glasio

Definicija 7..19. Neka je funkcijaf(x) definisana na nekom intervalu koji sadrzi O i
neka postoje svi izvodi funkcij¢ u taCki 0. Red

= ¢(n) (o
j{:(f nf )xn7
n=0 ’

nazivamo Maclaurinov red funkcijgili Maclaurinov razvoj funkcijef u okolini tatke
0.

Vidimo dakle da Maclaurinov red nije niStadrugo do stepedj kod koga je specijalno

_ 7(0)

n!

a/TL

Formalno konstruisanje Maclaurinovog reda ne obezbjedijiggovu konvergenciju ka
datoj funkciji. Medjutim, sada sa ovom teorijom stepenitiaea znamo dée to ipak
biti slu€aj, ali na intervalima konvergencije ovih redova.

Primjer. Poznato nam je da vrijedi
X n
X
T __
=D T
n=0

za proizvolinoz € R. Tj. Maclaurinov redy_~ , fT konvergira ka funkcijie* na
intervalu konvergencije, a ovaj je odredjen poluprikom konvergencije ovog reda
R = +o0. Dakle, ovaj prikaz funkcije® stepenim redom vrijedi za swee R.

Primjer. Maclaurinovi redovi funkcijain i cos glase

sinx = Z ooﬂyc%_1 cosT = i (_1)nx2"
(2n —1)! ’ ’

n=1 n=0

za svakar € R.

Primjer. Posmatrajmo stepenired

n=1

Polupr&nik konvergencije ovog reda je = 1, tj. dati red je konvergentan na intervalu
(=1,1). Zaz = 1, dobijamo alternativni red

)nfl
)

o'} (71

za koga na osnovu Leibnitzovog kriterija znamo da je koneetgn red. Dakle, polazni
stepeni red je konvergentan fral, 1].
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NalaZenjem izvoda funkcij¢(xz) = In(1+ ) u tatki 0, pokazuje se da je Maclaurinov
red ove funkcije dat upravo kao nasS polazni stepeni red, ke daozemo zakljaiti da
vrijedi
In(l42) = i wx” , ¢ e (=1,1].
n=1 n
Sada lagano izéunavamo npr. da je
1

o0 P
(-1
In2= —_—
n2=> —4
n=1
Jos neki razvoji u stepene redove su

(1+x)a§<2)x” L a¢N | ze(-1,1).

Specijalno zax = —1 i akoz zamjenimo sa:?, imamo

Integracijom ove jednakosti u granicama od Osd¢obrazloZiti opravdanost integra-
cije), dobijamo

o~ (-D"

arctgx = Z 2n—+1x2"+1 .

n=0
Sljede€om teoremom tvrdimo da je svaki stepeni red u stvari Maataurred funk-
cije koja je definisana sumom stepenog reda, na intervaludtgencije. Prema tome,
jedini konvergentni stepeni redovi su Maclaurinovi redovi

Teorem 7..20.Neka je

f(x) = Z apz” , z € (—R,R).
n=0
Tada je
) (0)
n!

an = ,n=0,1,2,...

8. MetricCki prostori

8.1. Metrika i osobine
Metri Cki prostori

Definicija 8..1. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za funkciju: X x X — R
kazemo da je metrika ili meftka funkcija naX ako zadovoljava sljedacetiri uslova
za proizvoljner,y i z iz X:

M1. d(x,y) >0,
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M2. d(z,y) = 0 ako i samo aka: = y,
M3. d(z,y) = d(y, z),
M4. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Tada kaZzemo da je skup snabdjeven metrikorii nazivamo ga metéki prostor. Ele-
mente skup& nazivamo tékama, a realan brdj(z, y) nazivamo rastojanjem izmedju
taCakaz i y.

Dakle, metrcki prostor je uredjeni pafX, d) kogacCine skupX i na njemu uvedena
metrikad.

Uslovi M1.-M4. nazivaju se aksiomi metrike, a pojedina to supozitivha definitnost
(M1.), strogost(M2.), simetricnos{M3.) i nejednakost trouglévi4.).

Osobina(M4.), tj. nejednakost trougla se moZe generadizgvavilom mnogougla.

Lema 8..2. U svakom metrickom prostoruX, d) vrijedi pravilo mnogougla, tj. za
proizvoljnezy, s, ...,x, € X (n > 3), vrijedi

d(z1,2,) < d(x1,22) + d(x2,23) + - + d(Tn—1,2n) -

Dokaz. Dokaz se izvodi matematom indukcijom pon € N. O

3
x E
2 “ Tp—1
\xn
x1

Slika 5: Pravilo mnogougla

Teorem 8..3. (Nejednakost Holdera) Neka sy b; (i = 1,2, ..., n) proizvoljni realni
ili kompleksni brojevi i neka je za realan brpj> 1, broj ¢ definisan sazl—) + % = 1.
Tada za svaka € N vrijedi

Z|aibi|§<2|ai|p> <Z|bi|q> ~ (13)
=1 i=1 i=1

Specijalno, ako j& = ¢ = 2, gornja nejednakost se naziva Cauchy-Schwarzova ne-
jednakost.

Teorem 8..4(Nejednakost Minkowskog)Neka suwa; i b; (i = 1,2, ..., n) proizvoljni
realni ili kompleksni brojevi i neka jgp > 1. Tada za svake < N vrijedi

<Z|ai+bi|p> < (Z |ai|p> + (Z'bt|p> : (14)
i=1 i=1 i=1

Primjer. Neka jeX proizvoljan skup i neka je za, y € X zadato

0 ; =y,
d(x,y){l ; x;«éz

Funkcijad jeste metrika { X, d) nazivamo diskretni mettki prostor.
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Primjer. Skup realnih brojev® sa rastojanjem

d(lE,y) = |Z - y| )
predstavlja dobro nam poznati Euklidov prostor realne @rav

Primjer. SaR™ ozna&avamo skup svih uredjenititorki realnih brojeva: = (z1, zo, ..., ).
Metriku moZzemo uvesti sa

1 da(m,y) = (S0 (@i — 0)?) .

2. dy(z,y) = (s (@i —ya)P)” (0> 1).
3. d(l", y) = mMaxi<i<n |33z' - yil

Ovim primjerom opravdavamoinjenicu da je nekada neophodno koristiti definiciju
metrickog prostora kao uredjenog para, jer kao Sto vidimo, nanitkupu se mogu
zadati razitite metrike.

Primjer. SaCla,b] ozn&avamo skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu
[a, b]. Ako uvedemo funkciju

d(f,g) = sup [f(t) —g(t)],

a<t<b

za proizvoljnef, g € C|a,b], dobijamo meti&ki prostor neprekidnih funkcija, koga
krate uobtajeno piSemo samo €¥a, b].

Slika 6: Metrika naC'a, b]

Definicija 8..5. Za skupA, podskup metiikog prostorgd X, d), kazemo da je ograni-
cen ili omedjen ako je skup rastojanja medjokama tog skupa ograien skup, tj.

(3C > 0)(Va,y € A) 0 < d(z,y) < C.
Primjer. Jedingni krug{(z,y) € R?|z? + y? < 1} je ogranten skup UR?, d).
Definicija 8..6. Neka jeA podskup metiikog prostord X, d). Nenegativan broj
diamA = sup{d(z,y)| z,y € A},

nazivamo dijametrom skupé.
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Jasno je da ako vrijedliiam A = oo, da je tada skup neograen, tj. vrijedi,
Lema 8..7. Skup je ograni¢en ako i samo ako mu je dijametar konacan.
Lema 8..8. Unija konatno mnogo ogranitenih skupova je ogranic¢arpsk

Definicija 8..9. Neka je(X, d) metricki prostor. Za proizvoljna € X i za proizvoljno
r > 0 skup
B(a,r) ={z € X|d(a,z) <r},

nazivamo otvorena kugla, sa centrom u &ki a, polupré&nikar.
Skup
K(z,r) ={z € X|d(a,x) <r},

nazivamo zatvorena kugla sa centrom iypoluprenikar, a skup
S(z,r) ={z € X|d(a,z) =71},
nazivamo sfera sa centronuypolupré&nikar.

Lema 8..10. Neka je(X, d) metricki prostor i neka jed C X. SkupA je ograniCen
ako i samo ako postoje € X i r > 0, takvi da jeA C B(z,r).

Definicija 8..11. Za skupG podskup metiikog prostord X, d) kazemo da je otvoren
ako vrijedi
(Vz € G)(Ze > 0) B(z,e) CG.

Definicija 8..12. Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup.

Teorem 8..13.Neka je( X, d) metricki prostor. Kolekcijar svih otvorenih podskupova
od X ima slijedete osobine.

1.9, XeT.

2.0, VeTondaUNV eT.

3. Viel)O; €T = Uies0; €T.

4. Ve,ye X, 2 #y)AU,VeT) e eUNyeVAUNV =g).

Familija T koja zadovoljava osobine 1., 2. i 3. naziva se topologijaXhaa ako
zadovoljava joS i osobinu 4., naziva se Hausdorffova togigana X .

Definicija 8..14. Za skupA, podskup metiikog prostord X, d), kazemo da je okolina
taCkex € X, ako postoji otvoren sku@, takav da je

recOCA.

Uobicajeno u gornjoj definiciji umjesto bilo kog otvorenog skupahtjevamo postoja-
nje neke kugle, tako da je
x € B(z,e) CA.

Tako na realnoj pravoj, za skup kazemo da je okolina &e x, ako postojic > 0,
takav da je
(x—e,x+e)CA.

43



Definicija 8..15. Neka je(X, d) metricki prostor. Tékux € A C X nazivamo izolo-
vanom t&kom skupad, ako postoji okolina téke = u kojoj osim t&kex nema drugih
taCaka iz skup&.

Definicija 8..16. Tackaz € A je taCka nagomilavanja skup4, ako se u svakoj okolini
taCke x nalazi bar jedna t&ka skupaA razlicita odx. Skup svih t@aka nagomilavanja
skupaA nazivamo izvodni skup i ozigavamo ga sa’.

Ako skup sadrzi sve svojetke nagomilavanja, on je onda zatvoren skup £&ako
skupuA "dodamo" sve njegove éke nagomilavanja, dobijamo novi skup koga nazi-
vamo adherencija ili zatvorenje skupa, a dzasamo ga sal. Pritome dakle vrijedi

A=AUA.

8.2. Konvergencija u metrickim prostorima
Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 8..17. Neka je(X, d) metricki prostor. Za niz(z,).eny C X kazemo da
konvergira kary € X, ako vrijedi

d(xn,x9) = 0, (n = 00).

éinjenicu da niz(z,, ).en konvergira ka téki xo uobicajeno zapisujemo sa, —
(n — o0) ili

lim x, = xg .

n—oo

Gore definisanu konvergenciju nazivakanvergencija po metrici

Teorem 8..18.U metrickom prostoru, konvergentan niz moze konvergseaatio jednoj
tacki.

Teorem 8..19. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Definicija 8..20. Neka je(X, d) metricki prostor. Za nix,, ),eny C X kazemo da je
Cauchyijev niz ako vrijedi

(Ve > 0)(Fng =no(e) e N)(Vn,m € N)(n,m > ng = d(xn,xm) <€) .
Drug&ije reCeno, niz je Cauchyjev ako vrijedi

lim d(zp,2m)=0.
n,1Mm—00

Teorem 8..21. Svaki Cauchyijev niz je ogranicen.
Teorem 8..22. Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.

Definicija 8..23. Za metrEki prostor u kome je svaki Cauchyjev niz konvergentan
kazemo da je kompletan ili potpun méki prostor.

Teorem 8..24. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako presjek proizvolj-
nog monotono opadajuteg niza zatvorenih kugli, €iji rijardetara tezi ka 0, sadrZi
tacno jednu tacku.
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8.3. Kompaktnost u metrickim prostorima

Kompaktnost u metrickim prostorima
Definicija 8..25. Neka je M podskup metdkog prostoraX. Za skupM kaZzemo da
je relativno kompaktan ako se iz svakog niz&fumoZe izdvoijiti konvergentan podniz,
tj.
(V(zn)nen € M)(F(zn, )ken C (Tn)neN) Tn, = To, (k— 00), 29 € X .
Ako je pritomezy € M, kaZzemo da jé/ kompaktan skup.
Teorem 8..26. Svaki kompaktan metricki prostor je i kompletan.
Teorem 8..27. Svaki kompaktan skup je zatvoren.
Teorem 8..28. Svaki relativho kompaktan skup je ogranicen.

Na osnovu Teorema 8..27 i Teorema 8..28, vidimo da u prgizooi metrtkom pros-

toru kompaktnost skupa imlicira njegovu ogrégmost i zatvorenost.

U opStem sldaju, ogranienost i zatvorenost skupa ne dovode do njegove kompaki-
nosti, ali u nekim specijalnim stiajevima do toga ipak dolazi.

Teorem 8..29.U svakom konacno dimenzionalnom metricCkom prostoredisijpko je
skup ograniten i zatvoren, onda je on kompaktan.

Definicija 8..30. Neka suM i N podskupovi metiikog prostoraX. Neka jes > 0
fiksiran realan broj. Za skupy kazemo da je-mreza skupa/ ako za svaka: € M,
postojiy € N, tako da jed(x,y) < e. Ako je N kompaktan skup, kazemo da jé
kompaktna-mreZa, a ako je kortan skup, kaZzemo da je katreac-mreza.

Lema 8..31. SkupN je e-mreza € > 0) skupaM ako i samo ako vrijedi
M C U B(z,e¢) .
zeN

Teorem 8..32. Potreban uslov za relativnu kompaktnost skugaC X jeste da za
svakoes > 0, postoji konacna-mreza skupa/. Ako je metriCki prostorX’ kompletan,
gornji uslov je i dovoljan.

Neprekidne funkcije u metrickim prostorima

Definicija 8..33. Neka su(X,dx) i (Y, dy) metricki prostori. Za preslikavanj¢ :
X — Y kazemo da je neprekidno utld xy € X ako

(Ve > 0)(35 =d(e) > 0)(Vz € X)(dx(zo,2) < § = dy(f(x0), f(z)) <e).
Preslikavanje je neprekidno o ako je neprekidno u svakojtki » € X.

Teorem 8..34.Neka su(X, dx) i (Y,dy) metricki prostoriif : X — Y. Sljedeta
tvrdjenja su ekvivalentna.

1. f je neprekidna nax.
2. (Vo € X)(Ve > 0)(36 > 0) f(B(x,9)) € B(f(x),e).
3. Zasvaki otvoreni skug C Y je f~1(V) otvoren skup W¥.

Teorem 8..35.Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je ogranic¢enatize svoju
najvecu i najmanju vrijednost.

Teorem 8..36. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je i uniformnoeldgna.
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9. Normirani prostori

9.1. Definicija i osobine
Normirani prostori

Definicija 9..1. Neka je X linearan vektorski prostor, na kome je definisana funkcija
[|-]]: X = R* U{0}, sa sljedéim osobinama

1. (Vz € X) |z|| > 0.
2. Akojellz|| = 0, ondajex = 0.

3. (VA e @)(Vz € X) || Az| = |Al||z]l-
4. (Vo,y € X) |lz +yll < [lz] + llyll.

Tada za funkcijul-|| kazemo da je norma n#, a zaX kazemo da je normiran linearan
vektorski prostor.

Lema 9..2. Neka jeX normiran linearan vektorski prostor. Tada za proizvoljng, €
X vrijedi
[zl =Nyl | < flz =yl -

Dokaz. Neka suz, y € X proizvoljni. 1z relacije trouglaimamo
zf] = lz =y +yll < lle =yl + vl ,

odnosno,
| =Myl < llz —yll - (15)

Prostom zamjenom ulogai y, dobijamo
lyl =Nzl < llz -yl
ili
—lz =yl <=l =yl - (16)
Iz (15) i (16) dobijamo traZzenu nejednakost. O
DefiniS§imo sada pontw norme, funkcijul : X x X — R U {0}, na sljedéi natin

d(z,y) =llz -yl , z,yc X .

Nije teSko provjeriti da ovako definisana funkcija zadosad sve uslove Definicije
8..1, pa je na ovaj ri@n uvedena metrika n&, za koju kazemo da je inducirana nor-
mom u datom prostoru.

Samim tim imamo da je svaki normiran linearan vektorski foosjedno i metitki
prostor, te sve Sto je ¢eno za metiike prostore vrijedi i za normirane prostore.

46



9.2. Euklidovi prostori

Euklidovi prostori
Ranije smo definisali pojam uredjenetorke. Descartesov proizvod skupa¥a (i =
1,2, ...,n) smo obiljeZzavali sa

X1 X XQ X .o X Xn = {(1'171'2, ,In> DX € XZ', 1= 1,2, ,TL} .
Specijalno, ako uzmemo daj§ =R (i = 1,2, ..., n), koristimo kr&u oznaku
R" = {(z1, 22, ...,zn): ; R i=1,2,...,n}.

Za dvije t&ke X,Y € R™ kazemo da su jednake ako su im jednake odgovéeaju
koordinate i piSemd{ = Y. U suprotnom su t&ke razlCite, X # Y. Neka su n&®"
definisane sljed® funkcije: zaX (x1, o, ..., x,) i Y(y1,¥y2, ..., yn) iz R™

1
n 2
2 . —
d2(X,Y) = <;(Ii — Yi) ) P deo(X,Y) = Jax |z — il -
Obje funkcije zadovoljavaju osobine metrike, pa su one iketmaR"” i tada prostor
R™ sa jednom od tih metrika nazivamoedimenzionalni euklidski prostor. Za = 1
imamo 1-dimenzionalni euklidski prostor (realna prava)amle rastojanje izmedju
dvije tatke mjerimo sa
d(z,y) = |z -y
Zan = 2 imamo 2-dimenzionalni euklidski prostor koga geometiijakerpretiramo
kao realnu ravan, u kome rastojanjéuaamo sa npr.

2

da(X,Y) = (Z(% - yi)2> = V(@1 —y1)? + (w2 — y2)2 .

=1

Zan = 3 imamo 3-dimenzionalni euklidski prostor koga geometiijsterpretiramo

Y (y1,92)

]

X(J)l,JTQ)

)\

L

kao uobtajeni realni prostor gdje rastojanje mjerimo metrikdm Pri tome je za
X(xl, Y1, Zl) i Y(a;‘g, Y2, Zg) iz Rd,

AX,Y)=/(x1 —22)> + (y1 — y2)* + (21 — 22)2 .

Definicija 9..3. Uredjenan-torka realnih brojevar, zs, ..., x,, naziva se tékom n-
dimenzionalnog realnog prostora i ota@amo je s&X = X (x1, z2,...,x,). Realne
brojevery, xs, ..., x, Nazivamo koordinatamadke X .

Za realan nia, )nen, Poznat nam je Cauchyjev kriterij konvergencije, tj. dat je
konvergentan ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N)(Vp € N)(n > np = |an4p — an| <¢).

U kontekstu Definicije 8..20, to ziGade je dati niz Cauchyjev, a ovo opet Znda je
R kompletan metiiki prostor. Sta vise, vrijedi
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Teorem 9..4. Svaki kona¢nodimenzionalan normiran prostor je kompleta

Defini§imo naR™ (n € N) funkciju || - ||, kojate svakom elementu i&™ pridruZiti
nenegativan broj, na sljedienatin

n 3
||X||¢x%+w%+---+xi<2x?> , X (21,22, ) ER" . (17)
=1

Nije teSko provijeriti da ovako uvedena funkcija zadovdjave osobine iz Definicije
9..1, pa ona predstavlja normu na linearnom vektorskomt@no®™. Jasno, normu
nalR™ smo mogli uvesti i na neki drugi G, a zaSto smo bas ovako, odgovor leZi u
slied€eem. Pomou norme sada moZzemo definisati rastojanjékfiaa ono je za ovu
normu dato sa

1
n 2
d(X7 Y) = ||X - Y|| = (Z(mt - yz)2> ’
=1

gdje suX (z1,xa, ..., x,) | Y(y1,¥2, ..., yn) iz R™. UoCimo da je indukovana metrika
normom (17), upravo euklidska metrika.
Nije teSko primjetiti da norma tke u prostoruR™, nije niSta drugo do udaljenost te
tacke od koordinatnog gietka, odnosno to je intenzitet radijus vektora tikéa

9.3. Specijalni skupovi u Euklidskim prostorima

Specijalni skupovi u Euklidskim prostorima

U Euklidskim prostorima otvorena kugla je otvoren skup,@aena kugla je zatvoren
skup. Sta viSe, na osnovu Teorema 8..13, otvoreni skupovipsaizvoljnie unije
otvorenih kugli i kon&ni presjeci otvorenih kugli. Tako su na realnoj prevojemmali
(a,b) (a,b € R, a < b) otvoreni skupovi, a pokazuje se da je skup otvoren ako i samo
ako se moZe prikazati kao unija intervala.

Zbog svega navedenog, od interesa je opisati neke speciklipove, a to su otvorene

i zatvorene kugle. Definicijom 8..9 smo uveli pojmove otvaeé zatvorene kugle kao

i sfere, u bilo kom mettikom prostoru. U jednodimenzionalnom euklidskom prostoru
otvorena kugla je simefttni interval

B(a,e)={r eRla—e<ax<a+e}.

Ako u prostoruR”™ (n > 1) izaberemo metrikuls, pojmovi kugle i sfere pokla-
paju se sa uobajenim shvatanjem tih pojmova. Ako izaberemo metriky, onda
ulogu kugle i sfere imaju, u obhom govoru koriSteni termini za kvadrat i kocku.

Yy+oe - y+9
Yy ———/ Yy
e — — 1 _

Y 0 $ 1 $ Y 0

r—§ T x+6
Kugla uR? sa metrikomi,,, Kugla uR? sa metrikomiy
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metrickom prostortR? sa metrikomd,, kugle su predstavljene kruznicama, a to@na
dace otvorena kugla sa centrom @ka(p, ¢) € R? i polupre&nikomr > 0 biti skup

B((p,q);r) = {(z,9) eR*| (x = p)* + (y —@)* <1},

a ista takva ali zatvoren kugla lae

E((p,q).r) ={(z,y) €R*| (@ —p)* + (y—q)* <7} .

Sa metrikomd,.,, kugle su kvadrati sa stranicama paralelnim koordinatréamma, pa
ce otvorena kugla centfa, b) € R?, polupre&nikar > 0, biti skup

B((a,b),r) = {(x,y) € R?|[x —a| <rJy—b| <7} ,
a zatvorena kuglu je
K((a.b),r) = {(z,y) €R?| [z —a| <7ly—b| <7} .

Pod okolinom téke X € R™ podrazumijevamo proizvoljnu otvorenu kugluR¥ sa
centrom u taki X. Sa metrikond,, za okolinu kazemo da je sferna, a sa metrikom
dso, za okolinu kazemo da je kubna okolina.

Sada kada znamo Sta su kugle u prosiRfy mozZemo precizirati i zrigenje ograni-
¢enog skupa, na osnovu Leme 8..10 . Dakle, skug R™ je ogran€en, ako postoji
r > 0, takav da jeD kompletno sadrzan u otvorenoj kudl(O, r), D C B(O,r). (O
je teCka koordinatnog ptetka)

10. Pojam funkcije viSe promjenljivih
Neka suSx C R™i Sy C R™ proizvoljni skupovi.

Definicija 10..1. Ako jednoj t&€ki X € Sx po nekom zakonu ili pravily dodijelju-
jemota&no jednutékuY € Sy, kazemo da je sfdefinisano preslikavanje ili funkcija
saSx uSy.

Definicija 10..2. Pod realnom funkcijom promjenljivih podrazumijevamo svako pres-
likavanjef : Sx — R, gdje jeSx C R™. Pritome za proizvolin (x1, xa, ..., ) €
Sx pisemo

f(l‘l;mQ; ---;mn) =Y ili f(X) =Y.

Kako uredjenan-torka ozn&ava t&ku un-dimenzionalnom euklidskom prostoru, to
cemocesto funkcijuf zvati funkcija take.

SkupSx nazivamo domenom funkcijg, a realne brojeve;, x», ..., x,, hazivamo ne-
zavisne varijable, argumenti ili promjenljive funkcife

Primjer. f(z,y) = V1—22—92%; f : Sx — R, z i y su varijable, a domen je
Sx = {(z,y) e R? : 2% +y* < 1}.

Ovdjetemo izi£avati funkcijef : R" — R, tj. funkcije koje kao ulaz imaju vektor, a
kao izlaz daju skalar.

Funkcija koja svakoj t&ki trodimenzionalnog prostora dodjeljuje temperaturwj t
tacki, primjer je takve funkcije, ili funkcija koja prikazujbruto nacionalni dohodak
neke drzave. U prvom shaju, domen funkcije je trodimenzionalan, dok je u dru-
gom sli&aju on viSedimenzionalana (npr. hiljadu). Bez obzirat&mo mi govoriti 0
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proizvoljnomn-dimenzionalnom prostoru, nasi primj&e nageZe biti u dvije ili tri
dimenzije.

U grafickom predstavljanju funkcija viSe varijabli, u@ajena su dva &@na, pomaéu
nivo linija i pomatu grafa.

Definicija 10..3. Za datu funkcijuf : R™ — R i realan broje, skup
L= {(1'1,35‘2, 73:71) € Rn| f(xlvx% 73:71) = C}

nazivamo nivo skup funkcij¢ za nivoc. Zan = 2, L nazivamo nivo kriva funkcijef,
a zan = 3, kazemo da jd. nivo povrs funkcijef. Crtanje koje prikazuje nivo skupove
za razltite nivoe nazivamo konturno crtanje funkcije.

Naprimjer, kod funkcije dvije promjenljive = f(z,y), drZei z fiksnim, tj. stavljajui
f(z,y) = ¢, vrSimo presjecanje povr§iz, y) saravniz = c¢. Presjé&nu liniju te ravni
i povrsi, projektujemo wOy ravan ili gledamo iz téke naz-osi. Radéi taj postupak
za razne, dobijamo konturnu sliku grafa.

Primjer. Nekajef : R? — R, zadata sg(z,y) = 4 — 222 — y?. Za zadata € R,
skup t&aka koje zadovoljavaju jednakost— 222 — y? = c predstavlja nivo skup
funkcije f. Jasno, ako je > 4, taj skup je prazan; za = 4 on se sastoji samo od
jedne t&ke, (0,0); zac < 4 taj skup je elipsa sa centrom u koordinatnondetiu, tj.
za svaka: < 4 nivo Iinijaje,yelipsa, za nekoliko raditih nivoa.

77—\
7\
777///////@&\\\\\\\\\\\\\
iz

N
(S
L }
ANNNSE1

=

Slika 7: (lijevo) Slika ??, pogled sa:-ose, (desno) nivo linije funkcijg (o, y) = 4 — 222 — y

Primjer. Nekajef : R? — R, zadata sa
sin \/x2 2

+ y?

+
<

flz,y) =

ﬁ

Za proizvoljnu t&ku (z, ) na centralnoj kruznici polupaikar > 0 (22 + y2 = r?),
funkcija f(x, y) ima konstantnu vrijednost

sinr
b

r

pa e nivo linije ove funkcije, biti koncentthi krugovi sa centrom u koordinatnom
pocetku.
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Slika 8: Nivo linije funkcije f (x, y) — e
Ty

Primjer nivo linija imamo u kartografiji. Naime, kada na kakoja je dvodimenzi-
onalni prikaz terena, Zelimo prikazati planinu, onda tcempi€inimo prikazom punom
linjjom onih taCaka te planine koje su na istoj nadmorskoj visini. Takodjamo izo-
bare (podrgja sa istim pritiskom), izoterme (podija sa istom temperaturom)

Primjer. Posmatrajmo funkcijyf : R? — R, zadatu sg (x,y, 2) = 2 + 2y? + 322.
Jedna nivo povrs ove funkcije zadata je jetinam

2?24+ 22 +322=1,
Sto predstavlja jedrtanu elipsoida. Primjetimo da ako u gornjoj jedna fiksiramo
z = 20, dobijamo jednéinu

2 +2y* =1 - 327,
a to su elipse wy-ravni, Sto opravdavéinjenicu da su nivo povrsi funkcijg elipsoidi
(slitno smo mogli fiksirati i varijable: i y i dobiti da su projekcije wz-ravan i u
xz-ravan takodje elipse).

Slika 9: Nivo povrsi funkcijef (x, y, 2) = 22 + 2y* + 322 (elipsoidi)
Kod proltavanja funkcije jedne promjenljivg,= f(x), svakom smo par(z, y) pri-

druzivali jednu téku M (z, y) u realnoj ravni. Skup svih takvihtakal/, predstavljao
je grafik funkcijef i on je bio izrazen kao kriva linija u ravni.
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U slucaju kada posmatramo funkciju dvije promjenljive= f(z,y), grafik funkcijete
biti izrazen t&kamal/ (x, y, z), dakle u 3-dimenzionalnom prostoru. Pri tome vrijedi

1° Svaka té&ka grafika,M (x,y, ), ima apscisu (pa:-osi ) i ordinatu (poy-osi)
koje predstavljaju koordinate neke&te X (z, y) iz domena funkcije, i aplikatu
(po z-o0si) koja je jednaka vrijednosti funkcije udid X (x, y).

2° Svakat@kaM (z,y, z) prostora za koju &ka X (z, y) pripada domenu funkcije,
a aplikataz je jednalkg vrijednosti funkcije u &&i X, pripada grafiku funkcije

D, njen grafikpredstavlja povrs u prostdRi, Cija je projekcija nary-ravan upravo

X

oblastD.

Definicija 10..4. Posmatrajmo proizvoljnu funkcijyi : R™ — R. Skup

G ={(x1,22, s Tny Tnt1)| Trgp1 = (21,22, .0y n)}
nazivamo graf funkcijef .

Primjetimo da je grafy funkcije f : R® — R u prostoruR™*+!, pa kao posljedicu toga
imamo da smo u mogmosti geometrijski predstavljati samo &hjeve kada jer = 1

i tada imamo krivu koja predstavlja funkciju jedne varijabi kada jen = 2 u kom
slucaju je graf povrs u trodimenzionalnom prostoru.

Sta bi bila geometrijska interpretacija grafika funkcije @3e promjenljivih za sada
nam je nemogte re€i, s obzirom da nemamo &im da prikazemo uredjerietvorke,
petorke itd.

Primjer. Graf funkcije f(z,y) = 222 + 3%, f : R? — R, prestavlja skup uredjenih
trojki (z,y, 2) € R3, koje zadovoljavaju jednakost

2z =2z +y>.
Da bi smo predstavili graf ove funkcijeR?, koristimo ideju da predstavljamo dijelove
tog grafa koji leze iznad mreZe linija paralelnih osamagydravni. Npr., za jedno
fiksiranox = xq, skup t&€aka koje zadovoljavaju jedbiau

z =22+,
predstavlja parabolu koja leZi iznad linije= x( u zy-ravni.

Na isti n&in, ako fiksiramoy = o, skup t&€aka koje zadovoljavaju jedb@u z =
222 + y2, je parabola koja leZi iznad linijg = yo. Ako istovremeno nacrtamo vise tih
parabola za razne = z( i y = yo, dobijamo mreZnu predstavu te povrsi (grafa) i u
ovom sli€aju ta povrs je paraboloid.
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T Y
Slika 10: Paraboloid; Graf funkcije = 2x2 + y?

Primjer. Mada se za grafove mnogih funkcija mozemo posluZiti idejorazme, izlo-
Zenom u gornjem primjeru, za &@u funkcija dobra slika njihovih grafova zahtjeva
upotrebu réunarske grafike ili eventualno mnogo umjét vjestine. Tako naprimijer,
za predstavljanje grafa funkcije

sin /22 + 2

mozemo se posluziti konturnim crtanjem i zakijiida graf funkcije osciluje ukoliko
se pomjeramo od koordinatnoggtka, t&nije, da nivo krugovi iz konturnog crtanja

flz,y) =

rastu i opadaju sa oscilacijow, gdje jer = /22 + y2.

'
Ekvivalentno, dijelovi grafa funkcijg iznad proizvoljne linije ury-ravni koja prolazi
kroz koordinatni p8etak, predstavljeni su funkcijom

sinr

r
Ovo zaista jeste dobra ideja za predstavljanje grafa fymkgiali iskreno govoréi
mnogi ne bi bili u stanju produkovati sliku tog grafa. Pritipeo takodje da naSa
funkcija nije definisana u &i (0, 0) ali da ona teZi ka vrijednosti 1, kad&ta (z, y)
tezi ka(0, 0), Sto je opravdandinjenicom

sinr

lim =1.

r—=0 7r

Ovdje treba otkloniti i nedoumicu oko funkcija oblika= sin = (Slika 12 lijevo) iliz =
y? (Slika 12 desno). Naime, u oba 8hja podrazumijevamo da je= z(z, y) pa gra-
fici predstavljaju povrsSi u prostoru, a nepojavljivanje a@kl varijabli znéi njenu pro-

53



R B
R ’.’....:.:,.:..z'zz.:z" :
s

®

202

X
R
N \§\\\§\:‘\\‘\," v
R
R
R

-
R
SRS, X
R
IR
SRR

sin \/x2+y

Wxe
A
i

)

_—

_——

s

=

V247

IIIIIII
IIIIIIIIII
IIIIIIIIIIIIII
Iﬂﬂl%%w

2
si desno)y: =y
Slika 12: (lijevo) z = sinz, (de

54



11. GraniCna vrijednost funkcije vise promjenljivih i
neprekidnost

11.1. Pojam grantne vrijednosti
Neka je data funkcija promjenljivih,
Yy = f(xla z2, 73:71)

i neka jeA(ay, az, ...,a,) € R™ taCka domena funkcij¢’. Dalje, sal4 ozn&imo
proizvoljnu okolinu t&ke A i neka jeL € R i UL, okolina t&ke L.

Definicija 11..1. Funkcijan nezavisnih projenljivihf (z1, 2, ...,x,) = f(X),imau
taCki A granitnu vrijednost jednakil, ako vrijedi

1° TatkaA je tatka nagomilavanja domena funkcife

2° za proizvoljnu okolinuU;,, postoji okolinall 4, tako da se vrijednost funkcije
f(X) nalazi u okoliniU;, za svaku téku X # A koja se nalazi W 4.

Cinjenicu da funkcijaf ima u t&ki A grannu vrijednost jednaki, simboliki zapi-
sujemo sa

lim f(X)= lim = lim flxy,29,...yxy) = L.

X—=A (1,0 xn)—=(a1,..,an)  T101,..,Tn—0n

Napomenimo da samadika A ne mora pripadati domenu funkcije  Ako se za
okolineU4 i Uy, koriste sferne okoline, onda gornju definiciju moZzemo isitaz

Definicija 11..2. Funkcijaf u tatki A ima gran€nu vrijednost jednaki ako vrijedi,
1° taCka A je taCka nagomilavanja domena funkcife

2° za proizvoljnos > 0, postojid = () > 0, takav da za sv& # A za koje je

0<d(X,A)<§ < <Z(mi—ai)2> <4,

i=1
vrijedi
[f(X)—L|<e.
Ukoliko koristimo kubne okoline Definicija 11..1 ima oblik
Definicija 11..3. Funkcijaf u tatki A ima gran€nu vrijednost jednaki ako vrijedi,
1° taCka A je taCka nagomilavanja domena funkcife
2° za proizvoljnos > 0, postojid = () > 0, takav da za sv& # A za koje je
0<|z;—ai|<d,1=1,2,....n,
vrijedi

If(X) = L] <e.

55



Posmatrajmo neke stajeve grarinog procesa za funkciju dvije promjenljive. Na
primjer, sltaj
lim  f(z,y)= lim f(z,y)=L,

(@:9)=(a.b) oo

tumatimo na sljedéi nain:
Ako fiksiramoe > 0, onda postojd = §(¢) > 0 tako da vaZi

|f($,y)*L|<5,

kad god sw i y takvidavaziz —a| < §ily—b| < § (ili /(z —a)? + (y — b)2 < 9).

b+d¢ ——
Pritome je okolina téke A(a, b), u zavisnosti od metrike data na slici /
b - —_ —
Grankni proces b—oy -, : s
LLHEOO f(z,y) =L, a—9d a a+9d
y — b

tumatimo na sljedéi natin: Za proizvoljnos > 0, postojed = d(g) > 01 M(g) > 0
takvi da vazi f(x,y) — L| < e, kad god su i y takvi da jex > M i |y — b| < 4. Pri
tome je okolina téke A beskondni pravougaoni pojas prikazan na slici

b+45¢ —
b %9
b—35¢ —
*
M

Teorem 11..4.Neka suf, g : R* — R i neka postoje

Jim f(X)=F i lim g(X)=G.

Tada postoje i granicne vrijednosti funkcifd X ) + g(X), f(X)-g(X), % (9(X) #
0)i kf(X) (k € R) i pri tome vrijedi

Jim (F(X) £9(X) =F G,

X)) _F
XA M G’
lim kf(X) = kF
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Teorem 11..5.Neka jef : R™ — R i neka postoji

ym, 1) =

Tada za proizvoljan nizX,, ),en, takav daX,, — A (n — o0), vrijedi

lim f(X,)=F.

n—oo
Rezultat gornje teoreme koristimo sada u kompoziciji fujakc

Teorem 11..6.Neka jef : R™ — Ri h : R — R. Ako postoji granitna vrijednost

ym, 1) =

i ako je h neprekidna funkcija, tada vrijedi

lim B(f(X)) = h(F).

Primjer. Nekajef : R™ — R zadata sa
f(xlax% 7xn) = Tk, ke {172a an} .

Ukoliko sada posmatramo grd&ni proces kadaX — A, tj. X(x1,z2,...,2,) —
A(ay,as, ..., a,), Sto u stvari zné da za proizvoljina = 1,2, ..., n vrijedi

T; — Qi ,
tada imamo

lim f(x1,x2,...0,) = lim T = a -
A, f@s, @) (@1, sn) (a1, s0n)

Specijalno, ako posmatramo funkcifyz, y) = =, onda imamo

lim T,Y) = lim x=a.
(r,y)%(aﬁb)f( ) (z,y)—(a,b)

Primjer. Neka je saddf : R® — R, zadata s&(z,y, z) = zyz. Koristeti Teorem
11..4 i gornji primjer, imamo

lim T, Y, 2) = lim TYZ
(xyyyz)ﬁ(a,b,C)f( %) (z,y,2)—=(a;b,c) Y
= ( lim ac) ( lim y) ( lim z)
(z,y,2)—=(a;b,c) (z,y,2)—=(a;b,c) (z,y,2)=(a;b,c)
= abc.

Dakle, ako imamo da jel(1, 2, 1), tada je

lim zyz=1-2-1=2.
(z,y,2)—=(1,2,1)
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Primjer. Kombinujwti prethodno, sada éanamo

lim (2 +¢y?* -3y +22)=( lim = lim )+
(z,9)—(-1,2) (z,9)=(-1,2) ~ (z,y)—(-1,2)

y)—
)

lim lim
(z,y)—(-1,2) y>((w7y)—>(—1,2)

3 lim T lim
((r,y)%(*lﬂ) )((Iyy)ﬁ(*lﬂ)y

lim )
(z,y)—(-1,2)

= (~1)(-1)+2-2-3(-1)2+2(-1) = 9.

Sva tri gornja primjera predstavljaju primjere polinorhija funkcija viSe varijabli.
Generalno, funkcijy : R™ — R, oblika

kv k
flz1, 20, .y xpn) = cxyitas? - :CZ ,

gdje jec skalar, ak; (i = 1,2, ...,n) nenegativni cijeli brojevi, nazivammonomom
Funkciju koja predstavlja sumu monoma nazivamatinomijalna funkcija

Primjer. Koristeti Teorem 11..6 i gornje razmatranje za polinomijalne fujekda-
gano r&unamo i grariine procese sloZenijih funkcija.
Nekajef : R" — R, zadata sa

fla1, @2,y zy) = /22 + 23+ - 22 .

Kako je korjena funkcija neprekidna, sada imamo

lim f(xlvx%"'vxn) -
(z1,22,.-, Zp)—(a1,a2,...,ax,)

J lim (@} +a3+---a2)

(z1,22,..., zn)—(a1,az2,..., an)

=\/a?+ a2+ --a2.

lim @ =v?+32%y)  _ (lime,y)oa) (27 -y +32%y))
(z,y)—=(1,1)
= 3.

U oba primjera podrazumijevamo da j€ka A iz domena funkcijef.

Pored polinomijalnih¢esto su u upotrebi i funkcije oblika

9(X)
X)=2"o
gdje sug i h polinomijalne funkcije. Funkcijuf nazivamoracionalna funkcija |
ovdje, ukoliko je t&ka konvergencijel iz domena funkcije, gratni proces reunamo
jednostavno. Naime,
. _ limx 4 9(X)
)%E)nAf(X) o th—>A h(X) '
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2
. . 5
Primjer. Nekajef(z,y,z) = TY + oryz

202 + 322
2%y + bryz
li = li it At Al
(x,y,z)ir?l,fl,m f(l', Y Z> (x,y,z)in(lll,fl,m 21‘2 + 322
12(=1)+5-1-(=1)-2
B 2124322
_ 6__3
14T
Primjer.
. Ty . Ty
lim In| ——— = In lim _—
(zy)—(1,2)  \ 222 +y? (z,9)—(1,2) 222 + y?

2
In (6) =—In3.

Napomenimo jos jednom bitnost pretpostavke da je grani&ka u svim gornjim pri-
mjerima grangnih procesa, bila tka oblasti definisanosti posmatrane funkcije. Me-
djutim, u definiciji grantne vrijednosti funkcije viSe varijabli, zahtjevalimo srad..

da je A tatka nagomilavanja domena funkcije, Sto @nda grantne vrijednosti mo-
Zemo r&unatii u nekim "drugim" tekama. Tako naprimjer, za funkciju

xgy
fz,y) = W )
tatka A(0,0) nije iz domena, ali jeste &ka nagomilavanja domena funkcije. lako
je naSa funkcija racionalna, ne bismo mogli primjeniti jgpostupak izr&unavanja
limesa ove funkcije u &ki A jer bi to dovelo do neodredjenog oblil@ Ipak, ako
izaberemo téku X dovoljno blisku t&ki A, tj. neka je

0<d(X,A)=+22+y2<d=¢,

za proizvoljnce > 0, tadatemo imati

2y

2Pyl _ d(X, APd(X. A)
l‘2+y2

|f(xay)70| - - |x2+y2| — d(X,A)Q

=d(X,A) <¢.

Ovo na osnovu Definicije 11..2 zéiada vrijedi

lim z,y) =0.
(w7y)—>(070)f( )

11.2. Simultana i uzastopna grartna vrijednost

Prisjetimo se da smo za funkciju: R — R, postojanje gragne vrijednosti

lim f(a) =L,
opravdavali postojanjem i jednakaslijeve i desne graBne vrijednosti u téki q, tj.
uslovom
lim f(z)=L= lim f(x).

Tr—a— r—ra+
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Ukoliko jedna od ovih graminih vrijednosti u téki a« ne postoji, tada ne postoji ni
grantna vrijednost funkcije u toj &ki. Slicno razmisljanje mozemo primjeniti i za
funkciju viSe varijabli, ali razlika lezi (injenici Stoce sada postojati beskadire
mnogo krivih po kojima se tka X moze priblizavati nekaqj &ki A u prostoruR™,
za razliku od samo dvije mogunosti u prostoriR. Posmatfajmo sada funkciju dvije

T — a— at

Slika 13: Prilaz téki na pravoj (lijevo)i u ravni (desno)

promjenljive f (z,y). Grantnu vrijednostL, definisanu u Definiciji 11..1, nazivamo

simultana granicna vrijednodunkcije f(x,y). Pored ove, od interesa je posmatrati
joS dvije grantne vrijednosti, a to su

L12 = hm hn%)f(may) ) L21 = lim lim f(-]%y) ;

—ay— y—br—a

koje nazivamauzastopne granic¢ne vrijednogsiika 14). Veza simultane i uzastopnih

a<x

q fi
Q< fi

a«x

(a,b) (a,b)

Slika 14: Uzastopni limesi: (lijeval,; = lim lin%), (desno)Ls; = lim lim
T—ay—

y—br—a
grantnih vrijednosti data je sa

Teorem 11..7. Ako postoji simultana granicna vrijednost

L= lm f(z,y)

y—b
i ako za svakg postoji grani¢na vrijednost
lim f(z,y),
tada postoji i uzastopna granicna vrijednost
Ly = i{g}gr}lf(xay) )
i vrijedi
L=1Lo.
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Formulaciju gornje teoreme mozemo iskazati kofistgranicnu vrijednost 5. Pos-
liedice ove teoreme su:

1) Ako postoje simultana i uzastopne grame vrijednosti tada vrijedi

2) Akoje Lis # Lo1, onda simultana gratima vrijednost. ne postoji.

Primjer. Posmatrajmo funkcijy (z,y) = z ; I u tatki 0(0,0).
rTy
Lip=1lmlim > Y = lim £ =1.

z—=0y—=>0 2 + Yy z—0 T

Lot = lim lim =Y = lim —¥ = 1.
y—=0z—=02x + Yy y—=0 y

Lys # Loy pa dakleL ne postoji.

Primjer. f(z,y) = xcosy, x — 01y — +o00. Zbog ograntenosti funkcije kosinus
vrijedi

L= lim zcosy=0.
v heo
Loy = lim limxcosy=0.

y—+00 z—0
L12 ne postoji jer ne postoji gratma vrijednost funkcijeos y kaday — +oo.

Primjer. f(z,y) = 3@23375142 x—0iy—0.

. . Ty
Lis = lim lim ————
z—0y—0 12 + 12

=0= Lo .

Simultani limes ne postoji! Zaista, ako s€kaO(0, 0) priblizavamo po pravoy = y
(tj. ako posmatramo tke oblikaX (z, x), a to onda zn& da akoX — O, onda mora
x — 0), tada je

x? 1

L=lim — ==,

z—0 222 2
a ako se ka t&i O(0, 0) priblizavamo po pravaj = —y, tj. posmatramo t&ke oblika
X (z, —x), imamo

—z? 1

L=lim_—% ==
z—0 272 2

iz ¢ega je jasno da ne postoji.

11.3. Neprekidnost funkcija viSe promjenljivih
Neka je funkcijaf (z1, z2, ..., z,) definisana u okolini ke A(aq, as, ..., an).

Definicija 11..8. Funkcija t&ke f je neprekidna u t&ki A ako vrijedi

lim f(X) = f(A).

X—A
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Prema tome, da bi funkcija bila neprekidna u €&ki A treba biti zadovoljeno:
1. da postoji grariina vrijednost funkcije kada — A,
2. da funkcija bude definisana Wtta A,
3. da grantna vrijednost funkcije u t&ki A bude jednaka vrijednosti funkcije u
tacki A.
Definicija 11..9. Funkcija f je neprekidna u €ki A ako se za svake > 0 mozZe
odreditié = d(¢) > 0, tako da je za sv& takve da j&) < d(X, A) < § zadovoljeno

If(X) = fA)] <e.
Funkcija je neprekidna u obladfi ako je neprekidna u svakojdki te oblasti.

Naravno da gornju definiciju moZemo posmatrati bilo sa sferbilo sa kubnom oko-
linom taCke A.

Teorem 11..10.Neka jef : R™ — R polinomijalna funkcija. Tada za svakb € R™
vrijedi
lim £(X) = f(4),
tj. polinomijalna funkcija je neprekidna u svakoj tackic R™.
Teorem 11..11.Ako je racionalna funkcijg definisana u tackd, tada vrijedi
lim £(X) = f(4),
tj. racionalna funkcija je neprekidna u svakoj tacki svagmena.

Teorem 11..12.Neka su funkcije¢, g : R™ — R neprekidne u tatkid € R™. Tada su
u toj tacki neprekidne i funkcij¢é + g, f - g, 5 (9(A) £ 0)i kf (k proizvoljan skalar
iz R).

Teorem 11..13.Neka jef : R™ — R neprekidna funkcijautackd iakojeg : R — R
neprekidna funkcija, tada jed o f neprekidna funkcija u tackd.

Primjer. Kako je funkcijag(t) = sint¢ neprekidna za proizvoljno iz R i kako je

funkcija

[y, 2) = Va2 +y? + 22
neprekidna za svedae (z, y, z) € R?, onda je i funkcija

h(z,y,z) = sin(\/22 + y2 + 22)
neprekidna u svim t&kama izR3.
Primjer. Prema prethodnom primjeru (samo za funkciju dvije vargabiunkcija
h(z,y) = sin(v/ 22 + y?)
je neprekidna za sver, y) € R2. Takodje je neprekidna i funkcija
9(x,y) = Va* +y°

za sve(r, y) € R?. ZakljuGujemo onda da je i funkcija
sin(y/=2 + y?)

neprekidna u svakoj &i iz R?, razli¢itoj od taCke A(0, 0).

f(x,y) =
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Medjutim,

sin(y/x? + y?) . sin(d(X,A)) . sint

li = 1 v T ) lim— =1.
A, f@y) (2.9)(0.0) Va2 + g2 o0 d(X, A) 50 ¢

Dakle, prekid funkcije u t&ki A(0, 0) je otklonijiv, tj. ako definiSemo novu funkciju

F(m,y):{ Ve (z,y) # (0,0)
1 i (z,y) =(0,0)

onda je ona neprekidna u svinttama(z, y) € R2.

Definicija 11..14. Linija ili povrS koja predstavlja skup &ka prekida funkcijg na-
ziva se linijom ili povrSinom prekida funkcije.

Ako je funkcija f neprekidna u oblasi, ona je neprekidna po svakoj liniji i po svakoj
povrsi koja leZi u toj oblasti. Ako specijalno posmatramavg paralelne koordinatnim
0osama, to onda zBada je funkcija neprekidna po svakoj varijabli posebno didém
obrat ne vazi, tj. funkcija moZze biti neprekidna po svakajjebli posebno ali da ipak
ima prekide. Na primjer, funkcija

—
f(l',y> - l‘2+y2

je u t&ki O(0,0) neprekidna po svakoj varijabli, ali grama vrijednost (simultana) u
tacki O ne postoji, tj. funkcija ima prekid u &i O.

et +eY

Primjer. f(z,y) = T Linija prekida ove funkcije je kruznica? 4+ 4% = 1.

l‘2+y2_
1

Primjer- f(x,y,Z) = In (4 — 2 y2 — 22).

Povrs prekida funkcije je sfere? +

Y2+ 22 = 4.

Teorem 11..15.Svaka funkcija promjenljivih koja je neprekidna u zatvorenoj i ogra-
ni¢enoj oblasti je ogranitena u toj oblasti.

Teorem 11..16. Ako je f neprekidna u proizvoljnoj oblasti i ako z&; # X, iz te
oblasti vrijedi f(X1) # f(Xz2), tada za proizvoljna izmedjuf (X1) i f(X2), postoji
tackaX u toj oblasti takva da jef (X) = C.

12. Diferencijabilnost funkcije vise promjenljivih

Diferencijabilnost

U ovoj sekciji govorittemo o drugoj vaznoj osobini proizvoljnog preslikavanjali-o
ferencijabilnosti. Ovdj&emo pretpostavljati uvijek ako drugj@ nije naglaseno, da
svaka té&ka domena) ; posmatranog preslikavanja, pripada tom skupu zajedno-sa ne
kom svojom okolinom, tj. pretpostavljaemo da je sku@ ; otvoren.

U nekim razmatranjima bi€e neophodna i osobina povezanosti (koneksnosti) tog
skupa. Za takav skup (otvoren i povezargigemo da jeoblastu prostorur™.
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12.1. lzvod u pravcu

Izvod u pravcu
Zafunkcijug : R — R, izvod u t&ki 9 € D,, definisali smo sa

i geometrijski, predstavljao je nagib tangente (tj. ngjbbéihearnu aproksimaciju) na
krivu ¢ u taeki (zo, ¢(xo)) ili trenutnu mjeru promjene funkcijé(x) u odnosu na
varijabluz, kada jexr = x.
Kao uvod za nalaZenje ovakve "najbolje linearne aproksieiaza funkciju f : R™ —
R, pokuSattemo iskoristiti, tj. generalizovati (18) da bi realizaviaeju "nagiba” i
"mjere promjene" za ovakvo preslikavanje. Posmatrajmddiim f : R? — R,
definisanu sa

floy) =4 —22% -y

Ukoliko Zelimo da vizualiziramo kretanje po ovom grafu (p&iy, nagib puta po kome
se kr&emo ovisi od polazne tae ali i od pravca naSeg kretanja.
Na primjer, neka je startnadka (1, 1,1) na povrSi i neka je pravac kretanja odredjen
vektoromy’ = (—1,—1, 3). Ovo e uzrokovati kretanje direktno ka vrhu grafa i jasno
je da je "mjera promjene" radsta. Medjutim, ako se iz iste t&e kre&éemo u pravcu
vektora—v’, onda "silazimo niz graf", tj. "mjera promjene” je opadziu Obje ove
mogLEnosti naznéene su na slici crvenom bojom.
Ako iz iste ta&ke krenemo u pravcu vektora/ = (—1,2,0), vidimo da je putanja
kretanja po elipsi

220% + 9% =3,

tj. "obilazimo" oko grafa, pa je "nagib" bez promjene, a tinimjera promjene" je 0.
Ova mognost kretanja je na slici prikazana zelenom bojom. Dakbepgti 0 "na-
gibu" na graf funkcijef u tacki, zahtijeva specificirati pravac kretanja. Kretanju
na grafu iz t&ke (1,1, 1), u pravcu vektora’, odgovara kretanje u domenu funkcije,
iz taCke ¢ u pravcu vektoray = (—1,—1). Analogno kretanju u pravcu vektorel,
odgovara kretanje iz u pravcuw = (—1,2).

Dakle, ukoliko se kréemo iz t&kec = (1, 1) u pravcu vektora

U 1
i=—=—-——7(1,1),

1wl V2

tada izraz .
fe+ hii) — f(c)
h )

za proizvoljnoh > 0, €e predstavljati aproksimaciju nagiba na graf funkgije taCki
¢ U pravcud.

Kao §to smo to radili sa funkcijama jedne varijable, pustegada da teZi ka 0, dobili
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Slika 15: Izvod u pravcu

bi smo egzaktan nagib na graf, &kac, u pravcui.

flerni) =) = £(1- 1= 20) - s
e ) ()
= 3—3(1—\/§h+h;)
= 3f—37m=h(3f—?;—h).
Odavdje je sada

fimg £+ 70) —~ f(0) m<3\/§—%>=3\/§.

=1
h—0 h h—0

Dakle, nas graf ima nagib at/2 ukoliko startujemo iz téke (1, 1), u pravcu vektora
. Sli¢nim ratunom bi dobili da je u praveu i nagib—3+/2, odnosno u pravcu vektora

IgH = \%(—1,2) nagib je 0.

Definicija 12..1. Neka je funkcijaf : R™ — R definisana u nekoj otvorenoj kugli oko
taCkec. Za dati vektori, izraz

f(C + hu) - f(C) , (19)
h

ukoliko limes postoji, nazivamo izvod u pravcu, funkcjjeu pravcu vektoral, u tecki

C.

Dusle) = Jn
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Primjer. Prema gornjem razmatranju, za funkcfj(r, y) = 4 — 222 — 4% je

Duf(1,1) =3V2, D_,f(1,1) = =3v2, Dy f(1,1)=0.

13. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Kao Sto smo vidjeli iz gornjeg, za funkciju viSe varijablimeZzemo jednostavno go-
voriti o izvodu te funkcije, tj. moZemo govoriti o izvodu glri tome moramo znati
pravac kretanja, i tada ustvari govorimo o izvodu u pravcu.

Pravac u kome nalazimo izvod funkcije viSe varijabli moZe fiyioizvoljan, ali pravci
odredjeni baznim vektorima prostora domena su od poselimegt. Neka sud;, es, ..., e,
standardni vektori baze prostdR#, tj.

e1 = (1,0,0,...,0) , e = (0,1,0,...,0) --- e, = (0,0,0,...,1) .
Posmatrajmo funkcijyf : R — R
f(X> = f(xlvx% axn> ’

koja je definisana u nekoj okolidi 4 tacke A(aq,as, ...,a,) € R™. Razmotrimo za
trenutak funkcijug : R — R, uvedenu na slie@enacin

g(t) = f(t,xg,l‘g, ...,l‘n) )

tj. definiSemo je preko funkcijé, tako Sto péev od druge, sve varijable drzimo fiksnim
(ne mjenjamo ih), a samo prvu shvatimo kao varijablu.
Dakle, tada jg funkcija jedne varijable pa na nju mozemo primjeniti jedosti(18),

gz +h) —g(x)

Ali tada imamo

/ _ .
e
— lim [y +h,xo, .., 2n) — f(21,22,..., 2p)
h—0 h
- 1 f((l'l,zQ,...,CCn)‘i’(h,O,...,O))*f(l'l,l'g,...,l'n)
= lim
h—0 h
- lim (X + hey) — f(X)
h—0 h
= De1f(X>

Vidimo da je izvod funkcijgy u taCki z; ustvari izvod u pravcu funkcijé u tacki X, u
pravcu vektora;. Na isti n&in smo mogli fiksiratik-tu promjenljivu ¢ = 1,2, ..., n)
funkcije f i zakljuciti da bi vrijedilo

9'(xx) = De, f(X) -

Definicija 13..1. Neka je funkcijaf : R™ — R definisana u nekoj okolini &ke A i
nekajeey (k € {1,2,...,n}) k-ti vektor standardne bazeRi*. Ukoliko postoji, izvod
u praveuD,, f(A), nazivamo parcijalni izvod funkcij¢ po promjenljivojxy, u tecki
A.
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Naravno da smo pojam parcijalnog izvoda mogli uvesti i na gonfmrmalniji n&in,
uvodeti pojmove prirastaja.

Definicija 13..2. Neka je X (z1, 2, ..., z,,) proizvoljna t&ka iz okolineU, tacke
A(ay,az, ...,a,). Razliku

Arp =z —ar ; k=1,2..,n
nazivamo priraStajem varijabtg,, a razliku

Dp f(X) = for, ooy + Dy ooy ) — f(T1, 0 Tn)

nazivamo parcijalnim priraStajem funkcijepo promjenljivojzy, u teCki X. Na isti
n&tin definiSemo parcijalni prirastaj funkcije u proizvoljriacki A(aq, ..., a,):

DNg fA) = flag, ooy ar + Dxgy ooy an) — fag, ..., an).

Primjetujemo da parcijalni prirastaj funkcijepromjenljivih dobijamo tako Sto vr§imo
promjenu samo jedne varijable dok ostale drzimo fiksnim.

Definicija 13..3. Grantna vrijednost

By [(A)

lim =%Y7 — lim f(alv"'vxk;-";an)7f(a1,...,an)
Axp—0 Aazk Tp—rag TE — Qg

)

naziva se parcijalnim izvodom funkcijgpo promjenljivojz;, u tacki A.
Na analogan riEn definiSemo parcijalni izvod u proizvoljnojdki

Da, f(X)

lim 2zl W) flxr, o xp + Axiy ooy ) — f(X1, 0oy )
A:Ck—>0 A':Ck Axk_>0 Alﬂk .

U razliCitim knjigama matematke analize nalazimo razne oznake za parcijalne iz-
vode, kao npr.
of

oy,

Mi temo najeXe Koristiti oznaku%, zato primjetimo da ovdje nismo koristili 0z-
natavanje koje smo imali kod funkcije jedne promjenljive, djznaku%. Tehnika
odredjivanja parcijalnog izvoda se nigéemu ne razlikuje od tehnike iZtanavanja
izvoda funkcije jedne promjenljive.

Pri nalaZzenju parcijalnog izvoda po promjenljiwgj, sve ostale promjenljive shvatamo
kao konstante, a nalazimo izvod pg, koristeti pravila i tablicu izvoda funkcija jedne
promjenljive.

isl .

fon s Jows

Primjer. Za funkcijuf : R? — R, zadatu sg (z,y) = xy, parcijalni izvodi su

of . flet+Ary) - flry) . (e An)y—ay
s @Y = dm, Ax = R v
of o fley+Ay) — flry) o zy+Ay) —wy
dy (z,9) = Algljrgo Ay N AlglJIEO Ay -7
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Primjer. f(z,y) = sin(zy — y).

of _ .
5 Y) = 5 sin(zy y)
= cos(ay —y) - (ay
= COS x E -
= Y- y o y
= ycos(ry —y) .
of
“ -9
9y (z,y)
Primjer. Posmatrajmo funkcijyf : R? — R, f(x,y,2) = In(x + y2).
of 9 B ) 1
af 0 1 0 z
a—y(m,y,z) = a—yln(m—i—yz) = m+yz8_y(x+yz) = ot
af 0 B 0 oy
az(:c,y,z) - 0z In(z +y2) = :U—i—yzaz(Zerz) Crtyz
Parcijalni izvodi u konkretnoj &ki, npr. A(1, 1, 2) bili bi
af 1 9f 2 f 1
1,1,2 1 1,1,2
=z, Fay -2 Fa)-

Primjer. f(z,y) = -

of _ymr—rgy _y-0_ 1

Ox y? Yy
af_ya%x—m%y_()—x_ T
oy y? oy oy

Kod funkcije jedne varijabley = f(z), ako jex = ¢(t), imali smo pravilo izvoda
slozene funkcijegfravilo kompozicijgy = f(g(t)), koje glasi

dy dy dx
dt — dxdt

Pravilo kompozicije moramo takodje imati i kod funkcija®@igarijabli. Pokazatemo
to pravilo za funkciju dvije varijable, a ono se lako prenogifunkcije san varijabli.
Neka jez = f(x,y) i neka su iz i y funkcije nekog parametrg tj. © = =(t) i
y = y(t). Tada je funkcijz = f(z(t), y(t)), ustvari funkcija jedne varijablei pri
tome imamo:

Ako su funkcijex(t) i y(t) diferencijabilne ut i ako je funkcijaf diferencijabilna u
taCki (z(t), y(t)), tada vrijedi
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dz 8zd_x %@

dt — Oz dt ' dydt”

Primjer. Neka jef(x,y) = sinx + cos(zy) i neka sur = t? i y = 3. Tada prema
pravilu kompozicije imamo
dar_ ofdr  9fdy
dt — Oxdt  Oydt
= (cosx — sin(zy)y)2t + (— sin(zy)z)3t?
= (cost? —t*sint®)2t — 3t*sint® .
Ukoliko suz i y zavisne od dvije varijable, tix = x(t, s) i y = y(t, s), tada pravilo
kompozicije glasi: Ako funkcijer i y imaju parcijalne izvode prvog reda LEta (¢, s)
i ako je funkcijaz = f(x,y) diferencijabilna u téki (x(¢, s),y(t,s)), tada vrijedi

0z _0:0r 020y
ot Oz ot Oy ot

0: 00 0:0
ds  Oxds Oyods

13.1. Gradijent
Gradijent

Definicija 13..4. Neka je funkcijaf : R® — R definisana u okolini/ 4 tatke A i neka
postoje% (A) zasvek = 1,2, ..., n. Vektor

Vi(A) = (g—x{w, 2L () g—im)) ,

nazivamo gradijent funkcij¢ u tacki A.

Primjer. Na osnovu Primjera 332, gradijent funkcjjéz, y) = xy je

Viz,y) = (y,2),
odnosno u konkretnoj &i je, npr.V f(—2,7) = (7, —2).
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Primjer. Iz Primjera 334 imamo

121
1,1,2)=(=,2,2) .
vf( Y ) ) <3’3’3)
Primjer. Za funkcijuf(z,y) = 4 — 22% — y* imamo

of _ 4, Of _
aJc(ﬂc,y)— 4x,ay(x,y)— 2y,

pa je gradijent dat sa
Konkretno u téki O(0,0) je V f(0,0) = (0,0) .

Korisno je primjetiti jednu stvar, a to je da za funkcifu: R — R, njen gradijent
je funkcijaVf : R® — R™, tj. gradijent je funkcijaCiji je ulaz n-dimenzionalha
veli€ina (vektor), a izlazna je takodje-dimenzionalni vektor. Ovakve funkcije uobi-
Cajeno nazivamuektorsko poljea saimetemo se susresti u narednim mategiain
izucavanjima.

Nije teSko pokazati da za gradijent vrijede sljéderavila:

1. V(kf) =kVf, (k = const.).
2. V(f+g)=Vf+Vq.
3. V(fg9) =gVf+[fVg.

4.V <i) _ VI IV
g g
13.2. Diferencijabilnost funkcija viSe promjenljivih

Diferencijabilnost funkcija viSe promjenljivih

Neka jef : R™ — R definisana u nekoj okolini/4 tatke A(aq,as, ...,a,). Samo
postojanje parcijalnih izvoda ne obezbjedjuje neke bis@bine posmatrane funkcije,
Sto vidimo iz sljedéeg primjera.

Primjer. Posmatrajmo funkcijyf : R? — R, zadatu sa

= 5 (3y) #(0,0)
f(x’y){ 0 ; (x,y) =(0,0)

Nije teSko pokazati da j¢ prekidna funkcija u téki (0, 0). S druge strane ona ima oba
parcijalna izvoda u ki (0,0):

.0
6_(0’0)723%) h 7}?5%)% =0,
of _ f(0,k) - f(0,0) .. 0 _
ay(o’())ikao k 7111~I>I(1)]€ =0

Dakle, parcijalni izvodi postoje u &i (0, 0), a funkcija ima prekid u toj t&ki.
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Jasno je dakle, da za razliku od funkcija jedne promjenljyestojanje parcijalnih

izvoda ne moZe garantovati odredjene "lijepe" osobinedij@aknego moramo posma-
trati neka svojstva koja uzimaju u obzir ponaSanje funkegeéavoj okolini posmatrane

tacke.

Definicija 13..5. Razlika
Af=f(X)=f(A); (X €Ua),
naziva se totalni prirastaj funkcijgu tacki A.
Totalni priraStaj izrazavamo preko priraStaja nezavigmdgmjenljivih, tj.
Af = flar+ Az, eyan + Axy) — flar, oy an)
ili za proizvoljnu t&ku X sa
ANf=flxr+ DAz, e, n + Dxp) — f(21, 000 20) -

Za razliku od parcijalnog prirasStaja gdje jednu varijablijemjamo, a sve druge "dr-
Zimo" fiksnim, kod totalnog priraStaja sve varijable istawreno "doZivljavaju" neku
promjenu.

Definicija 13..6. Za funkciju f(X) = f(z1, ..., z,) definisanu u okolini téke A €
R"™, kazemo da je diferencijabilna u tojda ako vrijedi

Af = LX) +w(X)d(X, A),
LX) = prlzr — ar) (20)
k=1
je linearna funkcija priraStaja nezavisnih promjenljivih (k = 1,2, ...,n) su realni

koeficijenti,w(X) neprekidna funkcija u t&ki A takva da jdimx_, 4 w(X) = w(A) =
0

d(X,A) = <§n:(xk - ak>2> :

rastojanje téke X od ttke A.

Definicija 13..7. Linearnu funkcijuL(X) iz (20) nazivamo totalni diferencijal funkcije
f(X) utaki A i ozn&avamo ga sa

L(X) =df(X) =) prlay .
k=1

Potrebni uslovi diferencijabilnosti
Teorem 13..8.Neka je funkcijgf (X) diferencijabilna u tackid. Tada vrijedi:

1. Postoji parcijalni izvod po svakoj promjenljivoj u taci.
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2. Koeficijentipy, (k = 1,2, ..., n) uizrazu za totalni diferencijal su parcijalni izvodi
funkcije, tj.
of

=—k=12..n.
Pk D

Dokaz. Ako je funkcija f diferencijabilna u téki A, tada po definiciji 13..6 vrijedi

Af = f(xlvx% 73:71) - f(a17a27 "'7an) = Zpk(xk - (lk) +wd.
k=1

Ako fiksiramon — 1 promjenljivih

Tl = a1,y Th—1 = k-1, Th4+1 = Ak41y -3 Tn = An ,

imamo
Af = fla1, ey =1, Ty Qg 1y ooy n) — f(A1, ey Qs ooy @)
= pr(er —ax) + w(X)|zr — arl
odakle je O
lim =pi + sgn(zg —ag) lim w(ar,...,ap—1, Tky Akt1, .y Gp) -

Tp—ag Tl — Ak T —ag

Odavde vidimo da za proizvoljno € {1, 2, ...,n} vrijedi
_9f
Pr = al‘k )

iz Cega vidimo da parcijalni izvodi postoje i da su oni upravefi@jenti p; (k
1,2,...,n).

O
Na osnovu gornje teoreme vidimo da totalni diferencijattéhcijabilne funkcijg (X)
ima oblik

_9f
76351

ili izrazeno vektorski

0
(X)d:Cl + a—a;];(X)dCCQ + ...+

of
Oy,

df (X) (X)dzy,
df (X) = V[f(X)-dX,
gdje jedX = (dx1, dxa, ..., dx,), vektor prirastaja nezavisnih varijabli.

Teorem 13..9. Ako je funkcijaf (1, ..., z,,) diferencijabilna u tacki4, ona je i nepre-
kidna u toj tacki.

Dokaz. 1z diferencijabilnosti funkcije imamo
Af = f(X) = f(4) = L(X) + w(X)d(X, A)
a odavde onda imamo
Jim (F(X) = f(4)) = lim L(X) + lim w(X)d(X,4) =0
(jer je L(A) = 0). Ovo ne znéi niSta drugo do
lim £(X) = f(4),

tj. neprekidnost funkcijg’ u tacki A. O
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Primjer. Posmatrajmo funkcijif : R? — R, zadatu sa

f(fc,y)z{ Hs 5 (wy) #(0,0)

Data funkcija je neprekidna udki (0,0) (vjezba) i ima parcijalne izvod%%(o, 0) =
%(0,0) = 0. Medjutim, f nije diferencijabilna u t&ki (0,0). Zaista, ako bi bila
diferencijabilna imali bi smo

of of

+ w(Az, Ay)d(X,0),

odnosno, odavde je zbalf X, O) = /Ax? + Ay?,

AzxAy?

AR A) = R am

Zbog osobine funkcijes, moralo bi biti lim w(X) = 0, j.
X—0
AxAy?
1m D e—
Az—0,Ay—0 (AI2 + Ay2)§
Sto nije t&no jer zaAx = Ay >0 je

AxAy? 1

- - 0.
(Az2 4+ Ay2)s  2V/2

Uslov diferencijabilnosti u gornjojteoremi moZzemo zamijenesto slabijim uslovima.
Naime vrjedi

Teorem 13..10.Ako funkcijaf (X ) u nekoj oblastiD ima ograni¢ene parcijalne izvode
po svakoj promjenljivoj, tada je ona neprekidna u toj obilast

Sta viSe, sa jo3$ blizim informacijama o parcijalnim izvodimoZemo imati jo3 preciz-
nije informacije o funkciji. Tako vrijedi

Teorem 13..11.Ako funkcijaf(X) u oblasti D ima parcijalne izvode po svakoj pro-
mjenljivoj jednake nuli, onda je funkcija u toj oblasti kdeusta.

Sljedeti teorem je analogon Lagrangeovoj teoremi za funkcije geggltomjenljive.

Teorem 13..12.(Lagrangeov teorem) Ako funkcijaf(X) u okoliniU,4 tatke A ima
konacne ili beskonacne parcijalne izvode po svakoj peotiijzoj, tada za proizvoljno
X € Uy postoje tatkeX 1, Xo, ..., X,, € Uy, takve da je

Fx) - fay =3 2L
k=1

> Be (Xe)(r — a) -
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Dovoljni uslovi diferencijabilnosti

Teorem 13..13.Ako funkcijaf (X) ima u okolini tatkeA parcijalne izvode po svakoj
promjenljivoj i ako su ti parcijalni izvodi neprekidni u¢i' A, tada je funkcijaf (X)
diferencijabilna u tackiA.

Dokaz

Dokaztemo, jednostavnosti zapisa radi, dati za funkciju dvifgjenljive i on se lako
moze prenijeti na funkcije sa promjenjlivih.

Na osnovu Lagrangeovog teorema, prirastaj funkgtije, y) ima oblik

[, y) = fla,b) = fo(X1)(x —a) + f,(X2)(y — D), (21)

gdje su téke X (x,y), X1(&1,0) | Xa(a,&2) iz okolineUy4 taCke A. Zbog pretpostav-
liene neprekidnosti parcijalnih izvoda, tj. funkcifa(z,y) i fy(x,y) u tecki A(a, b),
iz (21) imamo da vrijedi

lim  f(z,9) = f(a,b),

y —b

pa vaZzi
fo(X1) = fo(A) +e1(X) , fy(X2) = fy(A) +e2(X),

gdjee; — 0iey — O kadaX — A.
Ako posljednje dvije jednakosti pomnozZimosa a i y—b respektivno, i tako dobijene
jednakosti saberemo, dobijamo

flay) = fla,b) = fo(Xi)(z—a)+ fy(X2)(y —b)
= Jfo(A)(@ —a) + fy(A)(y —b) + e1(X)(z — a) + e2(X)(y — b) ,

odnosno
Af=df +e1(X)(z —a)+e2(X)(y—b),

iz Cega se, na osnovu Definicije 13..6, vidi da je funkdijdiferencijabilna u téki
A. O

Za funkciju koja u nekoj téki ima neprekidne parcijalne izvode cr€€emo da jene-
prekidno diferencijabilnau toj tatki. Ako funkcija f zadovoljava taj uslov u svim
tatkama nekog skupR, onda kazemo da j¢ neprekidno diferencijabilna n. Skup
neprekidno diferencijabilnih funkcija na nekom skupwznaavamo s (D).
Posmatrajmo sadf: R? — Rineka jef neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj
okolini U 4 tatke A(a,az2) € R2. Neka jeu = (u1,us2) proizvoljan jedinéni vektor i
nadjimo izvod u prave,, f (A). Na osnovu definicije izvoda u pravcu imamo

L (A ) — F(A)
m —
h—0 h

. f(a1 + hui, a2 + hug) — f(a1,a2)
= 1mm

h—0 h
Y fla1 + huy, a2 + huz) — f(a1 + huy, a2) + f(a1 + huy, a2) — f(a1, az2)
) h

lim (f(a1 + hui,az + huz) — f(a1 + hui,a2) n f(a1 + hui,a2) — f(al,ag)>
- h h '

D’Uf(A)

h—0

Za fiksnoh # 0, definiS§imo sada funkcijy : R — R, sa

gf)(t) = f((ll —+ hul, a2 —+ t) .
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Na osnovu pretpostavke o diferencijabilnosti funkgijep je diferencijabilna, te imamo

ot +s) — o(t)

, L
¢'(t) = lim .
- hmf(al+hulvaz+t+5)*f(alJrhUhaert)
s—0 S

0
= a_yf(al + huy,az +1) .

Neka je sada : R — R, definisana sa
at) = ¢(ugt) = f(a1 + huy,as + tus) . (22)

« je diferencijabilna i na osnovu izvoda sloZene funkcije fnoa
0
O/(t) = U2¢/(t) = UQa—yf(al + hul, as + tUQ) . (23)

Na osnovu teorema o srednjoj vrijednosti funkcije jednéjahle, postoji¢ € (0, h),

takav da vrijedi
a(h) — a(0) ,
— = €.

StavljajLti sada (22) i (23) u gornju jednakost, dobijamo

f(a1 + hul, asg + h,UQ) — f((ll —+ hul, (12)
h

0
= Uza—yf(al + huy, az + Eug) . (24)

Na isti n&in, posmatrajai funkciju 5 : R — R, zadatu sa

B(t) = flar + tuy,az) ,
imamo da vrijedi
0
pl(t) = Ul@f(al +tuy, az) ,
i opet korist&i teorem o srdnjoj vrijednosti, zakili bi da postojin € (0, k), tako da
je

flai + huy,az) — flar,a2)  B(h) — B(0) _

. = ; =p'(n) =
=u %f(al + nuy,az) . (25)

Stavljajiti sada (24) i (25) u izraz zR,, f(A), imamo

. 0 0
D,f(A) = }ngb (Uza—yf((h + huy, az + Eug) + U1%f(a1 + nuz, az)) . (26)
Kako su¢,n € (0,h), kadah — 0, to onda i§,n — 0. IskoristivSi definitivho
i pretpostavku o neprekidnosti parcijainih izvodé i 5L, ratunajiéi limes u (26),
dobijamo

Duf(A) = U %f(al, ag) + ugagyf(al, ag) . (27)

Generalizaciju tvrdnje iskazane u (27) iskazujemo za fijnkt: R” — R sljede&om
teoremom.
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Teorem 13..14.Neka jef : R™ — R neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini tacke
A € R™. Tada za proizvoljan jedinicni vektat, postojiD,, f(A) i vrijedi

Duf(A) =V f(A)-u.
Primjer. Nekajef : R? — R, zadata sa

fla,y) =4-22" —y*.

Vf(z,y) = (—4x, —2y), pa za vekton = (—%, —\/%) imamo

Duf(1,1) = VF(1,1) - u = (—4,—2) - (_%_%) — 33,

Sto moZemo potvrditi sa ranije uradjenim primjerom.
Sada jednostavnotanamo i

D_,f(1,1) =Vf(1,1) - (—u) = (—4,-2) - ( ) = -3V2.

1
V2

Sl -

— (-1 2 )
Zavektoru_( 75 \/5) imamo

Dyf(1,1) = (—4,-2). <—% %) 0

Neka je sada proizvoljan jedinEni vektor, f : R™ — R i neka jeA € R™. KoristeCi
Cauchy-Schwarzovu nejednakost, mozemo zékljsljedete,

|Duf (A)| = IVF(A) - ul < [[VFA] ull = VA - (28)

Ovo nam govori, bukvalnéitajuci, da je apsolutna vrijednost izvoda funkcije u pravcu
u U tatki A, manja ili jednaka intenzitetu vektora gradijenta fun&cijtoj tatki. NeSto
konkretnije, ovo zné da veltina promjene rasta funkcije u nekogtau proizvoljnom
pravcu nikad ne prelazi duzinu vektora gradijenta u tokiaSta vise, znajti osobine
Cauchy-Schwarzove nejednakosti, jednakost u §28e posti upravo u sldaju kada

je vektoru kolinearan vektorV f(A). Zaista, ako jévV f(A) # 0, onda za vektor

VA
VA

u

imamo,

B VA VA VAP
Duf () =VIA) v =G rm = Vi@

=[IVf(A)].
Sta vise, vrijedi
D_uf(A) = —|[Vf(A)] .

Gornju tvrdnju iskazujemo teoremom
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Teorem 13..15.Neka jef : R™ — R neprekidno diferencijabilna funkcija u ne-
koj otvorenoj kugli koja sadrzi tackd. TadaD, f(A) ima maksimalnu vrijednost
||V f(A)|| kadaje vektor ort vektor vektoraV f (A), a minimalnu vrijednost- ||V f (A)]|
kada jeu ort vektor vektora-V f(A).

Dakle, gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimgdromjene rasta funkcije,
odnosno negativni gradijentni vektor pokazuje pravac iesmjaksimalne promjene
opadanja funkcije. Sta viSe, intenzitet gradijentnog eeknam govori o veldiini rasta
u smjeru maksimalnog rasta, odnosno njegova negativnedwngs govori o veliini
opadanja funkcije u smjeru maksimalnog opadanja.

Primjer. Posmatrajmo ponovo funkcijfi: R? — R zadatu sa
f(x,y) :4721.273/27

za koju je

Vf(x7y) = (—4$, _2y) .
Ukoliko se nalazimo u ki A(1, 1) (na grafu u téki (1, 1, 1)) i Zelimo krenuti u smjeru
najveceg rasta funkcijg, na osnovu gornje teoreme, trebamo krenuti u pravcu vektora

VF(1,1) < 2 1)'

YTV T

N

Ako trazimo pravac najbrzeg opadanja funkcije, ooddo biti u pravcu vektora

= (i L)
V5 V5
Sta vide, veliina promjene rasta u pravcu tog vektora je
Duf(1,1) = |IVf(1,1)]| = V20,
a veli€ina opadanja je

D—uf(lal) = —||Vf(1,1)|| = _\/%-

Razmotrimo jo$ jedan vazan fakat vezan za gradijent fuekclokazaéemo ga za
funkciju dvije varijable, a isto rezonovanje imamo za pwoinu funkciju f : R” —

R.

Dakle, neka je data funkcija = f(x,y) Ciji je graf povr§G u prostoruR?. Po-
smatrajmo poizvoljnu i&ku P(xo, yo, f (0, yo)) Na grafuG i neka jel nivo linija na
grafu G koja prolazi kroz téku P. Kako je za tu liniju zadovoljeng (z,y) = k, za
neko fiksnok € R, i kako je ona jednodimenzionalan objekat u prostoru, ma¥em
je parametrizovati, tj. svakud&u linije I moZzemo posmatrati kao vektorsku funkciju
7(t) = (z(t), y(t)). Neka jety, ona vrijednost parametra koja odgovarékiaP.Kako

je nivo linijal na povrsiGG, mora za svake biti zadovoljena jedn@na

f@),y(t) =k
Diferenciranjem ove jednakosti goprimjenom pravila kompozicije, imamo

0f dv | Of dy _

dodt Tagd =" (29)
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Nije tesko vidjeti da se jednakost (29) moZe zapisati u wekig notaciji,

(am ay> <%%>V“O

Gornjece vrijediti u proizvoljnoj t&ki nivo linije I, tj.
V f(zo,y0) - 7(te) = 0.
Dakle, vrijedi vrdnja,

Teorem 13..16.Gradijentni vektor funkcije = f(x1,zo, ...,
linije f(z1,22,...,2,) = k, ortogonalan je na tu liniju.

x,,) u svakoj tatki nivo

Na sljed€oj slici prikazano je nekoliko funkcija konturnim grafopdmdatu nivo li-
nija) i odgovaraj@im "vektorskim poljem" ("strelice" na slici predstavijggradijentne
vektore date funkcije u raznimdkama). "Strelice" su usmjerene u pravcu najbrzeg
rasta funkcije, a i veliina strelica odrazava brzinu promjene funkcije u tom puavc
Takodje u@¢avamo ortogonalnost gradljentnlh vektora na odgovaeaijuivo linije.

NN /NN N s
~ SN -
~ ™~ -

A

z *%?
-

7>

o

x%%x

;/f“x\;
4 S
!

\/Z v
\

~ ~ T~ — ~

e ~ NS ~ ST

S/ TIVANNNS /S TIVNNN 7 7 7 TV NN .
f@,y) =22 + 42 fla,y) =1 — a2 - y2 fz,y) = /22 + y2 flz,y) =22 — 32

X/
~

13.3. Pravila diferenciranja

Pravila diferenciranja
Kao §to smo ve mogli primjetiti, pravila nalaZzenja diferencijala funjecviSe varijabli
nete se razlikovati od tih pravila kod funkcije jedne varijabe

Teorem 13..17.Neka su funkcijef,g : D — R (D C R") diferencijabilne u tacki
A € Dineka sua,b € R proizvoljni. Tada je i funkcijauf + bg diferencijabilna u
tacki A i vrijedi

d(af +bg)(A) = adf (A) 4+ bdg(A) .
Teorem 13..18.Neka su funkcu@‘,g D — R (D C R") diferencijabilne u tacki

A € D. Tada su i funkcijef - gi £ (posljednja uz usloy(A) # 0) diferencijabilne u
tacki A i vrijedi

d(F)(A) = g(A)f(4) + F(A)dg(A)
f o(A)dF(4) — F(A)dg(A)
I (g) 4= (g(A)?
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14. lzvodiviSeg reda, Hesseova matrica

14.1. lzvod viSeg reda

Izvod viSeg reda
Ukoliko funkcija f : R™ — R ima parcijalne izvode koji postoje na nekom otvorenom
skupuU, tada za svake € {1,2,...,n}, ng je takodje funkcija sama za sebe, tj.

SL : R™ — R. Parcijalni izvodi funkcijeSL, ukoliko postoje, nazivaju searcijaini
izvodi drugog reddunkcije f. '
Kao i za prve parcijalne izvode i za druge parcijalne izvodstpje razne oznake kao

naprimjer: 524, ¥ 2;» Do, [ 1l jednostavnof,, .. Mi emo se sluziti uglavnom
i J 3

prvom navedenom notacijom, ali po potrebi slvanja zapisagestotemo upotreb-

ljavati i posljednju navedenu notaciju. Tako za funkciju= f(z,y) imamo sljedée

parcijalne izvode drugog reda, zapisane i sa prvom i sagubgpm notacijom:

2
e = 2 (2)-02

Ox \ Oz Ox?
o [0f 92 f
= 5 (%) -5
o [0f 92 f
foy = a_y(%):axay

9 [(of\ _ 9*f
Joo = Ox (83/) ~ Oyoz
Tehnika nalaZzenja parcijalnih izvoda drugog reda sadriganaimboltkom zapisiva-
nju tih izvoda. Naprimjerf,, zn&i da od izvodaf,, (prvi s lijeva indeks nam govori
od koga pravimo parcijalni izvod) nalazimo parcijalni izZvpoy (drugi indeks s lijeva
nam govori pa&emu radimo drugi parcijalni izvod).

Primjer. Odredimo parcijalne izvode drugog reda funkeije- 2%y.
Prvo odredimo parcijalne izvode prvog reda:

or =T .

dy

=2xy ;

Odredimo sada parcijalne izvode drugog reda, kazigiernje objasSnjenje. Za nalaze-
nje fra, uzimamo% i od njega traZzimo parcijalni izvod pe. Tako dobijamo

Jaz = (ny); =2y.
Analogno, zaf,,, uzimamo prvi parcijalni izvod pe, pa od njega trazimo izvod pp

Foy = (2ay), = 22

Istu logiku koristimo kod nalaZenja ostala dva parcijalnaida drugog reda,

fyoe =22 ; fyy=0.

. . 2,2
Primjer. z = e® ¥

2 2 2 2
fo=2xe" TV f,=2ye” TV .
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Fow =27 1Y 4 22206 T = 26TV (1 4 222)
faoy = 2x2yem2+y2:: 4xyez2+y2;
Jyz = 2y2xem2+y2:: 4:cyez2+y2

Foy = 271" 4 2y2ye® TV = 267 Y7 (1 4 292)

Za funkciju f : R" — R, parcijalne izvodef, ., i fz;2;, (i # j), hazivamomje-
Soviti parcijalni izvodii na osnovu opisanog postupka, jasna nam je razlika istaknut
poretkom indeksa.

U pokazana dva primjera primgajemo da su mjeSoviti parcijalni izvodi jednaki,
fsy = fys. Postavlja se pitanje da li je to tako u opStemiaju? Kao Stctemo
kasnije vidjeti taj uslov je veoma bitan, a ovdjemo dati uslove pod kojima su ti par-
cijalni izvodi jednaki za funkciju dvije promjenljive. Heitoga, odgovor na postavljeno
pitanje nam daje sljed@eprimjer.

Primjer. Posmatrajmo funkcijif : R? — R zadatu sa

1‘27y2
o) — { Wil @) £ 0.0
0 ; (z,9) =(0,0)
Tada je
O e =" (yfffy ) £ 0,05 21(0,0) =
Ondaje

0% f . 1/0f .
5‘xay(0’0) = Jim - (%(Ovh) - %(0,0)) = lim —==-1.
Na sli€an n&in odredjuj&i, imamo da je

0% f
0yox

(0,0)=1,

pa c&igledno u opStem staju mjesoviti izvodi nisu jednaki.

Definicija 14..1. Za funkciju f : R™ — R kaZemo da je dva puta neprekidno diferen-
cijabilna na otvorenom skupli C R™, i piSemof € C?(U), ako su funkcijef,,,
neprekidne nd&/, za svei, j € {1,2,...,n}.

Pod odredjenim uslovima koji su dati u narednoj teoremi Soyéi izvodi ce biti jed-
naki.

Teorem 14..2. Neka jeU C R™ otvoren skup koji sadrzi tackd i neka je funkcija
f € C?(U). Tada vrijedi

0%f 0%f
A) = A
al'ial'j 8:%81‘2 ) ’

zasve,j € {1,2,...,n}.
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Gornje rezonovanije o parcijalnim izvodima drugog reda sadaemo proSiriti na par-
cijalne izvode tréeg,Cetvrtog i viSeg reda, kao i na funkcije téetiri i viSe promjen-
ljivih. Za funkciju dvije varijable, vidjeli smo, postojéetiri parcijalna izvoda drugog
reda. Pravé&i od njih ponovo parcijalne izvode, dobijamo parcijalnedde treeg reda,
kojih e tada biti osam. Za funkciju tri varijable, parcijalnilvida drugog reda ima
devet, a tréeg reda 27.

U opStem sldaju, funkcijaf : R® — R iman? parcijalnih izvoda drugog reda, od
kojih onda moZemo formirati kvadratnu matricu reda n.

14.2. Hesseova matrica

Hesseova matrica

Definicija 14..3. Neka svi parcijalni izvodi drugog reda funkcife: R™ — R postoje
u tacki ¢ € R™. Matricu redan x n

B 9% f 9% f 9% f 9% f ]
6_1%(0) Ox201] (C) O30z (C) o m(c)
9% f 9% f 9% f 9% f
O0x10x2 (C) G_zg(c) Ox30xo (C) e Oxn Oz C)
9% f 9% f 9% f 9% f
Hf(e) = | 22,955 (©) 7,055 (0) a2 (€ gm0 (30)
o*f o*f o*f o7
| Dw10wn (©) B0, (©) Bagpm, (€ 9z (c) _

nazivamo Hesseova matrica ili Hessijan funkdija tacki c.
Primjetimo da jei-ta kolona Hesseove matrice, gradijent funkefje, tj. V£, (c).
Primjer. Nekajef(x,y) = 2%y — xy?. Tada je
faa(@,y)  fya(z,y) } [ 2y 222y
Te =1 by foley) |~ [20-29 24

Sada naprimjer, u &i A(2,1), Hessijan glasi

Hf2,1) = B ﬂ .

Neka je sadgf : R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj otvorenoj
kugli B(A,r) C R? i neka jeh = (hi, h2) vektor, takav da jé|h|| < r. Definis§imo
novu funkcijuy : R — R, na sljedéi natin

o(t) = f(A+th).
(Veliinu A + th shvatamo tako da se izdiee A pomjerimo u pravcu vektora, za
duzinut||h||) Funkcijay je funkcija jedne varijable i pri tome je npip(0) = f(A)
i ©(1) = f(A+ h). Na osnovu Taylorove teoreme za funkciju jedne varijabliasa
imamo

1
(1) = 9(0) +¢'(0) + 5¢"(€) (31)
gdje je¢ € (0, 1). Kako jedy = df, koristeti pravilo izvoda kompozicije, imamo

d

Q) = VH(A+th) S

(A+th) =V f(A+th)-h= fo(A+th)hi+ fy(A+th)hs.
(32)
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(jasno, uizraz\V f (A +th) - himamo skalarno mnoZenje). Analogno nalazimo i drugi
izvod
SO”(t) =V (hlf:c(A + th) + thy(A +th)) - h
= (MVfz(A+th) + haVfy(A+th)) - (hi, h2)
— [h ho) { PR AR } { . } |

Jyz(A+th)  fyy(A+th) ho
(Zadniji zapis dobijamo nakon jednostavnog niatag r&una). Koristéi sada oznake
=[]
[
hT = [h1 ho] ,
posljednje moZzemo zapisati sa
©"(t) = hTHf(A +th)h . (33)

StavljajLti (32) i (33) u izraz (31), dobijamo sljede vezu
1
f(A+h)=p(1) = f(A) + Vf(A)-h+ 5hTHf(A +¢h)h .
Ovaj rezultat predstavlja verziju Taylorove teoreme zakfije viSe varijabli, koga
generalizujemo slied®m teoremom
Teorem 14..4.Neka jef : R — Rinekajef € C*(B(A,r)) (r > 0). Neka jeh
vektor, takav da jé|h|| < r. Tada postoji realan brof € (0, 1), takav da vrijedi
1

f(A+h) :f(A)+Vf(A)~h+§hTHf(A+§h)h. (34)
Uvedemolioznak& = A+hiizratunamo li Hessijan u tki A, izraz (34) predstavlja
polinomijalnu aproksimaciju funkcij¢.
Definicija 14..5. Neka jef : R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj
otvorenoj kugli oko téke A. Funkciju

Py(X) = J(A) + V()X = 4) + 5(X ~ ATHFA)(X - 4)

nazivamo Taylorov polinom drugog reda, funkcjjes tacki A.

Primjer. Odredimo Taylorov polinom drugog reda za funkcfj(iz, y) = e~ 2**¥, u
tacki (0, 0).
Kao prvo, nalazimo

Vf(x,y) = (—26_2”+y,6_2”+y)

de=2rty  _9e=2uty
Hf(:r,y) T | —9e—2zty e—2a+y :| )
odnosno
VF(0.0) = (<2.1), HF(0,0) = [ B ] .
Sada imamo
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Palo) = 0,004 970,0)- (o) + 5o sH70.0) | ¥ |

el £ 2][;]

4x — 2y ]

1
= 1—2x+y+—[xy] |: *21’+y

2
Lo 2 2
= 1—2x+y+§(4:ﬂ — 22y — 2xy + y°)
1
= 2z2+§y272xy72:c+y+1.

Svrha Taylorovog polinoma je da se funkcija njime dovoljmdb aproksimira u oko-
lini neke take. Na slici (16) dat je prikaz te aproksimacije iz dva ugiamatranja, da
bi se bolje ugila istaknuta aprgksimacija udki (0,0).

. |
Slika 16: Aproksimacija funkcijef (z, y) = e~2**¥ (zelena) u téki (0,0), Taylorovim
polinomomP,(z,y) = 22% + 1y* — 22y — 2y + y + 1 (crvena)

U dijelu linearne algebre, koga smo avali ranije, upoznali smo pojasimetricne
matrice tj. kvadratne matric@/ = [a;;].x~ za koju vrijedi

M=MT,

ili za Cije elemente vrijedi;; = aj;.

-1 2 -2
M=| 25 0],
-2 0 3

primjer je simetrEne matrice, a matrica

Primjer. Matrica

|

W =
IS V)
—_

je primjer nesimetdne matrice.

Ako je f € C?, tada na osnovu Teorema (14..2), imamo da su mjeSoviti izeddaki,
tj.
o’f 0°f
811-81]- - 8:c]8x1 ’
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a toce onda na osnovu definicije Hessijana@tala je za svaku dva puta neprekidno
diferencijabilnu funkciju, njen Hessijan simdinia matrica.
Neka je sadal/ proizvoljna simetigna matrica reda x n. Za proizvoljnu matricu
vrstux (mozZemo réi i vektorx = (x1, z2, ..., x,)), definiSimo funkcijug : R* — R
na sliedéi natin

q(z) =2 Mz . (35)

Funkcijag je polinom drugog reda po promjenljivima, x», ..., 2, i hazivamo jekva-
dratna formapo promjenljivimax, zs, ..., z,, @ matricuM nazivamomatrica kva-
dratne formey.

Primjer.
1 2
w-[12]

Kvadratnu formu dobijamo iz (35),
1 2
qg(x):mTMm:[xlmg][Z 1][“}2

= [x1 + 229 221 + 1‘2] [ 1

Tako dobivamo kvadratnu formu matrice:

2 -1 1
M=|-1 5 1]/,
1 1 2

q3(z) = 227 + 523 + 223 — 22129 + 27123 + 22073 .

Definicija 14..6. Za kvadratnu formy(z) = 27 Mx kazemo da je

e pozitivno poludefinitna, ako je za svako= (z1, 22, ..., z,,) € R", zadovoljeno
q(z) > 0.

e pozitivno definitna, ako je za svako# 0, zadovoljengy(x) > 0.
e negativno poludefinitna, ako je za svaka& R", zadovoljengy(z) < 0.
e negativno definitna, ako je za svaka# 0, zadovoljengy(z) < 0.

¢ indefinitna ili promjenljivog znaka, ako postajé, ©”/ € R", tako da jeg(z') >
0ig(z") <0.

Ako je g(x) = 0, Cesto kazemo da je kvadratna forma nedefinitna u Ghjita
Primjer. Kvadratnu formuy, iz gornjeg primjera moZzemo zapisati
@) = (x1 + 22)* + 23122,

pa zar = (1,0) imamogz(x) =1 > 0, a zax = (1, —1) imamogz(z) = —2 < 0. Na
osnovu definicije, kvadratna fornga je indefinitna.
Kvadratnu formuws; moZzemo nakon malo éana zapisati sa

q3(z) = (z1 + 20 +23)* + (21 — 220)* + 23,
pa je @igledno ova kvadratna forma pozitivno definitna odnosasvakar = (z1, x2, x3) #
0jegs(xz) > 0.
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Kao Stotemo uskoro vidjeti, od velikog je interesa imattimaodredjivanja definitnosti
neke kvadratne forme. Najjednostavnijiirabio bi obrazovati tu kvadratnu formu,
a onda je svesti na neki "pogodan” oblik iz koga "lagano" mudecijeniti njenu
definitnost (ovo smo primjenili u posljednjem primjeru).

Nadjimo taj n&in u za nas vaznom staju2 x 2 matrice. Neka je

a b
b ¢ |’

proizvoljna simettina matrica. Kvadratna forma odredjena ovom matricom je

M =

b

T _ 2 2
c} {y}—ax + 2bzy + cy” .

q(,y) = [z Y] [ )

Ako je a # 0, poznatim postupkom svodjenja trinoma na kanonski oblikjdmo

2b c
q(z,y) = a <x2 + =2y + —y2)
a a

Sada imamo diskusiju:

1. Akojea > 0i det(M) > 0, tada je za svakér,y) # (0,0), g(z,y) > 0, tj.
kvadratna forma je pozitivno definitna.

2. Akojea < 0i det(M) > 0, tada je za svakér,y) # (0,0), g(z,y) < 0, tj.
kvadratna forma je negativno definitna.

3. Ako jedet(M) < 0, tada u takama(z,y) = (1,0) i (z,y) = (—2,1) imamo
razliCite znakove kvadratne forme, pa je ona indefinitna.

4. Akojedet(M) = 0, tada imamo

q(z,y) =a (:c+ 2y>2 .

Akojer = —gy, onda jeg(x,y) = 0, a u svim ostalim sléajevima ona uzima
znak koga ima parametar Dakle,q(z, y) je ili pozitivno ili negativno polude-
finitan.

Jasno nam je da bi ovakav postupak odredjivanja definitestitatnih formi, odre-
djenih matrica viSih dimenzija, bio popiino tezak posao. Zato sljetm teoremom
djemo veoma jednostavan kriterij za utvrdjivanje defingtthkvadratne forme.
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Sylvesterov kriterijum

Teorem 14..7.Neka je

a1l aiz -+ Qin
a21 Q22 - G2

M = " ,
an1 an2 st Qpp

proizvoljna kvadratna matrica koja odredjuje kvadratnuf g : R™ — R. Oznacimo
sad; (i =1,2,...,n) glavne minore matricé/, tj.

a11 a2

A1 = a1 A =
’ 2
a1 a2

Lo, Ay = det(M).

Kvadratna forma je pozitivno definitna ako i samo ako su svi glavni minori pivai,
tj. ako vrijedi
Ay >0, A,>0, -, A, >0.

Kvadratna forma je negativno definitha ako i samo ako su glemmori alternativnih
znakova, tako da jd; < 0, tj. ako vrijedi

A1 <0, Ay >0, A3<0, Ay >0, ---

UobiCajeno je i za matriclM reci da je pozitivno definitna, negativno definitna ili
indefinitna kad god je takva kvadratna forma koja je njomedjma.
Primjer. Za matricu

2 -1 1

M=|-1 5 1],

1 1 2
glavniminorisud; =2 > 0,42 =9 > 0i A3 = det(M) =9 > 0, pa je kvadratna
forma odredjena ovom matricom pozitivno definitna.
Za matricu

—2 1

v- T

glavni minori suA; = —2 < 01 Ay = det(M) = 7 > 0, pa je kvadratna forma
negativno definitna.

Za matricu
-3 1
u=[ T3],
glavni minori sud; = -3 < 01i As = det(M) = =7 > 0, pa je kvadratna forma
indefinitna.
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14.3. Diferencijali viSeg reda

Neka je u oblastD definisana funkcijaf (z1, 2, ..., x,,) koja ima neprekidne parci-
jalne izvode dm-tog reda. Ranije smo vidjeli da totalni diferencijal imdikb
of 4 of of

1+—d2+ +—dmna

df 811 ox X2 8£Cn

gdje sudz; (: = 1,2, ...,n) prirastaji, odnosno diferencijali nezavisnih promjeiil].
Totalni diferencijal drugog reda ili ki diferencijal drugog reda, definiSe se kao dife-
rencijal prvog diferencijala, tj.

d*f = d(df) .
Postupak odredjivanja tog diferencijala je analogan pastiza funkcije jedne varija-
ble.
of of of
2 YJ I —_J
d“f = d(81d1+82d2+ +8 dxn).

Kako jed(dz;) = 0 za svaka = 1,2, ..., n, to sada imamo:

af of af
2
d fd<am1>dx1+d<am2>dx2+...+d<axn>dxn,

odakle sada primjenjufiiformulu za diferencijal funkcije imamo

2 2 2 2
af afdx2+2 o’f dridxe + ...+ 2 orf

d2 _ - J
f= 83:% " 0x10x2 0%y 10Ty,

dr,—1dx, .

Ovaj postupak moZzemo generalizovati na diferencijalezwnaljnog reda, tj. imamo
A" f =d(d"f), neN,
Na primjer, za funkcijuf (z, y) drugi diferencijal je dat sa

2 2 2
fd +ﬁdy2+ afdxdy+ 07

df =
f= 0y? Oxdy Oyox

dxdy .

15. Ekstremumi funkcija viSe promjenljivih

Sadatemo nas rad iz prethodnih sekcija primjeniti na problenazehja minimalne
i maksimalne vrijednosti funkcija viSe varijabli. Primie€emo da je tehnika odre-
djivanja ekstremnih vrijednosti funkcije viSe varijablk@ma skEna tehnici koju smo
izucavali kod funkcija jedne varijable.

15.1. Teorem o ekstremnoj vrijednosti

Definicija 15..1. Neka je funkcijaf : R® — R, definisana na skup;. Kazemo
da funkcijaf ima maksimalnu vrijednost/ u tacki X, ako je f(X,) = M iza sve
X € Dy vrijedi f(X) < M.

KaZemo da funkcijg ima minimalnu vrijednostn u tacki X, ako jef(Xo) = miza
sveX € Dy, vrijedi f(X) > m.
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Cesto maksimalnu i minimalnu vrijednost funkcije, uvedgnenjom definicijom, na-
zivamoglobalni maksimunn globalni minimumza razliku od pojmova lokalni maksi-
mum i minimum, koje uvodimo slje@®m definicijom.

Definicija 15..2. Neka jef : R™ — R definisana na otvorenom skupu Kazemo da
funkcija f ima lokalnu maksimalnu vrijednodt’ u tatki X, ako jef(Xo) = M iza
sveX € B(Xy,r), za nekor > 0, vrijedi f(X) < M. Kazemo da funkcijg ima
lokalnu minimalnu vrijednost: u tatki X, ako jef(X,) = mizasveX € B(Xy,r),
zanekor > 0, vrijedi f(X) > m.

Cestotemo upotrebljavati i termiglobalni ekstrenili globalna ekstremna vrijedngst
bilo da govorimo o globalnom maksimumu ili globalnom minimu, a takodje i lo-
kalni ekstrem illokalna ekstremna vrijedngdtada govorimo o lokalnom maksimumu
ili minimumu.

Pozivajiti se na Teorem 8..29 i Teorem 8..35 sada kao direktnu pagljechamo
sljedeti vazan teorem.

Teorem 15..3. Teorem o ekstremnoj vrijednosti Neka je funkcijaf : R — R nepre-
kidna na nekom otvorenom skupu Ako je D ogranicen i zatvoren podskup skupa
tada funkcijaf dostize maksimalnu i minimalnu vrijednost na skdpu

Sa gornjom teoremom imamo otkin rezultat koji nam govori o egzistenciji ekstremne
vrijednosti funkcije, ali ne i kako locirati tu vrijednosNas sljedéi posao je prona
kriterije za lociranje téaka koje su kandidati u kojinze se postizati ekstremne vrijed-
nosti, a onda i kriterije za njihovu klasifikaciju, tj. da & s njima postiZe ili ne postize
ekstrem i ako se postiZe, koja je vrsta ekstrema, maksimumriimum.

Primjer. Ispitati postojanje i odrediti globalnu ekstremnu vrijedbfunkcijef (z, y) =
z2 4+ y? na skupu
D = {(z,y) € R*| 2® +4y* < 4}

Kako je skupD ogranten i zatvoren, a funkcijg neprekidna n&?, na osnovu Te-
oreme 15..3 zakljeujemo da funkcija ima i maksimum i minimum na skupu

15.2. Nalazenje lokalnog ekstrema

NalaZenje lokalnog ekstrema

Za pcaetak, posmatrajmo funkcijfi : R™ — R koja je diferencijabilna na otvorenom
skupuU i koja ima ekstrem u t&ki Xy. Neka jeu proizvoljan jedinEni vektor, tad&e
oCigledno, funkcijap : R — R, definisana sa

p(t) = f(Xo +tu),

takodje imati ekstremnu vrijednost i to upravo za= 0. Kako je ¢ funkcija jedne
varijable, to onda mora biti
¢'(0)=0. (36)

Ali u sekciji 12.1. smo vidjeli da ovaj izvod nije nista drugo izvod funkcijef u
pravcu vektoray, tj.

¢'(0) = D f(Xo) - (37)
Zaklju¢ujemo da vrijedi,

50/(0) = Duf(X()) = Vf(X()) cu=0.
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Skalarni produkt jednak je nuli ako je jedan od vektora tagpjoikta nula-vektor ili ako
su vektori ortogonalni. Ortogonalnost otpada jer gornjgdr za proizvoljan jedirgni
vektoru. Koristeti proizvoljnost vektora:, uzmimo specijalno vektore baze. Tada
imamo

of

83:,-
zai = 1,2,...,n. Ovo zn&i da mora bitiV f(X,) = 0. Primjetimo da ovo zn&d

i to da je nagib grafa funkcij¢ jednak O u téki Xy, u pravcima svih baznih vek-
tora. Medjutim, to zné mnogo viSe naime, nagib grafa je 0 u svim pravcimar je
D.f(Xo) = Vf(Xp) - u. Ovo razmatranje sumiramo teoremom.

Vf(Xo) cep = (Xo) =0,

Teorem 15..4.Neka jef : R™ — R diferencijabilna na otvorenom skupii neka ima
lokalnu ekstremnu vrijednost u tacKi, € U, tada jeV f(Xy) = 0.

Kako je totalni diferencijal funkcije jednak umnosku giedia i diferencijala argu-
menta, tj.

of of of
X)=—(X — (X ——(X)dx, = X)-dX
to onda za diferencijabilnu funkciju koja ima ekstremnyeadnost u taki X, vrijedi
df(Xo) =0,

a takvu situaciju smo imali i kod funkcije jedne varijable je neophodan uslov bio
f'(z) =0, avrijedilojedf (x) = f'(x)dx. Teorem 15..4 nam daje neke odala koje
su kandidati za ekstreme, ali ne i sve. Naime, vrijedi.

Teorem 15..5(Potrebni uslovi za ekstrem)pAko funkcijaf : R™ — R ima ekstrem u
tacki X, tada vrijedi, ili je V f(Xo) = 0 ili prvi parcijalni izvodi funkcije u tackiX,
ne postoje.

Dakle, kandidati za ekstremnu vrijednost su sve okdal kojima je gradijent jed-
nak 0 i sve one u kojima funkcija nije diferencijabilna. Ovasmavodi da ove &ke
definiSemo precizno.

Definicija 15..6. Neka jef : R™ — R diferencijabilna u téki X, i neka jeV f(X,) =
0. Tada t&ku X, nazivamo stacionarnomdiom funkcijef. Tatke u kojima funkcija
f nije diferencijabilna, nazivamo singularninti@ma funkcijef .

Cesto se za obje gore pomenute vrstaka kaZe da skrititne tatkefunkcije.

Primjer. Funkcijaf(x,y) = 22 + y? je diferencijabilna funkcija n®&2 i V f (z,y) =
(2x,2y). Jedine kandidate za ekstremne vrijednosti dobijamov@fam sistema

20 =0
2y =0.
Dakle, jedina krittna t&ka je stacionarnat&a X, (0, 0).

Primjer. Funkcijaf(z,y) = 1—2%—y? je diferencijabilna vV f (z, y) = (—2x, —2y).
RjeSavanjem sistema

—2x =0
72y:07

dobijamo stacionarnu &&u X (0, 0).
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Primjer. Zafunkcijuf(z,y) = +/x2 + y2, gradijentjeV f(z,y) = , .
j juf(z,y) = v=* +y?, gradijentjeV f (z, y) (\/:EQerQ \/x2+y2)
Parcijalni izvodi ne postoje ut&i X (0, 0) i to je jedina krit€na ta&ka funkcijef.

Primjer. Funkcija f(z,y) = 2? — y? ima gradijentVf(z,y) = (2z,—2y), pa je
jedina kriticna ta&ka, stacionarna t&a X (0, 0).

Sada kada smo u moguosti utvrditi postojanje ekstremne vrijednosti funkcfjre-
orem 15..3) i identifikovati kandidate za te vrijednosti¢fiem 15..5) ostaje nam pro-
nati kriterije za utvrdjivanje da li ti kandidati jesu ekstrenklasificirati ih. Prisjetimo
se funkcija jedne varijable, da je jedan od kriterija za tifédeaciju lokalnih ekstrema
bio test drugog izvoda.
Naime, ako jec bila stacionarna t&ka funkcijey : R — R, tada ako jep”(¢) > 0,
funkcija je imala minimum w, a ako jey”(¢) < 0, funkcija je imala maksimum u
tacki c. Taylorov polinom nam na najvidljiviji néin pokazuje zasto je to tako. Napri-
mjer, neka jec stacionarna t&ka funkcijey i neka jey” (c¢) neprekidna na otvorenom
intervalu koji sadrzic, i neka jey”(¢) > 0. Tada za neka > 0, postoji interval
I = (c—¢,c+¢) nakome jep”(c) neprekidnaip”(¢t) > 0, zasvet € I. Na osnovu
Taylorove teoreme, za proizvoljrig takav da jgh| < ¢, postojis € (¢, c + h), takav
daje

plet 1) = p() + ¢ () + 3¢ (5)02 (39)

Zbog stacionarnosti j¢’(c) = 0. Takodje smo imalip” (s) > 0, pa koristé&i to u (38)
dobijamo da je za proizvoljnb, |h| < e, zadovoljeno

p(c+h) > (),

a ovo zné&i da je u t&ki c lokalni minimum. Veoma sfino razmatranje sada mozemo
sprovesti i za funkcijuf : R™ — R. Na osnovu Teorema 14..4 znamo da vrijedi
formula

1
ﬂA+m:4pQ+VﬂAyh+5MHﬂA+&m,
gdje je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj akiolaCke A i ¢ €

(0,1). Neka je sadal stacionarna t&ka funkcijef i neka je HesijaH f (X') pozitivho
definitna matrica u nekoj kuglB(A, r). Tada jeV f(A) = 0, pa vrijedi

fm+h%;ﬂm+%ﬂHﬂA+@m,

a kako je jo84 + ¢h € B(A,r), to je kvadratna forma’Hf(A + €h)h > 0. te
imamo

f(A+h) > f(A),

za proizvoljnoh, tako da je||h|| < r. Ali ovo onda upravo zrd da funkcijaf ima
lokalni minimum u t&ki A. Istim argumentima bi rezonovali da smo pretpostavili ne-
gativnu definitnost Hesijana i naravno, zaKljubi da funkcija ima lokalni maksimum
utatki A. Ako je Hesijan indefinitan, to bi z@do da postoji proizvoljno malen,
tako da je kvadratna forma

RTHf(A 4 ¢h)h >0,
i takodje proizvoljno malei da je

RTHf(A+ €R)h < 0.
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Ovo bi onda uzrokovalo da za neke proizvoljno maléneijedi f(A + h) > f(A), a
istovremeno za neke druge proizvoljno malérje f(A+h) < f(A). U ovom sli€aju
jasno je da u t&ki A nemoze biti niti lokalni minimum niti lokalni maksimum. Tadbi
taCka A predstavljala tzvsedlastu tackéunkcije f.

Na osnovu gornjeg, sada moZzemo iskazati dovoljne uslovekg@meennu vrijednost
funkcije f : R™ — R.

Teorem 15..7(Test druge derivacije)Neka jef : R* — Ri f € C?(U), gdje jeU
otvoren skup. Ako jél € U stacionarna tacka funkcijg, tada je

1. f(A) lokalni minimum funkcije’, ako jeH f(A) pozitivno definitna matrica.
2. f(A) lokalni maksimum funkcijg, ako jeH f(A) negativno definitna matrica.
3. tatkaA sedlasta tacka funkcijg, ako jeH f(A) indefinitna matrica.

Ukoliko jeH f(A) nedefinitna matrica, potrebna su dodatna ispitivanja zaifilaciju
taCkeA.

Primjer. Odrediti lokalne ekstremne vrijednosti funkciféx, y) = mye‘”z‘yz.
Nalazimo prvo gradijent

Vi(e,y) = eV (y — 20y, x — 229%) .

K(:lkojee—&“z—y2 > 0 za sve(r, y) € R?, Cinjenica da jevV f(x,y) = (0,0), svodi se
na sistem

y(l - 2Z2> =0 )
r(1-2y%) = 0.
Prva jednéinace biti tatna ako jey = 0 ili = = —% ili o= % Ako jey = 0, onda

iz druge jednéine vidimo da mora biti k = 0, a time smo dobili prvu stacionarnu
taCku Ml((), 0)
Ako je x = i%, onda je druga jedriina zadovoljena ako j& — 2y? = 0, odnosno
ako jey = \/% iy = —%, pa na taj néin dobijamo joXCetiri stacionarne tke:
MQ(%; %)1 Md(*%; \/Lg)! M4(%; 7%) [ M5(7%5 7%)
Drugi korak u rijeSavanju problema ovog tipa je odredjivdrgsijana funkcije
- - 423y — 62y 4z2y? — 222 — 2% + 1
Hf(z,y) =e dr?y? — 222 — 2% +1 dyPyx — 6xy '

Sada nakon kg r&una dobijamo
4l -2 0
Him) =) =t | 5]

KakojeAd; = —2e71 < 0i

2¢~1 0

A2 = det O —26_1

} =4e ' >0,

na osnovu testa druge derivacuje zagljjemo da funkcija u t&kamal, i M5 ima
lokalni maksimum, i pritome j¢(M2) = f(M5) = fmax = %e*l.
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Dalje imamo
112 0
HiOm) =Hrom = § )]
Sadajed; =2e ! >0i

2¢~ 1 0

A2 = det |: 0 2671

]=4e—1>0,

pa opet na osnovu testa druge derivacije z&kljemo da funkcija u kamal/s i My
ima lokalni minimum i pri tome jef (M3) = f(Mys) = fuin = —3€ .
Ostala nam je jos &a M (0, 0) u kojoj je

Hf(Ml):“’ H

Sada jed; = 0i Ay = —1, pa je Hesijan indefinitan, a to ztiada je t&ka M (0, 0)
sedlasta téka.

SORSSSOSS
SO SR

Slika 17: Graf funkcijef (z, y) = zye 2" ~¥"

15.3. Nalazenje globalnog ekstrema

NalaZenje globalnog ekstrema

Posmatrajmo funkcijyf (z) = 2 — x2. Posmatramo li je néitavomR, ona ima lokalni
maksimum u téki x = 0, koji je i globalni maksimum, a globalnog minimuma nema
(slika lijevo).

Ako je posmatramo na skuge1, 2] i dalje je globalni maksimum ut = 0, ali sada je
globalni minimum u téki x = 2 (slika u sredini). Ako je posmatramo za vrijednosti
iz [-2, —1], njen globalni minimum je w = —2, a globalni maksimum je ut = —1
(slika desno).

Dakle, globalni ekstrem funkcije direktno zavisi od pogjeuna kom tu funkciju po-
smatramo.

Nesto sléno imamo i kod funkcija vise promjenljivih.

Primjer. Odrediti globalne ekstreme funkcijz, ) = 22 + y? na skupu

D ={(z,y)l2* +4y* <4} .
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Slika 18: Globalni ekstrem funkcije jedne varijable

SkupD je zatvoren i ograriien, pa ha osnovu Teoreme 15..3, funkgijdostiZze svoju
najmanju i najvéu vrijednost. Kako je funkcija diferencijabilna (kao pwmijalna
funkcija), njene jedine kritine t&ke su stacionarnedke, koje dobijamo iz uslova

Vf(z,y) = (2z,2y) =0.

U tacki (0,0) je moglE lokalni ekstrem funkcije ali moramo sada posmatrati Sta se
dogadja sa naSom funkcijom na rubu obldstitj. na skupu

OD = {(z,y)| 2> + 4y*> = 4} .

S obzirom da su n@D nezavisne varijable vezane relacijarh + 4y2 = 4, uvodei
polarne koordinate, tj. smjengt) = 2cost i y(t) = sint, gje jet € [0,2x], nasa
funkcija f postaje funkcija jedne varijable

g(t) = f(z(t),y(t)) = [f(2cost,sint)
= 4cos?t+sin?t

30052t+1,

gdje jet € [0,2x]. Ekstremne vrijednosti funkcijg €e biti i ekstremne vrijednosti
funkcije f. Zato posmatrajmo jedgau

g'(t) = —6costsint =0.

Stacionarne ke e bitit = 0,t = Z,¢t = 7, ¢t = 2L it = 2r. Dakle, pored
tacke (0, 0) imamo josCetiri kandidata za globalni ekstrem, a to séki(2, 0), (0, 1),
(—=2,0) i (0,—1), odredjene gornjim vrijednostima za lzraCunavaj&i sada vrijed-
nost funkcije u svakoj od ovih petdaka, odredjujemo globalne ekstreme.

f(0,0)=0, f(2,0)=4, f(0,1) =1, f(=2,0)=4, f(0,-1)=1.

Uporedjujici gornje vrijednosti, zakljoujemo da funkcijg’ ima globalnu maksimalnu
vrijednost 4 u tékama(2,0) i (—2,0) i globalnu minimalnu vrijednost O u&i (0, 0).
Kao Sto nam pokazuje upravo uradjeni primjer, za funkcigeta na zatvorenoji ogra-
nicenoj oblasti odredjivanje globalnih ekstrema se svodiondet pronadjemo lokalne
ekstreme i ekstreme funkcije na rubu te oblasti, a onda qujerdo State biti globalne
ekstremne vrijednosti.

Ako funkciju ne posmatramo na zatvorenoj i og&emoj oblasti, onda se problem
odredjivanja globalnih ekstrema svodi na to da pronadjeskalhe ekstreme, a onda
nekom metodom ispitamo da li su oni ujedno i globalni ekstrem
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Primjer. U nekoj firmi Zele da naprave pravougaonu posudu bez kropagmane 500
m? i da pritome utro$e $to je manje magumaterijala.

Ozn&imo saz i y duzine stranica te posude u osnovi izsasinu te posude (sve veli-
¢ine su izraZene u metrima), tada u stvari treba ptoménimalnu vrijednost funkcije

M'(z,y,z) = 2y + 222 + 2y=2 ,

pri ¢emu zapremina mora bitiyz = 500. lzrazavaj@i z iz ove jednakosti i uvrStava-
njem u funkcijuM’, dobijamo funkciju

1000 1000
[ + [

M(z,y) = zy + "

)

kojoj treba odrediti minimalnu vrijednost na beskénam pravougaoniku
R={(z,y)lz>0,y>0}.

RjeSavanjem sistema

oM _ 1000 _
or Y z2
oM _ 1000 _
oy ¥
dobijamo jedinu stacionarnudiau A(10, 10). Hesijan funkcijeM glasi
&go 1
HM (z,y) = [ q 2000 } ;
Yy

odnosno

2 1
HM(10,10) = [ | 9 ] :

Kako jedet(HM (10,10)) = 3, zakljutujemo da je Hesijan pozitivno definitan, a to
zn&i da funkcijaM ima lokalni minimum u téki A(10, 10) i pri tome je

1000 1000

Mpin = M(10,10) = 10- 10+ =R + o =300.

Ostaje nam ispitati da li je ovo i globalni minimum funkcijg? Ako je bilo koja
varijabla manja od jedan, j0 < z < 1ili 0 < y < 1, tada je1%2 > 1000,
odnosno“?% > 1000, pa je @&igledno vrijednost funkcij@/ veta od 300. Ako je sada
x >400iy > 1, onda jexy > 400, pa bi opet vrijednosti naSe funkcije bileaeod
300 (analognoi skeajy > 400i = > 1). Dakle, ako posmatramo skup

D= {(z,y)|1<x <400, 1<y <400} ,

izvan skupaD vrijednosti funkcijeM su veee od 300. Na skup nasa funkcija ima
globalni minimum u téki (10, 10), pa je to onda éigledno globalni minimum funkcije
nacitavom skupur.

Ostaje samo jos zakifiti da je tada

500
z = =9,
10-10

odnosno da posuda treba biti dimenzijex 10 x 5, da bi imala odgovaraftu zapreminu
i da bi imali minimalne troSkove.
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15.4. Uslovni ekstrem

U prethodnim primjerima nalazili smo ekstremne vrijedinfigikcije pod restrikcijom
na podskup koji je manje dimenzije. U prvom primjeru smo eksizirali funkciju
f(z,y) = 2% + y? sa restrikcijom na jednodimenzionalnoj elipgi + 4y? = 4. U
drugom primjeru smo ekstremizirali funkciju tri varijablé’ (x, y, z) = xy+2x2+2yz
sa restrikcijom na trodimenzionalnu powrgz = 500.

U prvom smo primjeru problem rijesSili tako Sto smo paranzewali elipsu, a zatim
smo ekstremizirali funkciju jedne varijable. U drugom smazili z kao funkciju od
z i y, a zatim smo ekstremizirali funkciju dvije varijable. U ¢gsekciji cemo dati
generalni metod za rjeSavanje oba ova ali i drugibirsfi problema. U osnovnom
slucaju ekstremizacija, zadata je neka (diferencijabilnakéija f : R* — R za koju
Zelimo n&i ekstremne vrijednosti. Taj problem smo rjeSavali natggia svih krit€nih
tacaka funkcije, a onda testom druge derivacije ispitivalikaer tih t&€aka.
Medjutim, kao Sto smo vidjeli u Primjeru 464, nekada trebasiti ekstremizaciju
funkcije, pricemu su nezavisne varijable te funkcije vezane nekim ughotjotrazimo
ekstremnu vrijednost funkcijé(z1, z2, ..., z,) = y, pri uslovug(zy, z2, ..., x,) = 0.
Ovakvu vrstu ekstremizacije nazivaraslovna ekstremizacija

Primjer. Neka treba odrediti minimum funkcije= 22 + y? pri uslovuz +y = 1, tj.
22 +y2 — min
r+y—1=0.

Ocigledni minimum funkcije, bez uslova , je udd (0,0) i vidimo da ta t&€ka ne
zadovoljava uslow: + y = 1. Sta geometrijski predstavlja uslov u gornjem problemu?

Slika 19: Uslovni ekstrem

Graf funkcijez = z2 + y? je paraboloid, a uslox: + y = 1 predstavlja jedn&nu
ravni uR3. Dakle, mi trazimo minimalnu vrijednost na paraboloidusdimo u onim
tatkama u kojima se sijeku paraboloid (ciljna funkcija) i ra@slovna funkcija). Sa
slike vidimo da se trazi minimum funkcije koja predstavljarabolu u prostoriR3.
Zaista, koristéi uslovnu funkciju, moZzemo izraziti jednu varijablu, ngr= 1 — z, pa
stavljajLEi to u izraz ciljne funkcije imamo,

2=+ (1-2)? =222 -22+1,
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a ovo je zaista jedriana parabole. Sada minimum ove funkcije nalazimo kao jmbl
ekstremizacije funkcije jedne vaerijable! = 4z — 2, pa imamo jednu stacionarnu
taCkuzg = % Kako jez”" = 4, dakle pozitivan, to u i&ki zo funkcija ima minimum.
Izrabunavaj@i yo = 1 — z¢ = 3, zakljucujemo da funkcija = 2% + y* ima minimum
utatki (3, 1), priuslovuz + y = 1.

Gorniji primjer nam daje jedan metod za rjeSavanje problesiavae ekstremizacije,
ali jasno je date primjena ovog metoda biti kudikamo sloZenija, za maldeshgje
uslovne funkcije. Zato nam je u interesu imati i neki drugitotk a najopstiji od svih
je tzv. Lagrangeov metqdkogacemo sada izloziti.

State biti motivacija za ovaj metod? Posmatrajmo ponovo ggmijnjer i konturnu
sliku grafova ciljne i uslovne funkcije. Nivo linije funkjgi = = 22 + 32 predstavljaju
koncentréne centralne kruznice:f + y? = k), a uslovna funkcija zbog svog poloZaja
(ortogonalna na:Oy ravan), predstavljena je pravom linijoma®Dy ravni. Na slici
uoCavamo da prava neke od konturnih linija &ge neke nivo linije nge uopste sfa

ali da samo jednu nivo liniju dodiruje.

Strelice na slici nam pokazuju pravce rasta ciljne funkgjedijentni vektor u razli-
¢itim tatkama), a time je onda odredjeno da nivo linije paraboloiizetkoordinat-
nom pdetku, odgovaraju manjim vrijednostima funkcije (u opsteintaju ovo nije
pravilo). Ovo onda zn& da upravo ona nivo linija koja se dodiruje sa uslovnom funk
cijom predstavlja bitan momenat. NaimeGka na onim nivo linijama koje se ne sijeku
sa uslovnom funkcijom i nemogu biti kandidati za uslovnetetae, a jasno je da od
momenta kada prava pre§gjednu od nivo linija, sj& ce i svaku "véu" nivo liniju,

pa dakle tu i nemozemo traziti kotrali ekstremnu vrijednost.  Naravno, traziti nivo

AN AVAV4

Slika 20:Nivo linije funkcije z = 2 + y? sa uslovnom funkcijora: +y = 1

liniju zadate povrsi koj&e dodirivati uslovnu funkciju ne bi bio lagan posao. Zato se
prisjetimo da je ugao izmedju dvije krive koje se sijeku rjald uglu izmedju njihovih
tangenti u presfoj tatki. Dakle, ako se dvije linije dodiruju, onda se njihovedante

u dodirnoj t&ki poklapaju, il drugagéije iskazano, vektori normala na tim tangentama
su paralelni. Kako je gradijentni vektor upravo onaj veloji je ortogonalan na nivo
liniju u proizvoljnoj tacki, a uslov paralelnosti vektora je uslov njihove kolinaasti,
zakljucujemo da mi treba da odredimo upravo onikéaz, y) € R? u kojima vrijedi

V(z? +y*) = A\V(z +y—1).
Zbog paralelnog pomjeranja, takvih vektora bi bilo beskomeemnogo. Medjutim, mi

trazimo t&ke na uslovnoj krivoj koje to zadovoljavaju, tj. nalazinadke (z,y) koje
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zadovoljavaju
V@ +y?)=AV(z+y—1)i

z+y—1=0.
Generalno, ako rjeSavamo problem
f(X) — ext
9(X) =0,
rieSenjete biti u onim t&kamaX (x4, x2, ..., x,,) U kojima su zadovoljeni uslovi
V(X) = AVg(X) (39)
9(X)=0. (40)

IzloZeni metod se nazivaagrangeov metad nova varijabla. € R koja se pojavljuje
u uslovu (39), naziva slegrangeov multiplikator Ako uvedemo funkciju

AX,A) = F(X) = Ag(X) (41)

koju nazivamd_agrangeova funkcijdi lagranzijan nije teSko ugiti da su uslovi (39)
i (40), ekvivalentni uslovu
VA(X,\)=0. (42)

Zaista, nalaz@ parcijalne izvode po promjenljivima; (i = 1,2, ..., n) imamo

0N _Of 09

0z, ~ or, oz, 1=1,2,...,n.
Sada zbog (42), zaklfwjemo da je
of dg
8332- B )\al‘z =0 ’
zasvei € {1,2,...,n}, tj. vrijedi uslov (39).
Kako je
oA
= — _g(X
o~ 9,
opet zbog (42) imamo
9(X)=0,

odnosno uslov (40). Na ovaj Gia smo prakiEno dali i opis postupka rjeSavanja
uslovne ekstremizacije oblika
f(X) — ext

g(X)=0.
1. Prvo formiramo lagranzijan

A(x17x27 "'7‘7/'7“ )‘) - f(l‘17x27 "'7'7/"”) - )\g(mlamQ) "')mTL) b

2. OdredjujemovA (1, X2, ..., Tn, A).
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3. RjeSavamo jeditanu VA(z1, 22, ..., Zn, A) = 0, tj. sistem

ON  df g
6301 o 6301 Aal‘l =0
o Of dg
81‘2 o 81‘2 )\812 =0
aA 7 afi ..... agio
axn N axn amn B
OA

o —g(w1,22,...,7,) = 0.

RjeSenja posljednjeg sistema su stacionartketdagranzijana i ostaje nam jo$ samo

utvrditi karakter tih t&aka.
Primjetimo odma, d&e u pronadjenim stacionarninti@maX *, biti

AXT,A) = F(X7),

(jer je g(X*) = 0) tj. ekstremi lagranzijana ujedno su i ekstremi nase ciijmcije.
Zato za ispitivanje karaktera tihdaka mozZzemo primjeniti test druge derivacije ili is-
pitivanjem drugog diferencijala ciljne funkcije. Naimekaaje df(X*) > 0, imamo
minimum, a ako je/? f(X*) < 0 imamo maksimum ciljne funkcije sa zadatim uslo-
vom. Ako jed?f(X*) = 0, potrebna su dodatna ispitivanja za odredjivanje karakter
te tecke.

Primjer. Rijesiti problem
flx,y) =2 +y* — ext
r+y=1.
Kao Sto smo rekli, formiramo prvo lagranzijan
Az, y,A) = fz,y) = Ag(z,y) =2 +4° = Mo +y - 1),

gdje je sayg(x,y) = x + y — 1 zadata uslovna funkcija. U drugom korakd@wuaamo
gradijent lagranZijana

ON OA OA
A =(=—,=—, =] =22 —\,2y — —1).
VA(z,y,\) <ax’ay’8>\) 2z = N2y —Nz+y—1)
Sada rjeSavamo sistem
20—\ = 0
20— =0
z+y—1 = 0.

Iz prve dvije jednaine sistema imam®z = 2y, tj. + = y, pa uvrStavajai to u trecu
jedn&inu, dobijamar = y = % i za ove vrijednosti je\ = 1. Dakle, imamo jednu
stacioarnu téku X, (3,1,1).

Posljedni korak je utvrdjivanje karakter&te X . Ratunajlti druge parcijalne izvode,

imamo
d? f(Xo) = 2dz? + 2dy? ,

i vidimo da jed? f(X,) > 0 (kao suma kvadrata), te dakle imamo minimum funkcije
f, pri uslovug, u taki (3, 3), i 0N izNOSi frin = 3.
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31

Primjer. Odrediti na kruznick : (z — 1)? + (y — 2)? = 1 najblizu i najdalju téku
od koordinatnog poetka.

e

Problem mozemo rijesiti jednostavno, paidai pravu
odredjenu tekama(0,0) i (1, 2), i nalaz€i njen presjek sa zadatom kruZnicom.
RijeSimo problem ipak na "tezi" @&. Razmisljajmo ovako: ako opiSemo centralnu
kruZznicu proizvoljnog polupténikar, onda ona na sebi sadrzi sve onékekoje su ha
istom odstojanjur od koodinatnog petka.

"Naduvajmo" neku malu centralnu kruZnicu, sve do momergaaoy dodira sa zada-
tom krutnicomk. TaCka dodirate upravo biti najbliza t&ka koordinatnom petku.
Ako nastavimo "naduvavanje”, kruZnice sj&i kruznicuk ali tu nemamo téaka koje

su najblize ili najdalje jer su sve one dalje od prve dodiai&e, a naduvavanjem do-
bijamo sve dalje i dalje &ke. Ovo naravno vrijedi do momenta kada ponovo dobijemo
kruZnicu koja dodirne kruznick (velika crvena kruznica).

Cijeli opisani postupak nas navodi da problem postavimdovaadjimo minimum
i maksimum funkcijef (x,y) = 2% + y? (to su centralne kruznicéje polupré&nike
trazimo) pri uslovyz — 1)+ (y—2)? = 1 (na ovoj kruZnici trazimo najblizu i najdalju
tatku). Dakle, rjeSavamo

z? +y2 — ext

(x—12+(y—2°=1.

Lagranzijan problemajé(z,y, \) = 22 + 4> — A((z — 1)2 + (y — 2)?> — 1), a njegov
gradijent VA = (22 —2X(z—1),2y —2X\(y— 1), (x —1)? + (y — 2)%2 — 1). RjeSavamo
sistem
20 —2X\(z—1) = 0
2y —2M\y—1)
(212 +(y—-22 -1 =

V5 NG
vjerom zakljl€ujemo da funkcija u ovim ttkama ima najveu i najmaniju vrijednost,
odnosno da su to najdalja i najbliz&ka koordinatnom p&etku, na kruznick.
Vratimo se na opasku "tezi" Ga rjeSavanja. Postavimo problem da na proizvoljnoj
liniji g(x,y) = 0 nadjemo najblizu ili najdalju t&ku od koordinatnog petka. Sada

onaj "lakSi" n&in uopste nemozemo primjeniti, a ovaj "tezi" funkcionidakle, on

: o 1 2 : 1 2
Stacionarne ke suX; (1 + 75 2+ ﬁ) i Xs (1 - 7 2 — —). Prostom pro-
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je univerzalnijeg karaktera i kao takav mnogo bolj€ima Npr. n&i na grafu funkcije
y = 2% 4+ 2 + 1 tatku najblizu koordinatnom gi@tku.

U prethodna dva primjera vidjeli smo kako funkcioniSe Lamyaov metod, précemu
smo imali samo jedno ogaienje, a time i jednu dodatnu varijablu problema. Naravno
da ograntenja moZze biti i viSe, medjutim metod se bitncaeamijenjati. Naime, neka
je zadat problem sa dva ogréanja.

fz1, 22, yxn) — ext
h(ZI;Z% 73:71) =0 )

g(x1, T2, ..., x,) =0.

Formiramo lagranzijan, tako da svakom ogtamju pridruzimo po jedan lagrangeov
multiplikator,

Ay, za, oy, A\ ) = f(21, T2y oy Tn) — A(X1, T2, oo, Tn) — g (X1, T, ooy Ty)

NalaZzenjem gradijenta lagranZzijana, postavljamo sistem

oA Of 99 Oh .
dr; Oy _)\axi _“axi =0,i=12,..,n
oA

oy = d@nwe ) =0

A

a_ = h(l'17x2,...,l‘n):07

o

¢ijim rjieSavanjem dobijamo stacionarnéke problema. Kao i u stiaju jednog ograni-
¢enja, nekim od poznatih postupaka odredimo karakterstacnih t&aka. U opStem
slucaju, ako imamd: ograntenjag;(x1, z2, ..., x,) = 0, postupak je isti, a lagranzijan
je

k
AN = F(X) =D Xigi(X), A= (A1, Agy ooy M) -

Primjer. RijeSimo problem
fla,y,2) =4y — 22 — eat

20 —y—2—-2=0,
2 +y?—1=0.

Za egzistenciju rieSenja gornjeg problema pozivamo se neefe 15..3. Zaista, zbog
drugog ograréienja, &igledno je da vrijedd < x,y < 1, a iz prvog ograriienja onda
zakljuCujemo da je-3 < z < 0, pa je skup na kome traZimo ekstremne vrijednosti
funkcije ogranten i zatvoren.

Lagranzijan glasi

Az,y, 2\ p) =4y =22 = AN2x —y — 2 —2) — p(z® +y* — 1) .
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Nalazimo parcijalne izvode lagranzijana

@
Ox
@
dy
@
0z
@
oA\
@
o

—2X\ — 2ux

4—X—2uy

—2-A
= 2x+y+z+2

= 22 —yP+1.

Sistem koga rjeSavamo ima pet nepoznatihy( z, A, 1) i pet jedn&ina

=2\ —2pux = 0
4+X—-2py = 0
24X =0
—2r+y+z2z+2 = 0
—22—y*+1 = 0.

Iz treCe jedn&ine direktno slijediA = 2. Ubacuj&i to u prvu i drugu jedn@nu,
dobijamo

3
T=——,y=—.
1 1

StavljajLti ove rezultate u petu jedBigu, imamo

4 9 13
N A
. . B 9 .3 - .
Sada imamo dva staja. Zay = /13, z = —TE =g Iskoristimo li i Cetvrtu
jedn&inu, dobijamoz = —2 — \/Lﬁ Time smo dobili prvu stacionarnudiu
2 3 7
Xi(z,y, 2z, A\ 1) = Xq(— , ,—2 — ,2,V13) .

Analogno, za sl@aj . = —+/13, dobijamo stacionarnu ¢iu
2 3 7
Xo(—m, — o, 24 —=,2,—V/13)
2(\/13 V13 V13 )
Lako se sada provjerava da &kaX; imamo maksimum

fmaz:f(Xl):ZL‘i’ﬁa

2

a minimum u ta&ki X,
26

fmin = f(XQ) =4 \/—1—3 .
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16. ViSestruki integrali

ViSestruki integrali

Posmatrajmo proizvoljnu zatvorenu obldstrn-dimenzionalnog euklidskog prostora.
Sames(D) temo oznéavati mjerni broj vekine oblastiD (u slutaju dvodimenzi-
onalne oblasti to je povrsina, za trodimenzionalnu oblag zapremina).

Definicija 16..1. Podjelu oblastD nazivamo pravilnom ako se sastoji od dijeloga{
lija) te oblasti koji zadovoljavaju slje@e osobine:

1. svaketelija je ograntena i ima ogrardienu vel€inu,

2. Dvije razltite telije nemaju zajedikih unutrasnjih teaka. Zajedrike t&ke
dviju razli€itih ¢elija mogu biti samo grabdine t&ke tihcelija,

3. svaka téka oblastiD pripada bar jedndgeliji,

4. svaka ograiiiena figura koja sa svojom granicom lezi u obldstnoze se sas-
tojati iz kon&nog brojacelija.

Definicija 16..2. Celiju jedne podjele nazivamibEelijom ako oko nje mozemo opisati
sferu pré€nika . Pravilna podjela se naziviapodjelom ako je svaka njertzelija o-
celija.

Jasno je da su u jednéjceliji bilo koje dvije ta&tke na rastojanju manjem ili jednakom
0. Podjeletemo ozanéavati uobtajeno sar. Razliite podjele iste oblasti mogu se
porediti ili biti neuporedive.

Definicija 16..3. Podjelacs je produZenje podjele; ako pri prelazu na podjelas
svakacelija podjeles; ostaje nepromjenjenaili se dijeli novom pravilnom podielo
Takodje kazemo u tom staju da je podjela finija od podjeler .

Integralne sume

Definicija 16..4. Neka jeD proizvoljna zatvorena oblasti neka njena pravilna po-
djela. Neka je funkcijaf(X) ograntena naD. Integralnom sumom funkcij¢ u
oblastiD nazivamo svaku sumu oblika

n

S = Zf(Xi)mes(ai) ,

=1
gdje suo; (i = 1,...,n) €elije podjeler, X; € o; (1 = 1,2, ..., n) proizvoljne t&ke.

Uporedo sa integralnim sumama funkcjjggosmatratemo i tzv. gornje i donje inte-
gralne sume

S = Zmimes(ai) i S = Z M;mes(o;)
i=1 i=1

gdje su

m; = inf f(X), M; = sup f(X),(i=1,2,..,n).
Xeo; Xeo;

Ove sume nazivamo takodje i gornja odnosno donja Darboustove.
Za integralne sume vrijede sljetketvrdjenja:
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Teorem 16..5. Pri produZenju podijele oblasti gornja suma ne raste, a dsujma ne
opada.

Teorem 16..6.Donja suma je manja ili jednaka od gornje sume za proizvgtjodjelu
oblast.

Teorem 16..7. Za integralne sume vrijedi
mmes(D) <S8 <8 <8< Mmes(D),

gdje jem = inf y ;5 f(X), M= SUP x5 f(X).
Primjer. Za funkciju dvije promjenljive integralna suma je oblika
S=>"f(& mi)mes(ci),
i=1

gd]ejeXZ(&,??Z) € o; (Z =1,2, ,n)

16.0.1. Definicija viSestrukog integrala

Definicija viSestrukog integrala
NekajeS = > | f(Xi)mes(o;), integralna suma funkcijg(X ) u zatvorenoj oblasti
D.

Definicija 16..8. Broj I nazivamo videstrukim integralom funkcijenad oblagu D
ako za svake > 0, postojid = d(¢) > 0 takav da vaZi

|S—1I]<e¢
za proizvoljnu pravilnu-podjelu oblastiD.
Vidimo da je brojl granina vrijednost integralnih suma, tj.

I = lim S .

max diam(c;)—0

Definicija 16..9. Ako postoji jedinstvena i kortaa grantna vrijednost integralnih
suma finkcijef (X ), kazemo da je funkcija integrabilna u datoj oblasti.

Pri tome je dakle

I = limS= lim zn:f(Xi)mes(Ui)

= //.../Df(::,l:cg,...,:rn)d:rld:rg...d:cn
_ /ﬁf(X)do

Za funkciju dvije promjenljive: = f(z,y), integrabilnu u oblastD, imamo

lim > f(&me)mes(or) = [ [ f(e,y)dudy,
; ks Tk k //E

n—oo
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pri Eemucinjenica dan — oo je ekvivalentna danax diam(oy) — 0. Ovaj integral
nazivamadvojni integralfunkcije f(z,y) nad zatvorenom oblast.

Za funkciju tri promjenljivef(z,y, z) koja je integrabilna u zatvorenoj oblagh, po
definiciji imamo

lim Y  f(&k,nw, Gr)mes(or) = f(x,y,z)drdydz

i ovaj viSestruki integral nazivamwojni integral funkcije f(z,y, z) nad zatvorenom
oblastiD. Od kriterijuma za integrabilnost funkcije viSe promjevilj navedimo,

Teorem 16..10.Funkcija f(z1, z2, ..., 2, ) neprekidna u zatvorenoj obladtl integra-
bilna je u datoj oblasti.

16.0.2. Osobine integrabilnih funkcija

Osobine integrabilnih funkcija

Sliedee teoreme navodimo bez dokaza, iako se njihovo dokazile@kgazvodi koris-
teCi definiciju viSestrukog integrala, potpuno analogno odgajltim teoremama za
funkciju jedne promijenljive.

Teorem 16..11(Aditivnost integrala po podintegralnoj funkcijiNeka suf i f; (i =
1,2, ...,n) integrabilne funkcije u zatvorenoj obladhi i neka jeC' € R proizvoljna
konstanta. Tada vrijedi:

1[5 (fi(X) % % fu(X))do = [ f1(X)do % .. % [ fu(X)do
2. [5Cf(X)do = C [5 f(X)do.

Teorem 16..12Aditivhost po oblasti integracije)Za proizvoljnu podjelu oblasti inte-
gracije D na disjunktne parcijalne oblas),, Ds,...D,,, vaZi

/_f(X)da: [ $(X)do + _f(X)da+...+/_f(X do
D D Do D,

pri Eemu je funkcijaf (X) integrabilna u svakom dijeld; (i = 1,2, ..., n) ukoliko je
ona integrabilna uD i obrnuto.

Teorem 16..13. Ako sam i M oznacimo infimum i supremum integrabilne funkcije
f(X) u D, tada vrijedi procjena
mes(D)m < / f(X)do < mes(D)M .

Teorem 16..14.Ako u zatvorenoj oblasti vrijedf(X) > 0 (f(X) < 0), tada vrijedi

/ﬁf(X)dazo (/5f(X)da)§0).

Za primjenu viSestruke integracije posebno je vazan stjegderem.
Teorem 16..15.Ako je f(X) = 1 za svakaX € D, tada je

/f da—/da—mes

U slucaju dvojnog integrala gdje je oblast integracije iz dvoeimnionalnog euklidskog
prostora, ovo zn& da dvojni integral[ 7 dzdy predstavlja povrsinu oblas, a u
slucaju trojnog integrald [ [; dzdyd= ovo predstavlja zapreminu oblaghi
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16.1. Dvojni integral
16.1.1. Dvojni integral po pravougaonoj oblasti

Dvojni integral po pravougaonoj oblasti
Posmatrajmo funkcijyf (x, y) definisanu u zatvorenom pravougaoniku

D: a<z<b , c<y<d.

Definicija 16..16. Neka je funkcija

= /Cdf(:v,y)dy

integrabilna za svake < [a, b], tada integral

/ab<I>1(:c)d:c = /abdx/cdf(:c,y)dy

nazivamo dvostrukim integralom funkciféz, v) u zatvorenoj pravougaonoj oblagi
pri sukcesivnoj integraciji prvo po promjenljivaj, a zatim po promjenljivo.

Takodje, moZzemo posmatrati funkciju

y) = /bf(:v,y)dx

za koju zahtjevamo da je integrabilna za svgke [c, d], onda integral

/C% dy—/dy/fxy

nazivamo dvostruki integral funkcijé(z, y) u oblastiD pri sukcesivnoj integraciji
prvo pox, a zatim poy.

Teorem 16..17.Neka je funkcijgf (, y) integrabilna u zatvorenoj pravougaonoj oblasti
D (tj. neka postoji dvojni integral funkcij¢) i neka za proizvoljna: € [a, b] postoji
integral fcd f(z,y)dy. Tada postoji dvostruki integral

[lbdx/cdf(w,y)dy
/ /5 F(@,y)dady = / ' o / ey
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Na sli€an n&in pod odgovarajtim uslovima, vaZzi

//Df(:v,y)dxdy/Cddy/abf(x,y)d:c.

Teorem 16..17 nam u stvari daje tehniku za @zmr@avanje dvojnog integrala nad pra-
vougaonom oblasti. Ona se kako vidimo, svodi na prelazakv@ntdg u dvostruki
integralCije su granice u sktaju pravougaone oblasti, konstantne.

Kao posljedicu Teorema 16..17 i napomene iza nje, imamo

Posljedica 16..18.Ako je funkcijaf (x, y) integrabilna u zatvorenom pravougaoniku
D i ako postoje dvostruki integrali

b d . d b
/ du / Fla,y)dy / dy / fa,y)de |
tada vrijedi

//Ef(xay)dfﬂdy/abdﬂf/cdf(fv,y)dy/Cddy/abf(:c,y)dx.

Ovo nam u stvari govori da redoslijed integracije n€@itha vrijednost dvojnog inte-
grala.

Primjer. IzraCunati integrall = [ 5 cos(z + y)dady, gdje jeD kvadrat

os:csg,ogys

Dvojni integrall svodimo na dvostruki, tj.

I = /2 d:c/2 cos(x + y) :/2 dafsin(z + )] |5
0 0
3

0

. ™ . ™ z s
= / [sm(er—)fsmx}d:r:fcos(:ch—) |¢ +cosz |}
o 2 2
= 0.

Primjer. IzraCunati:I = [[,, 6zy*dxzdy, gdje jeD pravougaonik2, 4] x [1,2].

4 2
// 6y dedy = / (/ 6xy2dy> dx
D 2 1
4 2 4 y3 2
:/ (633/ dey) dx / 6= dx
2 1 2 31

4 4
:/ (16x — 2x)dx = 14/ xdx
2 2

= &4

Primjetimo u gornjem primjeru da je podintegralna funkdfjas, y) = 6zy* oblika
f(z,y) = g(x)h(y). Kod dvojnog integrala sa konstantnim granicama to mozemo
koristiti na sljedéi nacin

f(z,y)dzdy = g9(x)h(y)dady = bg(x)dﬂf~ dh(y)dy-
1/, 1/, [ oo |
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Tako bi u posljednjem primjeru imali
4 2 x2
// 6xy2:6/ xdx~/ yidy =6 —
D 2 1 2

16.1.2. Dvojni integral po proizvoljnoj oblasti

4 2

=84

v
3 1

2

Dvojni integral po proizvoljnoj oblasti

U integraciji po proizvoljnoj oblasti mogu nastupiti dvai&aja prikazana na sljedej
slici. Na slici lijevo imamo situaciju kada senalazi izmedju konstantnih granica
b, ay je izmedju krivihy; (x) i y2(z). Na desnoj slici imamo obrat, t < y < di
z1(y) <z < w2(y).

Razmotrimo situaciju prestavljenu lijevom slikom, a napoto analogan 1én se
razmatra i druga mogunost.

y2(2)

Neka

-1 -1

su funkcijey; 1 y» takve da za svako € [a,d] vrijedi y1 (z) < y2(x). Posmatrajmo
oblast zadatu sa

dr=- Ya(z
D:a<z<buy(r)<y<y(z)
D
Lo |
| |
a b
Neka swei d fiksirani

realni brojevi takvi da je: < y1(z) < y2(z) < d. Tada je sistemom
Dr: a<z<b , c<y<d

zadana pravougaona oblast, za kojgaxamo da je sastavljena od tri odvojene oblasti:

1. Di: a<x<b,c<y<yl(zr)
2. D: a<z<b,y2) <y<ya)
3. Dy: a<ax<b,yr)<y<d.
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Pomau funkcijef(x, y) definisane u oblas, konstruis§imo novu funkciju.

) _ [ f@y) 3 (wyeD
f(x,y){ 0 : (x,y)ED_lLJD_Q

Funkcija f* je integrabilna u oblasti pravougaonika jer je konstanta@n U D-, a
poklapa se sa integrabilnom funkcijofma D. Prema prethodnoj sekciji sada imamo

//Ff*(xvy)dmdy = /abdx/cd [z, y)dy . (43)

Posmatrajmo sada lijevu stranu u jednakosti (43). Na osadhtivhosti viSestrukog
integrala po oblasti integracije, imamo

/D_lf (x,y)dmdy—i—//ﬁf (x,y)dzdy
+ /_f*(x,y)dmdy. (44)
Do

/ [ F (@, y)dedy
_

Na osnovu definicije funkcij¢* je

/_f*(m,y)dxdy = /_f*(m,y)dxdy =0
D Do

//Ef*(x,y)dmdyz//Bf(x,y)dmdy.

Sada iz (44) imamo

//Ff*(:c,y)dxdy = /éf(x,y)d:cdy. (45)

Posmatrajmo sada unutra3nji integral na desnoj straniu @8g aditivhosti odre-
djenog integrala vazi

d y1(x) y2(z)
[ (xy)dy = [ (z,y)dy + [ (z,y)d (46)
/C (z,y)dy / (z,y)dy /ylm (z,y)dy

d
+ / Ty (47)

Opet na osnovu definicije funkcijg* vrijedi

y1(x) d
/ I (2, y)dy = / F(a,y)dy =0,
c ya2(x)

pa jednakost (47) postaje

d y2(x)
/ I (@, y)dy = / F(a,y)dy (48)

y1(z)

Koristeti (45) i (48), jednakost (43) postaje

[ fagpdzdy= [ ar [ sy (49)
D a y1(z)
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Ako je oblast integracije data sistemom (desna slika)
D: m(y)<z<az(y) , c<y<d,

sli€no gornjem rezonovanju bi dobili

[éj@yﬂwyzlawLZ?fmme. (50)

Formule (49) i (50) nam daju 8@ izraCunavanja dvojnog integrala za proizvoljnu
oblast integracije. Dakle, dvojni integral rjeSavamo pémadvostrukog integrala u
kome su granice unutradnje integracije eventualno ovisjeelmoj promjenljivoj dok
su granice spoljasnje integracije obavezno konstantnpr@ajenljivima integracije).
Sto se tie pravila za izréunavanje dvojnih integrala, ona su

1. Aditivnost po podintegralnoj funkciji:

//D(f(m,y) +g(z,y))dzdy = //D f(z,y)dedy + //D g(z,y)dxdy .

2. lzvlatenje konstante:

//D cf (x,y)dxdy = c//D Sz, y)dzdy .

3. Aditivnost po granici integracije:

/demeMMWZ/mf@wmw+/mf@wmw.

Primjer. lzvrsiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcijéz, y) nad oblagu
D, ako je

D: y=z,y=2x,z=1.

Oblast integracije je Srafirani dio na slici.

 — — ’y =X OdIugimo se za redoslijed integracije prvo (unutradnia}p a zatim (spoljasnja) po
. . To nam onda diktira da granice zamoraju biti konstante, dok zg one mogu
ovisiti o varijabli . Projektujuci oblastD na x-osu, dobijamo da su granice za
od 0 do 1. Birajuéi proizvolianc € [0, 1] i posmatrajuci vertikalu u toj tacki,
/ konstatujemo da se najmanja vrijedngspostize na linijiy = x, a najveta na liniji
— — y = 2x.

To nam upravo predstavlja granice integracije.

|| stz = | e / " fa )y - / 1( :z f(x,y)dy) "
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Ako bi zamjenili redoslijed integracije treba primjetitndlatu oblast moramo podijeliti
na dvije parcijalne oblasti, naime

//ﬁf(fc,y)dxdy=Aldy/;f(fc,y)dwr[Qdy/%lf(x,y)dm.

Primjer. IzvrSiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcij(z, y) nad oblagu
D: y=z,y=+x.

Oblast integracije je Srafirani dio na slici. Sada imamo

/(')1 da /1‘/I F, v)dy

— /01 (Aﬁf(r,y)dy)dr,

//5 (o, y)dady

Primjetimo da u ovom sktaju imamo jednostavnu zamjenu redoslijeda integragije, t

[ty = [ ay [ fa.y)ir.
I, ).

§to u prvom primjeru nije bio sta;.

16.2. Trojni integral
16.2.1. Trojni integral po oblasti pravouglog paralelopipeda

Trojni integral po oblasti pravouglog paralelopipeda
Neka je sada funkcijd(x, y, z) definisana i integrabilna u zatvorenoj oblasti

Vi ei<z<ay, by <y<by,c1<z<¢cy.

Na slici su sd/,,,, V. i V,, ozn&ene redom projekcije paralelepipedana Oy,
20z i yOz ravan.

Definicija 16..19. Neka je funkcija

Dy (z) = /:2 dy /;2 flz,y,2)dz

c

integrabilna na segmentu , as]. Tada integral

as az ba c2
/ CID(:c)d:c:/ dx/ dy/ flz,y, 2)dz
ay ay by c1

nazivamo trostrukim integralom funkcijé(x, y, z) u zatvorenom paralelepipedu pri
¢emu se integracija vrSi prvo po promjenljivogatim po promjenljivojy i na kraju po
promjenljivojx.

110



Slika 21: Trojni integral po pravougloj oblasti

Definicija 16..20. Neka je funkcija

B(2) = //V F@,y, 2)dzdy

zy

integrabilna na segmenfu, co]. Integral

/:2 P(z)dz = /:2 dz //wa f(z,y, z)dzdy

nazivamo trostrukim integralom funkcij&(z, y, z) po oblasti zatvorenog paralelepi-
peda, pri sukcesivnoj integraciji prvo unutradnja integeapo projekciji paralelepi-
peda urOy ravan (dvojni integral), a zatim spoljna integracija pomjenljivoj z.

Definicija 16..21. Neka je funkcija
q)d(x7y> :/ f(I,y,Z)dZ

integrabilna u oblast,,,. Integral

//V O3(w,y)drdy = //V dzdy /0:2 f(z,y,2)dz

Ty Ty

nazivamo trostruki integral funkcijé(z, y, z) po oblasti paralelepipeda, pri sukcesiv-
noj integraciji prvo po promjenljivop (unutrasnja integracija), a zatim po obl&gi,
(spoljadnja integracija).

Jasno da sve tri gornje definicije definiSu isti pojam trdsigiintegrala, samo sa razli-
¢itim redoslijedima integracije. Analogno gornjim defijgena mogli smo posmatrati
i bilo koju drugu varijantu redoslijeda integracija na desstranama jednakosti.
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Teorem 16..22.Neka je funkcijaf (z, y, z) integrabilna u zatvorenom paralelepipedu
V ineka za proizvoljndz, y) € V, postoji integral fff f(z,y,z)dz , tada postoji i

integral
// dxdy/ f(x,y,2)dz
Vﬂy C1

i vrijedi jednakost

///Vf(m,y,z)dxdydz //V dmdy/: F(z,y,2)d>
- [ s

Primjer. IzraCunati [, zyzdzdydz , gdje je oblasV” zadata sa:

0<2<1,0<y<1,0<z2<1.

Dakle, u pitanju je integracija po paralelepipedu, zatgedii

/// eyededydz = /sz /1dy /lmyzdz
[ [ alng), = [
:/Od <21/2) _ /Ozdx:g

16.2.2. Trojni integral po proizvoljnoj oblasti

Trojni integral po proizvoljnoj oblasti
Neka je u trodimenzionalnom euklidskom prostoru zadatasibl

Vi ag<z<az, yi(x) <y<ya(z), z2i(z,y) <z < z(x,y) .
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Neka je funkcijaf (z, y, 2)
integrabilna u oblastl’. Sli¢no rezonovanju kod dvojnog integrala i ovdje bi smo
oko oblastiV opisali paralelepiped, pa bi smo dijéldaj paralelepiped na disjunktne
oblasti dosli do jednakosti

asz y2(z) z2(z,y)
J[] s 2dodyiz= [ e [ ay [ ey 2a
Vv ai !/1('1«) Zl(xvy)

koja nam daje jedan od dima rjeSavanja trojnog integrala.

Primjer. IzraCunati [[[,, zyzdzdydz , gdje je oblasV’ zadata sa
t>0,y>0,2>0, 22 +y°+22<1.

Sada imamo integraciju po dijelu lopte cenféa0, 0), polupré&nika 1, koji se nalazi u
prvom oktantu. Neka prva integracija bude palruga poy i tre€a poxz. To znd&i da
su granice za konstantne, pa zato projektujmo tijelou Oy ravan (slika desno) iz

koje vidimo granice
0<z<1,0<y<vV1-—2a2.

Granice zaz odredjujemo na stian n&in kao zay: u oblasti projekcije izaberemo
proizvoljnu t&ku i iz nje vitemo vertikalu. Na toj vertikali odredjujemo najmaniju i
najvetu vrijednost zaz, odnosno na kojim povrSima se nalaze te vrijednosti. Na slic
vidimo da je najmanja vrijednost zau ravniz = 0, a najv€a se uvijek nalazi na
povrSiz = /1 — 22 — y2.
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i E y=1-2?
1 nlll””””H“”mm 1 ; i
o ., 1

Ovo nam sada daje prelaz iz trojnog u trostruki integral

1 Vi—z? Vi—a2—y?
/// xyzdxdydz :/ :cd:c/ ydy/ zdz .
\% 0 0 0

Ostaje jos "raunski" dio zadatka.

1 Vi—a? V1—z2_y?
/// ryzdrdydz = / acd:v/ ydy/ zdz
1% 0 0 0

16.3. Jacobijeva determinanta

Jabobijeva determinanta

U linearnoj algebri smo vidjeli da matrice nisu nista druggueslikavanja vektorskog
prostora. Pritome smo se upoznali sa matricama prelazéeiivith je dovoljno znati
u Sta se preslikavaju vektori baze. Tako na primjer matrica

=[]
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predstavlja rotaciju ravni odnosiR? prostora. Ako sada posmatramo proizvoljan
sistem

Y1 = 011T1 + A12%2 + ... + A1 Ty
Y2 = (2171 + A22%2 + ... + A2p Ty

Yn = Ap121 + Ap222 + ... + AnpZn
moZemo ga zapisati u matriom obliku
Y = AX

pa on dakle predstavlja neko preslikavadje R™ — R™. Ukoliko postoji inverzno
preslikavanje datog preslikavanja, takvo preslikavamjeivamoregularnim U gor-
njem slitaju toce biti ako postojiA~!, tj. ako je matricad regularna matrica. Po-
smatrajmo sada opsti slgj preslikavanja

A0 = fl(ZI;ZQ;"';Zn)
Y2 = fQ(ZI;ZQ;"';Zn) (51)
Yn = fn(mlaan;---;mn)

Na osnhovu ovog sistema mozemo formirati funkcionalnu deiteantu

of1 of1
dx1 Oxn
Ofs Of2
J = Ox1 oz,
Ofn Ofn
8:81 8!1,‘7,

Definicija 16..23. Za preslikavanje (51) kaZzemo da je regularno u oblastko vrijedi
1. funkcije f1, ..., f» imaju neprekidne parcijalne izvode po svakoj promjen]jivo
2. J#0.

Determinantw nazivamaoJacobijeva determinantéi jakobijanpreslikavanja (51). U
literaturi seCesto za jakobijan preslikavanja (51) koristi oznaka

D(z1, w2,y p)

J

Ako je dato preslikavanje (51) i preslikavanje

T = gty ta, . tn)
X2 = g2(t1;t2a"'atn) (52)
xn = gn(tlat%---;tn) 9

nije teSko pokazati da za jakobijane ovih preslikavanja vaz

D(flaf27"'7fn> D(gla.gQa"'agn> _ D(flaf27"'7fn)
D(l‘l,l'g,...,iﬂn> D(tl,tg,...,tn) D(tl,tg,...,tn> '
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Iz ovoga onda proizilazi vazna osobina jakobijana:

D(ylay27 7yn> D(xI;ZQa axn)
D(xtha ...,In) D(y17y25 "'ay’n)

=1,

naravno pod pretpostavkom postojanja inverznih prestikgy, Li=1,2,..,n).

Primjer. Odrediti jakobijan preslikavanja

T = pcosy
y=psing
ge Oz cos @ psine
=] % o | _ B =
J g—g gi sinp  pcosp

16.3.1. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

Izratunavanije integrala, kao $to smo to vidjeli kod@ing jednostrukog Riemanovog
integrala,cesto je olakSano uvodjenjem povoljne smjene. lIsta je djuakod n-
integrala, tj. pogodnom smjenom upéa$a se réunanjen-integrala. Neka je zadat
sistem

= a(u,v), y = y(u,v) (53)

Dati sistem predstavlja transformaciju-ravni uzy-ravan, tj. svakoj téki P*(u, v) iz
uv-ravni odgovaratéka P(x, y) iz xy-ravni. Ako t&ki P* € D* odgovarajedinstvena
tatka P € D i obratno, tada je gornjom transformacijom uspostavljeijekbvno
preslikavanje oblastb* naD.

Y
U=mu
P (3 ’
* .
V=1
*( 7’1)) D
U= ug v = Vg
u Xz

Gornjom transformacijom se prava = uy oblasti D*, koja se nalazi wuw-ravni,
preslikava na krivu-liniju u zy-ravni

z = x(uo,v) , ¥y = y(uo, v) .
Analogno, prava = vy oblastiD* iz uv-ravni se preslikava u krivu-liniju u zy-ravni
T = Z(ua ’U()) y Y = y(ua ’U()) .

Ukoliko je oblastD* podjeljena mreZom praviii = ug, v = vg, Na pravolinijske
celije-pravougaonike, transformacijom (53) se ta podjela preslikava u krivgdike
celije o; u zy-ravni.
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s 2

u
Pri tome se pokazuje da vrijedi
. mes(oz-) D(gg7 y)
: = = iy Yi )| »
diama 50 mes(o}) }D(u, v) |J (i, y:)]

u nekoj t&ki (z;, y;) € ;.
Ovo nam daje princip promjene oblasti integracije prilikawodjenja smjena.

Teorem 16..24.Ako se sistemom funkcija

x=x(u,v) , y =y(u,v)

realizuje bijektivno preslikavanje obladfi* u oblastD i ako je funkcijaf(z, y) inte-
grabilna u oblastiD, tada je

//D f@y)dxdy:/l)* f(@(u, ), y(z, y))|J (u,v)|dudo .

Kao specijalnu smjenu kod dvojnih integrala navodimo ovuiiarne koordinate, tj.
transformaciju

T =pcosy , y=psing, (54)
pri Cemu su prirodne granice novih varijabli date sa

0<p<+4+o0, 0<p<27.

(z;9) Geometrijski,p predstavlja udalje-
nost t&ke od koordinatnog fietka,
a p je ugao izmedju pozitivhog di-
jela z-ose i duzip, te odatle pro-
izilaze prirodne granice za ove ve-
® licine.

Naravno, sada se postavlja pitanje da li postoje taelite&tke uzy-ravni kojima bi
odgovarale iste valinep i ¢? Ako posmatramo neko fiksne, koriste&€i smjene
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54 zakljuitujemo da sve tke na kruzniciz? + y? = p2 imaju istu udaljenost od
koordinatnog poetka. Analogno, ako fiksiramo neki ugag, ponovo koristéi smjene
(54) dobijamo da sve &e na polupravaj = tgpex imaju isti ugao prema pozitivnom
dijelu z-ose.

$

Q
Yy y&&

Va

)

X

Iz ovoga zaklj@ujemo da polarne koordinatry, vo) ddredjuj tgﬁlgrjgﬁiryﬁéku u
xy-ravni, Sto je i odgovor na postavljeno pitanje. Osim t arnjeg razmatloanja se
vidi da se linije = ¢ iz polarnog sistema preslikavaju u polupraveyssistemu, a
da se linijep = pg preslikavaju u kruznice.

¥ Y
Y2 —-— -
/ D
/

301 - — — — / -

I I /902 -

I I =7\ \

| | X !

P1 P2 P f1 P2 x

Dakle slika preslikavanjem (54) obladii* iz polarnog sistema, je oblal u pravo-
uglom koordinatnom sistemu.
Kako je jakobijan ovog preslikavanja dat$a= p, to na osnovu gornje teoreme imamo

// [z, y)dzdy :/ f(pcosep, psinp))pdpdp .

D D*

Primjer. IzraCunati: [, e~ =v*dzdy, gdje je oblast integracij® : z2 + ¢ = 1.
Uvedimo polarne koordinater = pcosy, y = psiny. Ubacuj&i ove smjene u

jedn&inu kruZnice, dobijamo da je = 1. Kako nhemamo nikakav uslov na ugapto
je nova oblast integracije data sa

D :0<p<1,0<p<2r.

// e*IZ*?ﬁdazdy = // e*prdpdga
D *
27T 1 5
/ dep / pe” " dp
0 0
1).

m(l—e”

Sada imamo
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1
Primjer. IzraCunati: ————dzdy, gdje je oblast zadata sa

D:(kl)x2+y2:2x, (kg)m2+y2:4m, Wy==, ) y=2x.

Iy Uvedimo polarne koordinate

l, x=pcosp,y=psing, J=p.

UbacujL&i smjene u jedn@ne kruz-
nicek; i ko, dobijamo redom

p=2cosp, p=4cosp. (55)

Jedndine linija I; i o daju nam
veze

1
tg<p=§,tg<p=2- (56)

Veze (55) i (56) nam daju upravo donju i gornju granicu nowhijabli, tj. novodobi-
jenaoblast je

1
D*: p>2cosp, p<4dcosy ,arctg§ < <arctg2.

Sada je prelaz u dvostruki integral dat sa

1 1
————dxd —pdpd
//D @+ 22 //D Al
arctg2 4cosyp 1
e
arctgs: 2cosp P

1 /arcth 1 1
2 Jarctgt \16cos?¢  4dcos?p

3 arctg2 1

= = d
32 arctgi COS250 4
_ i arctg2
32 arctg%
-
o647

Opéstija smjena od gornje smjene su t@epstene polarne koordinatg.
x=apcosy , y=Dbpsinp,

gdje sua i b pozitivni realni brojevi. Ovom smjenom se eIip%é + i—j = 1uuzy-
ravni, prevodi u jedirénu kruznicup = 1 u pe-ravni. Jakobijan ovog preslikavanja je
J = abp. Napomenimo joS i to da ako Zelimo jedimau opSte elipse

(x—p)?  (y—q)?
a? + b2 =1
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prevesti u jedirBnu kruznicu yp-ravni, tocemo posti smjenama

z=a(pcosp+p),y=Dblpsing+q),
sa jakobijanonmy = abp.

16.3.2. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

Smjena promjenljivih u trojnom integralu
Neka je dat sistem

x=zx(u,v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,v,w), (57)

kojim je definisano bijektivno preslikavanjet@kaP* (u, v, w) uvw-prostora, u téke
P(z,y, z) iz zyz-prostora. Ako jeJ jakobijan preslikavanja (57) tada vrijedi

///V f(z,y, z)dzdydz = // - fz(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w))|J|dudvdw ,

gdje jeV* oblast uuvw-prostoru nastala preslikavanjem (57) obl&sti xy z-prostoru.
Kako smo se vieranije upoznali sa cilindénim i sfernim koordinatnim sistemom, ov-
dje temo specijalno pokazati ove dvije vrste smjena u trojndegiralu.

Dakle, ako pravougli Descartesov koordinatni sistem zamje cilindricnim koordi-
natnim sistemom, Sto ostvarujemo sistemom

T =pcosp,y=psing, z=2,

D(xy,z) _ .
Dip,o,z) P tada imamo

/// f(:v,y,Z)dxdydz:// f(pcosp, psinp, z)pdpdpdz .
\%4 V*

Geometrijska interpretacija cilindmih koordinata je ta da svakojdia (x,y, z) iz
xyz-prostora, pridruzimo njen poloZaj naosi, udaljenost projekcije te dae uxy-
ravni od koordinatnog pietka,p, i ugao izmedju potegai pozitivnog dijelaz-ose p.
Pri tome su prirodne granice novih varijabli

jakobijan kojeg jeJ =

0<p<4+0;0<p<2r; —c0 <2< +00.

z

N
\
N\Q\\\
W
A
A

AN
AN
AN
AR

\
\‘§
{\
N \
W
N

0

N
\
\
\

N
A\
W

N
A\

A
\
\

Drzeti po jednu od cilindiénih koordinata konstantnom, dobijamo takozvane koordi-
natne povrsi wyz-prostoru. Ako jep = po, dobijamo koordinatnu povi&® +y? = p2
(cilindar).
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Ako je ¢ = g, odgovarajéa povrs je data sa= tgppz, a to je poluravan u prostoru
koja sadrziz-osu. Na kraju, aka drzimo fiksnim, tj. z = 2y, odgovarajéa povrs je
ravanz = zg. Sferni koordinatni sistem ima za ideju orijentaciju narstg povrsini.
Sferu mozZzemo podijeliti "paralelnim" kruZnicama, medjuikm je i ekvatorijalna,
koje nazivamo paralelama i "velikim" kruznicama koje svelaze kroz polove sfere,
koje nazivamo meridijanima.

U takvoj podjeli sfere, pokazuje se boljim opis polozajkeu smislu koliko smo da-
leko (u stepenima) od nekog fiksnog meridijana i koliko smiekia (u stepenima) od
neke fiksne paralele, od udijenih koordinata, duZine, Sirine i visine. Naravno, uko-
liko sferu "naduvavamo", ti& bitna stvar o poloZaju je i udaljenost od koordinatnog
pocetka. Postoje dva pristupa sfernim koordinatama, u zastskoju paralelu biramo
za fiksnu. Posmatrajmo gornju sliku desno. Uzimamo da jelaljenost téke

Slika 22: Dva pristupa sfernim koordinatama

M od koordinatnog peetka,y je udaljenost od meridijana, tj. ugao izmedju potega
OM'’, gdje jeM' projekcija t&ke M u Ozy ravan i pozitivnog dijela:-ose if je ugao
izmedjup i Ozy ravni, tj. udaljenost téke M od ekvatorijalne ravni.

UoCimo trougadNOM’ M. To je pravougli trougao, pa iz njegé@itavamo

cosf = —M/ sinf = M—M
oM’ OM ’
odnosho
OM' =pcosf, MM' = z = psin® . (58)
Iz pravouglog trouglaAO AM' o€itavamo
0OA . AM’
cosgozm, smap:m,
.
oM =2 oM =2 (59)
CcoS sin ¢
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Kombinujuei (58) i (59) dobijamo sferne koordinate za&hjikada ugaé mjerimo od
ekvatorijalne ravni.

x=pcospcosl , y=psinpcosh, z=psinf .
Prirodne granice su
0<p<+o0,0<p<2m, 2 <0<,

jer su od "ekvatora" najudaljeniji polovi i to sjever®i°, a juzni—90°. Jakobijan za
ovakve smjene jg = p? cos ), tako sada smjena u trojnom integralu izgleda

///v f(2,y, z)dedydz =

= // f(pcospcosh, psinpcos b, psin@)p? cos Odpdpdt .
V*

Uvodeti sferni koordinatni sistem, mjeteugaod od sjevernog pola (Slika 22, lijevo),
sistem glasi
x =pcosysing , y = psinpsinf , z = pcosh,

gdje su prirodne granice novih koordinata
0<p<400,0<p<21,0<0< 7.

Sada je najudaljenija ¢ka od sjevernog pola, juzni pol i tt80°. Jakobijan jeJ =
p?sin 6, i smjena u trojnom integralu izgleda ovako

///v f(z,y, z)dvdydz =

= // f(pcospsin@, psin@sin @, pcos §)p? sin Odpdpdd .
V*

16.4. Primjena viSestrukih integrala

IzraCunavanje zapremine

Nekajez = f(x,y), (z,y) € D C R?, z > 0, povr$ u prostorwyz. Sal’ ozn&imo
granicu oblastD.

Cilindricna povrs sa vodiljonii i izvodnicama paralelnim oDz, sijeCe povrsf(x, y)

po krivojl. SaV ozn&imo zapreminu tijela ograééno sa pomenutom cilindarskom
povrsi (sa strane), oblag D (odozdo) i povrsif (z, y) (0dozgo).
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T \_/
Tada je

V:/Lﬁ@@@@. (60)

Zaista, iz same definicije trojnog integrala jesno je daewiij

Vz/// dxdydz ,
v

a ovo na osnovu Definicije 16..21, moZzemo zapisati kao

V://[)dxdy/of(x7y)dz://Df(x,y)dxdy.

U slutaju da jef (x,y) < 0, jasno je da vrijedi

vzf/Ajmwmw.

Primjer. Izratunati zapreminu tijela ogratenog paraboloidom = z2 + y2, cilin-
darskim povrsima? + y? = z, 22 + y? = 2z i sa ravniOzy.
Ako saD ozna&imo oblast Wzy ravni, omedjenu krugovime? + 4% = zi 22 +3% =

2z, traZzena zapremina je
V= // (z* + y*)dzdy .
D

Uvedimo polarne koordinate: = p cos ¢, y = psin . Jedndine krugova u polarnim
koordinatama s = cosp i p = 2 cos .
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Sada imamo

5 2cosp .
Vo= / de / p’dp
- cos ¢

=
15 (3

= —/ cos? pdyp
4/
45

32"

IzraCunavanje povrSine ravnih likova

Posmatrajmo funkcijy = f(z) > 0 definisanu na razmaku, b]. Neka jeD oblast
ograntena sa gornje strane krivolf{z) sa donje strane razmakajm, b] i sa strana
pravamar = a iz = b.

Y f(z)

D

Iz ranijeg izu-
¢avanja znamo da je povrSina oblaBtdata sa

mes(D) = /ab fla)dx .

Medjutim, gornji izraz se moze zapisati i sa

mes(D) = /ab fla)dz = /ab dx /Of(w) dy = //Dd:cdy,

Sto daje formulu za iz€unavanje povrsSine ravnog lika.

Primjer. 1zraCunati povrSinu kruga poluptaikar. U pitanju je proizvoljan krug, pa
temo izabrati centralni krug polupneikar. Sada je traZzena povrSina

P:// dedy , D: 2?2 +y?> =r?.
D
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Uvedemo li polarne koordinate, tj. smjeme= p cos ¢, y = psin ¢, imamo
2m T
P = d(p/ pdp =7 .
0 0

IzraCunavanje mase tijela

Posmatrajmo tijelo mase u dijelu V' prostoraR? u pravouglom koordinatnom sis-
temuOzyz. Kolicnik #(V) naziva se srednja gustina datog tijela. Ako sad&mo
proizvoljnu t&€ku A(z, y, z) € V i proizvoljnu kugluK (A, ¢) oko te t&ke koja leziu
tijelu V, gustinu tijela u taki A, u oznacip(A) po definiciji ra&€unamo sa

. my
p(A) = p(x,y, 2) = lim mes(K(A2)
gdje jemx masa loptd (A, ¢). Ako je p(A) = const, za tijelo kazemo da je homo-
geno i u tom sldaju veza izmedju gustine i zapreminemes(V), data je poznatom
nam formulommn = mes(V)p. Pretpostavimo zato da tijelo nije homogenoida mu je
gustinap(z, y, 2), (z,y, z) € V, poznata. IzvrSimo podjelu tijeld na podoblasti;,
i = 1,2,...,n kojih je dijametar proizvoljno malen i u kojima onda moZennoagrati
da je gustina konstantna i jedngk@:;, v, z;) za neku téku (x;, y;, z;) € V;. Jasno je
tada da vrijedi

m; = p(i, yi, zi)mes(V;) , i =1,2,...,n,

pa ako izvrS§imo sumiranje svih ovih masa, dobijamo prihlibmasu tijela. Prelaskom
nalimes

n

lim Zp(xuyuzl)mes(‘/l) ’

max mes(V;)—0 4 1
i=

m = ///V plx,y, z)dxdydz .

dobija se masa tijela, tj.

Moment inercije

Pod momentom inercije materijalnetie u odnosu na pravu podrazumijeva se pro-
izvod mase téke i kvadrata rastojanja tedke od prave. Moment inercije kotmog
skupa materijalnih &aka jednak je zbiru momenata pojedindn teCaka. U cilju defi-
nisanja i izr&unavanja momenta inercije tijela, postupam na stedatin.
Pretpostavimo da tijel® u prostoruOzyz ima gustinup(z, y, 2), (z,y,2) € V. Po-
dijelimo V' na manje oblIst¥;, i = 1,2,...,n, i izaberimo istaknute tke (x;, y;, 2;)

u svakoj od podoblasl’;. Smatrattemo da je momenat inercijg dijela tijelaV; u
odnosu ha os®Wz ima vrijednost

Ii = (1‘12 + yf)p(muylazt)mes(‘/t) .

SumirajLEi i prelaze&i na limes, dobija se po definiciji moment inercijelatog tijela

maxmi?(lvmo;(x‘ +y2)p(ai, yi, z)mes(V;)

= ///U(:c2 + %) p(x, y, 2)dzdydz .
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17. Krivolinijski integral

Krivolinijski integral

Pojam odredjenog integrala, definisanog na nekom segmeailtuerprave, u prethod-
noj smo glavi uopstili proSirujci integraciju na oblast ®? i R? prostoru. Sadaemo
uopsStavanije izvrsiti u drugom pravcu. Naime, ako za obfdspiracije ne posmatramo
segment prave linije, nego luk proizvoljne krive u prost@podintegralna funkcija se
definiSe na tom luku, dolazimo do pojma krivolinijskog intalg.

Krivolinijski integral se koristi, kako u matematici, taka raznim primjenama (izra-
cunavanje rada sile na putu, cirkulacija fluida, @Zraavanje mase tijela itd.).
UobiCajeno se razmatraju dvije vrste krivolinijskih integradevolinijski integral prve

i krivolinijski integral druge vrste i mtemo ovdje uraditi isto uz napomenu da su sva
razmatranja izvedena u prostdrd.

17.1. Krivolinijski integral prve vrste

Posmatrajmo u prosto@zxyz dio krive L od tatke A do tatke B, koja se moZe rekti-
ficirati i koja nema samopresjeka. Neka su njene jétheadate sa

r=alt), y=y(t), z=2(t) ; te[nf].

Neka je funkcijaf(x,y, z) definisana i ogragena na krivojL. Podijelimo segment
[, B] nan dijelova
Oé:t()<t1<...<tn:ﬂ.

Svakoj vrijednostit;, i = 1,2,...,n odgovara na krivoj téka A; Cije su koordinate
(i, Yi, 2:), 9dje jex; = x(t;), yi = y(ti) i zs = 2(t;).

Specijalno, za = ¢, imamo t&ku A(xg, yo, z0) 1 zat = t,, taCku B(z,, Yn, 2n)-

Na svakom segmentis;_1, ¢;] izaberimo proizvoljnu vrijednost; parametra. Ovoj
vrijednosti odgovara t&ka M;(&;, n;, ¢;) krive L, pri¢emu je

Si=x(n), mi=ym), G=2(m);i=1,2,...,n.
z

SaAs; ozna-
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¢imo duzinu lukad,_1 A; krive L. Posmatrajmo sljed® integralnu sumu
i=1
Za brojI kazemo da je limes integralne sumgf, L) kadamax As; teZi 0, u oznaci

lim o(f,L)=1,

max As; —0

ako za svakae > 0, postojié > 0, tako da jelo(f, L) — I| < ¢, zamax As; < i za
proizvoljan izbor t&aka(¢;, n;, ¢;) nalukovimad; 1 A4; (i =1,2,...,n).

Definicija 17..1. Ako za funkcijuf(x, y, z) definisanu i ograienu na luku_ postoji

lim o(f,L),

max As; —0

onda se on naziva krivolinijski integral prve vrste funkcfj(z,y, z) po krivoj L i
oznd&ava se sa

/f(m,y,z)ds ili flx,y,2)ds .
L AB

Cestotemo umjesto o krivoj integracije govoriti o luku ili putanjtegracije i nadalje
temo podrazumijevati da je dio-po-dio glatka kriva, a da jé(x, y, z) ograntena na
L i neprekidna u svim f&kama kriveL, osim u njih kon&no mnogo.

Ove posljednje pretpostavke su ustvari neophodni uslosigjanja krivolinijskog in-
tegrala prve vrste.

Sljedetim teoremom navodimo neke od osnovnih svojstava ovogiriakeg

Teorem 17..2.Neka jeL dio krive od tacked do tatkeB, neka su daljef i g funkcije
definisane na lukd i neka integralif, f(z,y,z)dsi [, g(z,y, z)ds postoje.

1. /L(af(m,y,z) + bg(x,y,z))ds = a/L f(z,y,z)ds + b/Lg(x,y,z)ds )

2. Za proizvoljnu tackd' luka L, izmedju tacakal i B vrijedi

f(z,y,z)ds = /Acf(m,y,z)ds—i—/CB f(z,y,z)ds .

AB

3. |fL f(337y,2)d8| < fL |f(x,y,z)|ds.
4. Akojef(z,y,2) < g(z,y,2) za(z,y, 2) € L, onda je

/f(fﬂ,y,z)dSS/g(x,y,z)ds.
L L

Teorem 17..3.Neka jef (z, y, z) neprekidna funkcija na lukli. Postoji tackall* (z*, y*, z*)
na lukuL, takva da vrijedi

/Lf(x,y,Z)dS = f(m*,y*,z*) : l(L) ’

gdje smo sd(L) oznacili duZinu luka..
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Teorem 17..4. Ako postojifAB f(z,y, z)ds, onda vrijedi

f(z,y,2)ds = f(z,y,2)ds .
AB BA

Dokaz. Dokaz slijedi izCinjenice da veliina As; predstavlja duZinu luka od t&e
A;_1 do t&ke A;, pa je &igledno svejedno da li je posmatramo d¢ ; do A; ili od
A;doA;_;. O
17.1.1. lzra&unavanije krivolinijskog integrala prve vrste

IzraCunavanije krivolinijskog integrala prve vrste

Teorem 17..5.Neka je luk krivel, = AB zadat jednacCinama
x=xat),y=ylt), z=2(01); t € o, f], (62)

glatka kriva bez singuarnih tacaka i nekafézx, y, z) neprekidna funkcija na lukil.
Tada vrijedi formula

8
(xvy,Z)dSZ/ Fla(),y(t), 2(0) Va2 (1) +y2(t) + z2(t)dt . (63)

f
AB

Vidimo da se u stvari krivolinijski integral prve vrste, aj@luk L. zadat parametarskim
jedn&inama, svodi na obni Riemanov integral jedne varijable.

Primjer. Izraunati [, (#* + y* + 2%)ds, gdje je lukL zadat parametarskim jedtia
nama kruZne zavojnice

L: x=acost,y=asint, z="0bt;te[0,n].

Na osnovu formule 63 imamo

T
/ (22 + %+ 2%)ds = / (a® cos® t + a®sin® t + b*t?)
L 0

\/a2 sin®t + a2 cos2t + b2 dt

= a2+ b2/ (a® + b*t%)dt
0
4
= (7Ta2 + §7T3b2> Va2 +b?

Primjer. Izra€unati: [, ,(z 4+ y + z)ds, gdje je luk dio prave od &ke A(1,1,1) do
tatke B(3, 3, 3).

Jedn&ina prave zadatatamaA i B je 231 = -1 = 221 jlj u parametarskom
oblikuz =2t+1, y=2t+1, z =2t + 1, paje naosnovu formule (63)

1
/ (x+y+2)ds = /(2t+1+2t+1+2t+1)\/6dt
AB 0

1

6 | (6t+3)dt
0

9
Vo3

|
g
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17.2. Krivolinijski integral druge vrste

Krivolinijski integral druge vrste
Neka je krival u prostoru data jed@mama

r=x(t), y=ylt), z=2(t); t € [a, ]

i neka su funkcijeP (z, y, z), Q(z,y, 2) | R(z,y, z) definisane i ogragene na luku..
Podjelimo segmerjty, 5] nan dijelova t&kamat; i na svakom podsegmenitty_1, ¢;]
izaberimo proizvoljnu vrijednost;, i = 1,2, ..., n.

Vrijednostimat;, odnosnor;, odgovaraju téke A; (z;, y;, z;), odnosnaM;(&;, ni, Ci),
pricemu jer; = z(t;), yi = y(ti), zi = 2(t:), & = (7)), i = y(7) 1 G = 2(7), i =
1,2,...,n. UvedimOjog oznak@dz; = z; —x;—1, Ayz =Yi —Yi—1 i Az; = Yi— Yi—1-
Sada mozemo formirati sljede integralne sume:

o1(P,L) =Y P&, miG)Aw; ,
1=1

02(Q7L) = ZQ(&Z?’U“C’L)Ay’L )

=1

o3(R, L) =Y R(&,mi, G:) Az .
=1
Definicija 17..6. Neka za funkcijuP(z, y, z) (Q(z,y, z), R(x,y, 2)), definisanu na
luku L, postoji limes integralne sumg (P, L) (02(Q, L), 03(R, L)) kadamax Az; —
0 (max Ay; — 0, max Az; — 0).
Tada se on naziva krivolinijskim integralom druge vrsteldtife P(z, y, 2) (Q(z, y, 2),
R(zx,y,2)) po lukuL i ozn&ava se sa

[ Py ( | @@y, [ R(w,y,z>dy> |

/ABP(x,y,z)dm (/ABQ(x,y,z)dy,/ABR(a:,y,z)dy).

Zbir [, P(z,y, z)dz+ [, Q(x,y,z)dy+ [, R(z,y, z)dy se obéno zapisuje u skize-
noj formi

| Py 2o+ QGay. )y + R(w.y,2)dy
L
i naziva se (opstim) krivolinijskim integralom druge vrste

Teorem 17..7.Neka jeL. = AB luk krive, P i P; funkcije definisane na lukli i neka
postoje integralif, P(x,y,z)dxi [, Pi(x,y, z)dz.

1. Za proizvoljnes, b € R vrijedi

P(z,y, z)dz

I
S]

+
S

/L(GP(JJ,y,Z) +bP1(fU,y,z))dx

Py (z,y,z)dx .
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2. Neka jeC € L izmedju tatakal i B. Tada vrijedi

/ P(x,y,z)d:c:/ P(x,y,z)d:c+/ P(z,y,z)dx .
AB AC

CB

Teorem 17..8. Ako je P(x,y, z) neprekidna funkcija na lukd B, onda postoji tacka
M*(z*,y*, 2*) nalukuAB, takva da je

/ P(may72)dx:P(m*7y*52*)(b_a)a
AB

gdje jex(a) = a, z(B) = 0.
Svojstvo da krivolinijski integral prve vrste ne ovisi o jertaciji putanje integracije
nije isto za krivolinijski integral druge vrste. Naime \adi,

Teorem 17..9. Ako postoji integralf , ;, P(x, y, z)dz, tada vrijedi

/ P(z,y,z)dx = 7/ P(z,y,z)dx .
AB BA

17.2.1. Izra&unavanije krivolinijskog integrala druge vrste

Teorem 17..10.Neka je krivaA B zadata jednacinama

z=2a@t),y=yt), z==2(t); t€[a,f],

glatka i nema singularnih taaka i neka je funkclfdz, y, z) neprekidna na lukul B.
Tada vazi formula

B

/ P(e,y, 2)dz = / Pa(t), y(t), 2()) - o/ (t)dt (64)
AB

[e%

Analogno se iskazuje tvrdnja i za funkcijgi R, tj.

B
Qa,y, 2)dz = / Qa(t), y(t), 2(t)) - v/ (D)t ,

AB

B
/ R, y, 2)da = / R(a(t). y(t). =(1)) -  (£)dt
AB «

Sada za sumarnu formulu imamo

8
/ Pdx + Qdy + Rdz = / (P2’ (t) + Qy'(t) + R2'(t))dt . (65)
AB

«

Primjer. Izratunati:
/(ac2 — 2xy)dx + (y* — 22y)dy ,
L

gdje jeL luk paraboley = 22, od tatke A(—1, 1) do tacke B(1, 1).
Za parametar krive uzimama Formula (65) nam dajel{ = 0)

1
/(12 —2zy)dx + (y* — 2zy)dy = / (2% — 22° + 22° — 42t)dx
L

-1
14

15"
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Primjer. Izratunati: [, (y—z)dz+(z—x)dy+(z—y)dz, gdje jeL kruZnica odredjena
sferomz? 4 y?+ 22 = a? iravniy = x. Pritome je smjer integracije suprotan kretanju
kazaljke na satu, ako se gleda iz pozitivnog dijelase.

z

Za parametar&gledno moZzemo izabrati ugao izmedju radijus-vektoéaeana kruz-
nici i ekvatorijalne ravni. 1z sfernih koordinata onda imam

a2 a2

r=——cost, y=——cost, z=asint,
2 ¥

pri ¢emu se zbog zadate orijentacije, parametaijenja od 0 d@27. Sada na osnovu
formule (65) imamo

[,y = 2)dz + (2 — 2)dy + (x — y)dz =

27T 2

2 V2

= / la \/_(icostfsint)sintf
0 2 2

a2
2

2
(sint — gcost)sint dt=0.

18. Nezavisnost integracije od putanje. Grinova for-
mula
Nezavisnost integracije od putanje

Krivolinijski integral druge vrste u opStem slaju zavisi od putanje po kojoj se vrSi
integracija. Medjutim, to nije uvijek skaj.
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Ukoliko izraz Pdz+Qdy+ Rdz predstavlja totalni diferencijal neke funkciigz, v, z),
onda integral vektoréP(x, y, z), Q(x,y, z), R(z,y, z)) po lukuL = AB zavisi samo
od t&akaA i B, a nei od linije kojom su te tke povezane.

Teorem 18..1.Neka je u oblastl” c R? zadata neprekidna vektorska funkcija

7 = (P(l‘, Y, Z)a Q(Za Y, Z)v R(l‘, Y, Z)) .
Tada su sljedeca tvrdjenja ekvivalentna:

e Postoji funkcijau(zx, y, z) sa neprekidnim prvim parcijalnim izvodima, defini-
sana u oblastl/, takva da je
ou

a.. :P(3C7ya2)7

U ou
al‘ ——Q(l‘,y,Z), a_

e Krivolinijski integral druge vrstef , , Pdx + Qdy + Rdz po putanjiAB C V,
gdje suA(xo, yo, 20) | B(x1,y1,21) pocetna, odnosno krajnjadka te putanje,
ne zavisi od oblika putanje, nego samo othteaA i B. Pri tome vrijedi

Pdx + Qdy + Rdz = u(x1,y1, 21) — u(xo, Yo, 20) -
AB

e Krivolinijski integral
Pdzr + Qdy + Rdz

c

po proizvoljnoj zatvorenoj putangi C V' jednak je nuli.

Na osnovu gornjeg teorema jasno je da se problentuzravanja krivolinijskog inte-
grala druge vrste, kada on ne ovisi o putu integracije, smadiraspoznavanje kada
je podintegralna funkcija totalni diferencijal neke veldice funkcije. Zato nam je od
interesa dati joS neki kriterijum za takvo "raspoznavanje"

Definicija 18..2. Za oblastl’ ¢ R? kazemo da je prosto povezana ako se svaka za-
torena dio-po-dio glatka kriva C V', moZe "stegnuti" u proizvoljnu &u M, € ¢,
ostajlEi pri tome u oblasti/.

Strogu matematku formulaciju pojma "stegnuti" ovdje bemo razmatrati. Neka on
ostane u domenu intuitivnog ali navedimo neke primjeretorpsvezanih i nepoveza-
nih oblasti.

UnutraSnjost proizvoljnog kruga i kvadrata su prosto pavezoblasti (R?, ali krug
bez svog centra to nije.

U R? primjer prosto povezane oblasti su lopta i kocka, takodjblast ograniena
dvjema koncentéinim sferama. Torus je primjer oblastiR# koja nije prosto povezana.

Teorem 18..3.Neka je u prosto povezanoj obladtic R? zadata neprekdna vektor-
ska funkcijav’ = (P(x,y, 2), Q(z,y, z), R(z,y, z)) koja ima neprekidne parcijalne
izvodell 2L 9Q 0Q O Ok

Jy?' 9z' Oz 9z' Oz Oy’
Potreban i dovoljan uslov da integrglAB Pdx + Qdy + Rdz, AB C V, ne zavisi od

putanjeAB, jeste da su ispunjeni uslovi

oP_0Q 9 _om or _op
oy Ox’ 9z Oy’ dxr 0z
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Primjer. IzraCunati:

—y T
d d
fimQ_i_yQ Z+x2+y2 Y
po putanijic koja predstavlja krénicu (z — 3)? + y2 = 1.
Kako suP(x,y) = z{—ny i Q(x,y) = —7152 Neprekidne u oblasti ograienoj krivom
cikakosu
or _ y-a* _0Q
dy (12 +y?)? O
i uz to neprekidne funkcije u istoj oblasti, to na osnovu Beoa 18..1 zakljtujemo da
je dati integral jednak O.

Primjer. IzraCunati:

—y T
fil‘2+y2dx+ x2+y2dy’

po putanjic koja predstavlja krénicuz = a cost, y = asint, ¢ € [0, 2x].Zarazliku od
gornjeg primjera, ovdje su funkcijg, @, % i % neprekidne u svim t&kama oblasti
ograntenom krivome osim u t&ki (0,0), ali oblast datog kruga bezdke (0, 0) nije

prosto povezana pa se ne mozemo pozvati na prethodne deignrte. Zato sada

imamo
27 :
-y T —asint .
dz + dy = / ( (—asint)+
t
acc;s acost>dt = 27.
a

18.1. Greenova formula

Veza izmedju dvojnog integrala po nekoj oblasti i krivoskiog integrala po granici te
oblasti data je poznato@reenovom formulomJocimo prostu zatvorenu krivei C R?
koja ograntava oblasD.

Ako se ¢ sastoji od dijelova grafika dviju neprekidnih funkcifai g, definisanih na
[a,b] i takvih da jef(z) < g(z) zax € [a,b], | eventualno dijelova pravik = a i
2 = b, ondatemo oblasD nazvati elementarnom obfagu odnosu na osQx.

Na sli¢an bi n&in definisali elementarnu oblast u odnosu na @gu Oblasti koje su
elementarne u odnosu na obje ose zovemo prosto elementabtastima.

Teorem 18..4(Greenova teorema)Neka jeD C R? oblast ogranitena dio-po-dio
glatkom krivome. Ako su funkcijeP(z,y) i Q(x,y) neprekidne zajedno sa svojim

parcijalnim izvodima%, 99 'na zatvorenoj oblasiD, tada vazi jednakost

§ P+ @y = [ [ (2—? - 2—5) dedy.  (66)

Pritome, oznaka™ u krivolinijskom integralu oznatava da se integracijaiwr§mjeru
pri kome tatke oblastD uvijek ostaju s lijeve strane u odnosu na kretanje.

Dokaz
Pretpostavimo za @etak da je oblasD elementarna oblast u odnosu na @3u.
Dakle, neka je granica obladhl kriva ¢ odredjena jednanamay = f(z), y = g(z)
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o(@) Lo
2 | fy) (y)
-
| 1
N () !
¢ b 1 2 3

(a) Elementarna oblast u odnosu@a (b) Elementarna oblast u odnosu na

Oy
Slika 23:
(f(z) < g(x) zaa < z < V), zatimsar = ai f(a) <y < g(a), kao iz = b,
f(b) <y < g(b), Sto je predstavljeno slikom
Y
g(z)
H G
E F
I I
N f(a)!
a b x
Sada imamo,

[, e = [l [
_ / (P(x, 9(x)) - P(x, f(x))) dz

/a ! Pla g(a))d — / " Pl f())d

P(z,y)dx —/ P(z,y)dx .

EF

GH
Uzimajwti u obzir da na pravama= a i = = b vrijedi dz = 0, imamo

/ P(z,y)dz =0, P(z,y)dx =0,
HE FG
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pa zajedno sa prethodnim vrijedi

// ap(w,y)dxdy
o Oy

odnosno

_/GH P(m,y)dx—/HE P(z,y)dx

//D%Zy)d:cdy = 7?2 P(z,y)dx

Na slican n&in bi dobili

/é%dwdy = 72 Q(z,y)dy

Sabiranjem posljednje dvije jednakosti dobijamo trazesrmiilu

%nydm—i—@mydy—// (3Qxy apéf;’y))dmdy.

Ako oblastD nije elementarna, onda je prvo pravim linijjama paralelnoordinatnim
osama podijelimo na elementarne obldstji = 1,2, ..., n, Sto je prikazano na slici.

&
QN

Nakontogana
svaku podoblasb; primjenimo dobijenu jednakost

j{ P(z, y)dx+Qxydy—// (any an;’y))dxdy,

gdje jec; granica oblastD;. Sabiranjem ovih jednakosti go= 1, 2, ..., n, dobijamo
formulu

%nydm—i—@mydy—// (3Qxy apéf;’y))dmdy.

Pri tome treba ugiti da se krivolinijski integral druge vrste po onim graaa susjed-
nih oblasti koje su im zajedéke, i nalaze se unutar oblgd, pojavljuje uvijek dva puta

i to kreCuti se suprotnim smjerovima, pa se svi ti integrali poni§iazog poznate
nam osobine krivolinijskog integrala druge vrste. O lzvedimo i
jednu primjenu krivolinijskog integrala druge vrste i Gnege teoreme. Ona se odnosi
na izr&unavanje povrsine ravnog lika.

135



Primjer. Neka je D zatvorena oblast u ravitdzy, ograntena dio-po-dio glatkom
krivom c. Poznato nam je da vrijedi

mes(D)://Dd:cdy.

S druge strane, korigteGreenovu formulu, uzimafi P(z,y) = 01 Q(z,y) = =,

dobijamo vezu
//dxdy:% xdy .
D ct

Ako uzmemoP(z,y) = —y i Q(z,y) = 0, dobija se

// d:cdy:f?{ ydx .
D ct

Objedinjujiti gornje, dobijamo formulu za iz€anavanje povrSine ravne figure

1
mes(D) = // dxdy = 5% xdy — ydx .
D ct

U sliedeem primjeru ilustovatemo primjenu Greenove teoreme.

Primjer. IzrCunati:

Yy X
/C$2+y2dm x2+y2dy’
gdje jec luk paraboley = 22, od ta&ke A(—1, 1) do ta&&ke B(1, 1).

OblastD koju posmatramo u Greenovoj te-

oremi je zatvorena i ogratena, pa je li-
1 nija ¢ koja je ograntava, zatvorena linija.
Dakle, da bi mogli primjeniti Greenovu te-
1 1 oremu, neophodno je da putanjaintegracije
‘ ‘ bude zatvorena kontura, Sto u naSem pri-
-1 1 mjeru nije sl&aj.
-1 4

S druge strane, motiv za primjenu Greenove teoreniajenica da vrijedi uslov

oP  0Q
oy Oz’
jer je u tom sl&aju izraz na desnoj strani u (66) jednak 0. Kod nas je tamusholovo-
lien, tj. vrijedi
OP % — 2 0Q
gy (22 +y?)?  Ox’
a to zn&i da bi bilo dobro iskoristiti Greenov teorem. U tom ciljuSuaputanju in-
tegracije ( dio parabole ), zatvorimo proizvoljnom krivoratvaranje treba izvesti sa
krivom po kojoj je krivolinijska integracija lahka). Neka bude prava koja spajactee
Al B, tj. linija
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l: y=1, -1<z<1.

Sada jec U [ zatvorena putanja, pa vrijedi

y x _ 2Q _or _
/cuzx2+y2dx :62+y2dy_//13(3x ay)dmdy_o'

S druge strane, prema pravilima za krivolinijski integralgwve vrste, imamo

Y z Yy z
dx — dy = dr — d
/Cle2+y2 x 2142 Y /53024'92 x 22 1 y2 y+

Yy x
dw — dy .
+/z302+92 e

Iz posljednje dvije jednakosti onda vrijedi

Y T Y z
dx — dy = — dx — dy .
/c:v2+y2 e /lx2+y2 e

Kako je na krivojl, y = 1, odnosnaly = 0, onda je

1
Y x dz 1 s

dr — dy = —— =arclgr =—.
/ll‘2+y2 x2+y2 Y /,1352-1-1 91— 2

Dakle,

Yy x T
dx — dy = ——.
f e =

19. Diferencijalne jedn&Cine

Diferencijalne jednacine

Definicija 19..1. Diferencijalna jednéina (n-tog reda) je jedi@ana oblika

f(aj’ y7 y’?y”) R )y(’n)) = 0)

gdje jex nezavisna promjenljiva, nepoznata funkcija, &, 3", . . . su izvodi nepoznate
funkcije.

Primjer.
2zy" — (x — 3)y’ — 2y = 6xsinz
y/// _ 9y — 0
RjeSenje diferencijalne jedbime je svaka funkcija koja zadovoljava tu diferencijalnu
jedn&inu.

Primjer. Pokazati da je funkcijg = ¢; sin 3z + ¢2 cos 3z, gdje Sucy, co proizvoljne
konstante, rjeSenje jedtiae
Yy + 9y = 0.
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Ako se uy pojavljujen proizvoljnih konstanti, onda je orapce rieSenj®Jn-tog reda.
Ako nema proizvoljnih konstanti, ondagepartikularno rieSenje

Na primjer,y = sin3x + 2 cos 3z je partikularno rjeSenje u gornjem primjeru.  Ti-
povi diferencijalnih jednéina Cija se rjeSenja mogu izraziti pordw kon&nog broja
elementarnih funkcija i njihovih integrala su veoma matgbi. To posebno vrijedi za
jedn&ine drugog i viSeg reda, gdje postoje samo posebbaghi koji se mogu rijesiti
elementarno u gore navedenom smislu.

Historijski gledano, njihov zn&gj je veliki jer su prva saznanja o diferencijalnim jed-
natinama i stéena progavanjem takvih tipova jedgina, pa&evsi od Newtona i Leib-
nitza.

Kako je osnovni momenat njihovog rjeSavanja uvijek bilaegracija kao postupak
inverzan izvodu, takvi tipovi jedri@na se nazivaju integrabilnim, postupak rjeSavanja
nazivamo integracija, a samo rjeSenje se ziowegral diferencijalne jednacine U
prvom dijelu posmatratemo jednaine prvog reda, tj. rieSavaemo problem

y/ = f(l',y> ; (67)

sa p&etnim (inicijalnim) uslovom

y(wo) = yo -

19.1. Jedn&ina sa razdvojenim promjenljivima

Jedn&fina sa razdvojenim promjenljivima
To je jedn&ina kod koje se u (67) desna strana moZe napisati kao pebdipu funk-
cija od kojih jedna zavisi samo ag a druga samo ogl, tj. jedn&ina koja ima formu

y' = f(z)g(y) - (68)
Sljedecim teoremom dati su uslovi za postojanje i jedinstvenesiamja jednzine (68).

Teorem 19..2. Neka je funkcijaf (x) neprekidna na intervalga, b) i neka je funkcija
9(y) neprekidna i razli€ita od nule na intervalu, d). Tada postoji jedinstveno rieSenje
jednacine (68) koje zadovoljava polazni usid) = yo (x0 € (a,b), yo € (¢, d))
definisano je u nekoj okolini tacke.

Y

— Jednainu dovodimo u oblik
y+1

Primjer. Rijesiti jedn&inu: xy’ =

r_ Yy
z(y+1)’

Y

iz koga u@avamo da je data jedéiaa sa razdvojenim promenljivimg (z) = % ,

g(y) = y%). Razdvajamo promjenljive koristejednakost’ = 2,
(y+1ldy dzx
Yy a xz

Sada integralimo posljednju jedtiau i rjeSavanjem integrala na lijevoj i desnoj strani
dobijamo rjeSenje diferencijalne jedfiae,y + Iny = lnz + C' .
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Primjer. Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jediiaey’ = 6%z koje zadovoljava
uslovy(l) = 4.
Data diferencijalna jedritana je jednéina sa razdvojenim promjenljivima. Zato prvo
razdvojimo promjenljive

/ dy 2

y =— =0y

dy
. T <— E:Gxdaz.

Nakon integriranja posljednje jednakosti

/y_Qdy:6/mdm,

dobijamo
1
——=32*+C,
Y
odnosno, rjeSenje diferencijalne jediee je
1
v ="gmie

gdje jeC proizvoljna realna konstanta. Za raz@ieémamo razl€ite funkcije rjeSenja,
Sto je prikazano na Sli&?.

Naci ono rjeSenje koje zadovoljava uslgyl) = 2—15 zn&i od svih funkcija izabrati
onu za koju jeC' odredjen ovim uslovom, tj.

1 1

25 3+C°

odakle nakon krgeg r&una dobijama” = —28, €iji je graf dat na Slici 26.

Slika 24: Grafovi rjeSenja z&@ < 0

19.2. Homogena jednéina

Homogena jedn&ina
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c=2
2 1+ R
C=5—

1 .
1 1 1 1
\/
—2 -1 1 2

Slika 25: Grafovi rjeSenja z@ > 0

34%
24%
14%
% % w ? ? w % %
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1 L
Slika 26: Graf funkcijey(z) = — 52—

Homogena jedridna je jednéina oblika
r— (Y
v=1(%). (69)

gdje je f neprekidna funkcija u nekom intervala, b). Datu jedn&inu rijeSavamo
smjenom

odakle se nalaZzenjem izvoda pama
y'(z) = v/ (z)z + u(x) .
Ubacuji&i posljednje dvije jednakosti u jed@iau (69), dobijamo jedri@nu
u/ — f(u) —u
X
koja predstavlja jedré@nu sa razdvojnim promjenljivima.

Primjer. Rijesiti diferencijalnu jedné@inu: y' = % Prvo uc&imo da desnu stranu
date jednéine moZemo trnsformisati, tj.

,_ 14
yfl_

8 e

8 ke
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odakle je @igledno da je data jedimna homogena. Sada uvodimo smjenu

u="2 Y =vr+u.
x

Polazna jednéina sada dobija oblik

1
v +u= +u7
1—u
odnosno
2u

/

U = ——-.
(1 —u)

Posljednja jednéina je jednéina sa razdvojenim promjenljivim&jjim rjeSavanjem

prema ranije izloZenom postupku dobijamo

1
i(lnufu):ln:chC,

odnosno, vraajlLti smjenu

1
—(1ny—g) =lnzx+C.
2 r x

Primjer. Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jedtiae
y/ = Z_x + g ’
Yy xz
koje zadovoljava usloy(1) = 2. Nakon smjene: = ¥, odakle jey’ = u'z + u,
dobijamo diferencijalnu jedri&nu pou

ur=—,
U

a to je jednaina sa razdvojenim promjenljivima

uduy = — .
x

Integralei ovu jedn&inu dobijamo

2
% =2(nz+C),

odnosno, rjeSenje poje

u(z) = £2vVInz 4+ C.

Vratajlti se na polaznu funkcijy, imamo

y(z) = £2zvInz + C' .

Koristeti uslovy(1) = 2, jasno je da od gornja dva rjeSenja koristimo ono sa znakom
+, a onda dobijamo jedi@au poC

20 =2,
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2 L

Slika 27: Grafik funkcijey(x) = £2zvInz + C

odakle jeC = 1. Dakle rjeSenje zadatka je funkcija

y(z) = +£2zvVInz + 1.

Ideju rjeSavanja iz prvog primjera primjenjujemo geneoahia rieSavanje diferencijal-
nih jedn&ina oblika
, _ax+by
Ccx+dy

Medjutim, ako imamo jedridnu oblika

, ar+by+ec

- , 70
4 dr +ey+ f (70)

jasno je da gornja ideja nije primjenljiva. Ali i ovakve jeafiine rjeSavamo na slan
n&tin, prvo ih transformisti sljede€im smjenama.

r=u+ta, y=v+p,

gdje sua i 8 proizvoljni realni brojevi. UvrStavajti ove smjene u jedri@nu (70),

dobijamo

,  au+bv+aa+bb+c
y = . (72)
du+ev+da+ef+ f

Povoljnim izborom zax i 3, tj. birajuci ih tako da bude zadovoljen sistem

ac+b8+c =
da+ef+f = 0,

jedn&ina (70) prelazi u poznati nam oblik jediiae. Naravno, sistem iz koga odre-
djujemo vrijednosti zav i 5 €e imati rjeSenje ako je njegova determinanta taaiod
nule, tj. ako vrijedi uslowvie — bd # 0.
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20. Linearna jednaCina

Linearna jadnacina
Diferencijalnu jednéina oblika

Y+ f@)y =g(x), (72)

gdje suf i g proizvoljne neprekidne funkcije, nazivartinearna diferencijalna jedna-
cina.

Posmatrajmo sljeds tehniku nalaZzenja rjeSenja jediree (72), nedekivana ali jako
korisna. Pomnozimo nekom funkcijop{z) jedn&inu (72) dakle,

@)y + p(@) f(2)y = plz)g(@) . (73)
Neccekivanu ulogu ove funkcijg(z), kakva god ona bila, pofajmo i zahtjevom
(@) f(x) = p'(z) . (74)

StavljajLti (74) u (73), dobijamo

u(x)y' + i (x)y = p(x)g(x) , (75)

i primjeCujemo da je tada izraz na lijevoj strani izvod proizvoda, {j

u()y' + 1 (2)y = (u(z)y)" (76)
te stavljaji (76) u (75), dobijamo
(1(@)y) = p(z)g(z) . (77)

Integrirajmo sada jedinu (77), imamo

Ju@yas = [ u@gt@is

odnosno, primjenjujti poznato pravilo za neodredjeni integral, slijedi

p(x)y +C = /u(fc)g(fc)dfc : (78)
Kako nam je cilj n&i funkciju y(«), onda iz (78) lagano tainamo

_ Ju=)g(z)dz +C
()

pri Cemu smo iskoristil€injenicu da je konstanta integracienepoznata, pa smo njen

zapis na desnoj strani, jednostavnosti radi, zapisaliGa a ne kako bi réun dao sa

—C'. Posljednom jedridanom mi smo dobili rjeSenje jeddme (72). Ostaje "samo" da

se odgonetne, a Sta je ona fekivana funkcijau(z). Iz jedn&ine (74) imamo

y(z) : (79)

,ul(x) ’
= f(x) <= (Inu(x)) = f(z).
i~ @) = (@) = f()
Opet, integrirajai posljednju jednakost, dobijamo

tnp(o) + D= [ flo)de
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pa po istom principu kao malo prije, moZemo pisati

In p(z) :/f(x)dx—i—D.

Eksponencirajéi obje strane posljednje jednakosti, i koristgravila stepenovanja,

imamo
— oJ f(@)dz+D _ D[ f(z)dz

p(z)
Kako je ie” konstanta, ne gulténa opstosti, kongno imamo
u(x) = Del J@de (80)

i uobicejeno se ovakve funkcije sa ovakvom ulogom naziuategracioni faktor Stav-
ljajuci (80) u (79), slijedi

@) = [ Del F@dzg(z) 4 C
Y oD [ 1(@)dz

C
= ¢ Jf@)de [ f(@)dz =
¢ (/e 9(x) + D> ,

pa kon&no uzimaj&i daje% nova konstant&’, dobijamo krajnji oblik rieSenja jed-

natine (72)
y(z) = e~/ /(@)1de </ el 1@ g () + C) .

Sve ovo gore réeno iskazujemo tvrdjenjem

Teorem 20..1.Neka suf (z) i g(x) neprekidne funkcije na intervalw, b). Tada pos-
toji jedinstveno rjeSenje jednacine (72) koje zadovdajpolazni uslovy(zg) = yo
(o € (a,b) , yo € R) idefinisano je Ua, ). RjeSenje jednatine je dato sa

y(;p) —e [ f(z)dx (C + /g(l_)eff(:c)dwdx)

Primjer. Rijesiti diferencijalnu jedn@nu: 3’ + 2y — x® = 0 i odrediti ono rje3enje
koje zadovoljava usloy(0) = 1.
Dovedimo jednéinu na zahtijevani oblik

y +ay =23

To je linearna jednéina kod koje jef (z) = = i g(x) = z3. Sada je rjeSenje dato sa

ylx) = e~ Jwde (C—l—/mgefwdxdm)

I
o
|
“h\:
/~
Q
+
8
w
®
w8,
U
8
S~

Postavljeni uslov daje nam jedtiau poC
1=1-(C+(0-2)-1),

iz koje dobijamoC' = 3, a to je graf obojen crvenom bojom na Slici 28.
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C=-1
2 C=1
C=3
C=5

-2

Slika 28: Grafik funkcijey(z) = e~ (c ¥ (2 - 2)6%)

20.1. Bernoullijeva jedn&ina
Bernoullijeva jednacina
To je jedn&ina oblika

y' + f(@)y = glx)y” (81)
gdje jea proizvoljan realan broj raztit od 0 i od 1 (u oba ova stiaja jednaina (81)
bi se svela na linearnu jed@iau). Jednéinu (81) rijeSavamo smjenom

odakle se dobija
Z (@) = (1= a)(y(z) "y (z) .
Iz posljednje dvije jednakosti lako se dobija

1 , 1

o
—
y=zl-a |y = zTl-az

11—«

Cijim uvrStavanjem u (81) i elementarnimiaom imamo
74 (1-a)f(@)z=(1-a)g(x),

tj. linearna jednéina poz.

Primjer. Rijesiti diferencijalnu jedn&inu: v’ — y = xy>.
Data jednéina je Bernoullijeva jedridna sax = 2, pa uvodimo smjenu
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Cijim uvrStavanjem u polaznu jedéiau dobijamo

MnoZenjem posljednje jednakosti sa:? imamo
2t z=—x,
ato je linearna jedr@nacije je rieSenje
z=e%(C—(x+1)e"),

odakle vr&ajLEi se na polaznu funkcijy imamo

1
V@) = ST ey
3T C=-3
2[4 C=-1

Slika 29: Graf funkc|JQJ(l‘) = m

20.2. Jednd&ina totalnog diferencijala

Jedn&tina totalnog diferencijala
Opsta jednéina prvog reda u normalnom obliku

y' = f(z,9)
koristeti jednakost)’ = %, moZze se pisati u obliku
dy — f(z,y)de =0,
Sto predstavlja specijalan $laj jedn&ine

P(z,y)dz+ Q(z,y)dy = 0. (82)
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Ako postoji funkcijaF'(z,y) takva da je lijeva strana u (82) totalni diferencijal te
funkcije u nekoj oblasti, tj. da vazi

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy ,

pri cemu je
oF

. OF
%:P(Zay)l a_y :Q(x7y>v

onda jednéinu (82) nazivamgednacina totalnog diferencijala Ako postoji funkcija
F(z,y) sa navedeim osobinama, onda zbog (82){%(x, y) = 0, vrijedi

F(xz,y) =c , ckonstanta (83)

Jednako&u (83) je implicitno definisana funkcijp = ¢g(z) na nekom intervalu, i na
tom intervalu je ta funkcija rjeSenje jedtiae (82).

Napomenimo, da bi funkcija (83) definisala diferencijabifankcijuy = g(x), funk-
cija F, tj. funkcije P i Q) moraju zadovoljavati uslove teorema o implicitnoj funkcij
Ostaje nam joS odgovoriti na dva pitanja. Prvo, kako ustdinde lijeva strana u (82)
jeste totalni diferencijal neke funkcije, i drugo, ako zrada lijeva strana jeste totalni
difernecijal neke funkcije, kako odrediti tu funkciju.

Teorem 20..2. Neka suP(x,y), Q(z,y), 95 (x,y) i 52 (x,y) neprekidne funkcije u
jednostruko povezanoj obladil. Da bi jednacina (82) bila jednacina totalnog dife-
rencijala neophodno je i dovoljno da za svalg y) € D vrijedi

oP oQ

— == . 4

3y (@,y) = 5 -(2,9) (84)

Pri tome, funkcijaF'(x, y) €iji je to totalni diferencijal data je sa
x Y
Flo) = [ Ptg)de+ [ Q.
Zo Yo

gdje je(xo, yo) proizvoljna tatka oblastD.

Postavlja se pitanje St&initi ako uslov (84) nije ispunjen pa jedtiaa (82) nije jedna-
Cina totalnog diferencijala?Jedan oEme da se prevazidje taj problem jeste prgina
eventualno funkciju(z, y), razlicitu od nule, takvu da jediiana

bude jednéina totalnog diferencijala. Funkcif&x, y), ukoliko postoji, naziva sate-
gracioni mnozitelj Potreban i dovoljan uslov za njeno postojanje imamo navasno
iskazanog teorema, tj. mora vrijediti

(hP)  A(hQ)

dy dr
odnosno, nakon iztanavanja ovih parcijalnih izvoda

1 oh oh 0Q 0P

h (Pay Q@x) Or Oy’ (85)
Nalazenje integracionog mnozitelja predstavlja tezablem,Cak sloZenijii od samog
polaznog problema i u opStem 8Rhju je nerjeSiv, jer bi u protivnom svaku jediau
prvog reday’ = f(x,y) mogli rijeSiti elementarno. Ovdjeemo dati dva specijalna
sluCaja kada se integracioni mnozitelj ipak moze eksplicimmetunati. Ti sli€ajevi su
okarakterisani specijalnim oblikom funkcifekoju trazimo i oni su
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1. h je funkcija ovisna samo o promjenljivej
2. h je funkcija ovisna samo o promjenljivgj

U prvom sli€aju, uslov (85) se svodi na jedtiau

Ova jedn@ina ima smisla samo ako je desna strana funkcija samo pndjivgex.
Ukoliko je to sliEaj, tj.

OP 0Q -
(a_y_ 5‘1)/62_“(35),
tada je
hl i ”
h((xx; = U(x) paje h(x) — Cefu(d’«)dzc .

Dakle zbog pojavljivanja konstantg, integracionih mnoziteljaima beskair@ mnogo,
ali u konkretnim situacijama se uzima najprostijiCtj= 1. ldentna je situacija za
slucaj2.. Tada, ako je

(5 - 52) /@=ot).

onda integracioni mnoZitelj ovisi samaoyd dat je sa
h(y) = Cel v@)dy

Primjer. RijeSiti jedn&inu:dy — (ytga + cosz)dz = 0.
Provjerom uslova%—P = % lako utvrdjujemo da polazna jed@iaa nije jednaina
totalnog diferencijalia. Ostaje pokuSatithantegracioni mnozitelj. Kako je

oP  9Q\ .
(a—y—%) /Q=—tgx,

zakljuCujemo da integracioni mnozZzitelj postoji i da je on funkcjeomjenljive .
Prema navedenoj formuli za ovaj ékj, imamo

h(z) = Ce™ J 870" — cos

Sada je jedn@na
coszdy — cosz(ytgx + cosx)dr =0

jedn&ina totalnog diferencijala, i njeno je rieSenje je dato sa

T Yy
F(x,y):f/ (ytgt+cost)costdt+/ cos zdt ,

0 Yo

g.

ycosx — 5 — %(sin 2x — sin 2zq) + 2yo cos xg

F(z,y) =

2cosx
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21. Linearne jedn&ine viSeg reda sa konstantnim ko-
eficijentima
Linearne jednacCine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima
Opésti oblik linearne jedri@nen-tog reda je
ag(2)y"™ + ar(@)y" TV + .+ an(2)y = f()

gdje za funkcijef (z) i a;(z) (i = 1,2, ..., n) pretpostavljamo da su neprekidne funkcije
na nekom segmentl

Mi €emo se ovdje baviti isklIftivo linearnim jednéinama viSeg reda kod kojih su funk-
cije a;(x) (i = 1,2,...,n) konstantne funkcije (realne konstante), tj. raznfzro
linearne jednéinen-tog reda sa konstantnim koeficijentima

aoy(") + aly(n_l) + ..o tany = f(.f) :

21.1. Homogena jednéina sa konstantnim koeficijentima

Homogena jedn&ina sa konstantnim koeficijentima
Kao prvo rijeSittemo homogenu jedGmu, tj. jedn&inu

aoy™ +a1y™ Y + .+ any=0. (86)
Trazeti rjeSenje u obliku
y(x) =™,
gdje jer € R, polazna jedn@na postaje

(a()T‘n —+ a17"n71 + ...+ an)em =0.
Kako jee™ £ 0, iz posljednje jedné&ine dobijamo jedn&nu
(1()7‘” + (117‘"_1 + ... +a, = 0 (87)

koju nazivamdkarakteristicna jednacinpolazne homogene jedtiae. Karakteristina
jedn&ina je polinom stepena pa ona imau rieSenjar; (: = 1,2, ...,n). Primjetimo
da pojedina rjeSenja mogu biti i kompleksni brojevi. Kak® zanimaju samo realna
to ce nam trebati sljeda tvrdnja koja se lako dokazuije.

Lema 21..1. Ako jey(z) = u(x) + iv(x) rieSenje jednacine (86) tada su njen realni i
njen imaginarni dio takodje rjeSenja te jednacine.

Pod ovim imamo u vidu sljede: Ako jer, = o + i3, tada je
y(z) = ™" = eortibe — e**(cos fx + isin fz) ,

pa ako jey(z) rjieSenje polazne homogene jedime, tada su tod** cos Sz i e** sin Sz.

Treba jos naglasiti da ako je jedno od rjeSenja kompleksajcb#- i3, tada postoji i

rieSenje karakteristne jednaine koje je oblikeny — i5.

Pri tome, na osnovu goredenog, tom rjeSenju odgovara rieSenje polazne jéidea
koje se do na znak razlikuje od rieSenja koje dobijemo pomesSenjax + i3 karak-

teristicne jednaine.

Ovo zn&i da Eemo paru konjugovano-kompleksnih rieSenjat- i3 karakteristtne

jedn&ine, dodjeljivati jedan par rjeSenja polazne jetina,e“* cos Sx i €** sin .
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Teorem 21..2.Neka sury, ro, ..., s razliCita rjieSenja karakteristicne jednacine (87),
viSestrukosting, ma, ..., ms, pri cemu jem; + ms + ... + ms = n. Tada su funkcije

eniT peli® g2eti® L g™iTleTi® =12 .5 (88)
rjieSenja jednacine (86) i pri tome su ta rjeSenja linearrezavisna.
Sa gornjom lemom i teoremom smogadno opisali sva rieSenja jedtiae (86).

Primjer. Rjesiti diferencijalnu jedn&@nu: vy’ — 3y’ + 2y = 0.
RjeSenja traZzimo u obliky = ™ pa je karakteristina jednéina data sa

P —3r+2=>r-1)>%*r+2)=0.

RazliCita rieSenja ove jeditne sur; = 1, viSestrukostin, = 2 i ro = —2, viSestru-
kostims = 1, dakle ukupno imame:; + mo = 3 rjeSenja karakteristhe jednaine.

RjeSenjur; = 1 odgovaraju funkcijee® i ze” (zbog viSestrukosti 2), a rjieSenjd =
—2 odgovara funkcija—2*. Sada je rje3enje polazne homogene jéilvadato sa

y(z) = Cre” + Coze™ + Cze " .
Primjer. Rjesiti diferencijalnu jedn&nu:
y© — 2y p a4y 4y L5y 2y 42y =0.
Odgovarajiéa karakteristina jednéina je
6 — 2% 4 drt — 4 4502 —2r 2= (r* + 1)?(r2 —2r +2)=0.

RjeSenja karakterigthe jednaine sur,,, = +i, viSestrukostim,, = 21 73,4 =
1 £ 4, viSestrukostims,4 = 1. Funkcije koje odgovaraju part , konjugovano-
kompleksnih rjeSenja su

cosT , sinz ,xrcosx ,rsinw,

a funkcije koje odgovaraju drugom paru su
e’cosziesine.
RjeSenje polazne jedbme je dato sa
y(x) = Cycosz 4+ Cysinx 4+ 2(Cz cosx + Cysinz)+
+e®(Cs cosz + Cesinz) .
Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednéinu
y" —by"’ — 22y + 56y =0,

a zatim odrediti ono rjeSenje koje zadovoljava uslov

y(0)=1, y'(0) = -2, y"(0) = —4.
Karakterist€na jedndina zadate diferencijalne jedtiae glasi

3 —5r2 —22r +56 = (r+4)(r —2)(r —7) =0,

i njena rjeSenja su

7“1:74,7“2:2,7"3:7.
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RjeSenja su realna i raglta (viSestrukosti 1), pa je rjieSenje jedimae
y(x) = Cre ™ 4 C5e®® 4+ Cse™ .

Nalazei prvi i drugi izvod rjeSenjay(x), postavljeni uslovi nam daju sljediesistem
jedn&ina po nepoznatim konstantarfia, Cs i Cs,

y(0) = Ci1+Ce+C3=1
y’(O) = —A4C; +205+T7C3 = -2
y”(O) = 16C1 +4Cy +49C3 = —4..

14 13 16
fﬁ,czsf*%a

14
:_6—43; EGQJL‘*EGWL‘.
33 15 55

21.2. Nehomogena jedn@ina sa konstantnim koeficijentima

Nehomogena jednaina sa konstantnim koeficijentima
Sadatemo razmatrati nehomogenu jedmaun-tog reda sa konstantnim koeficijentima

ao(2)y™ + a1 (2)y" "V + .+ an(x)y = f(2) .

RjeSavanje ove jediéme se odvija u dva koraka.

Prvi korak: rjeSavamo odgovard&ju homogenu jedri&anu na n&in izloZzen u prethod-
noj sekciji. Pri tome dobijamo odgovar@girieSenje, (x).

Drugi korak: nalazimo bar jednpartikularno rieSenjenehomogene jedgne,y, ().
21.3. Metod jednakih koeficijenata

Metod jednakih koeficijenata
RjeSenje polazne nehomogene jetina je tada dato sa

y() = yn(x) + yp(z) -

Za neke specijalne oblike funkcifx), jednopartikularno rjeSenjgolazne jednéne

mozemo odrediti jednostavnom metodom koju nazivametod jednakih koeficijenata

1. Nekajef(z) = e**

Ukoliko « nije rieSenje karakteristne jednéine, partikularno rjeSenje trazimo u obliku
yp(x) = Ae™®

gdje jeA € R konstanta koju treba odrediti.
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Primjer. Rjesiti jednd&inu:y” — y = 2=,
Karakteristéna jednéina jer? — 1 = 0 i njena su rjeSenja; = 1ir, = —1 paje
yp = Cre® + Coe™7,
U ovom sli€aju jea: = 2 i vidimo nije rjeSenje karakteristhe jednaine te partikularno
rieSenje trazimo u obliky, = Ae?®.
Nalaze&i odgovarajge izvode ove funkcije i ubacujuu polazu jednéinu, dobijamo

4A62;c _ AeQa; — 623; ,
odnosno

3A=1.

Dakle, A = 1, a odgovarajoe partikularno riedenje jg, = e*.
Konano, rjeSenje polazne jedtiae je

1
y(x) = yh(x) + yp(x) =(C1e* + Cre™™ + 5621 .

Ukoliko « jeste rjeSenje karakteritie jednaine i to viSestrukostin, onda partiku-
larno rjeSenje trazimo u obliku

yp(x) = Az™e™® .

Primjer. Rjesiti jedn&inu:y” —y = €”.

Karakteristéna jednéinajer? — 1 = 0 irjeSenjasuy = 1,7y = —1. y, = C1e® +
Che™@,

Sada jen = r; = 1 (viSestrukosti 1) pa partikularno rjeSenje trazimo u ablik =
Aze®. Kako jey, = 2Ae"+ Axe®, ubacuj&i ove podatke u polaznu jedéiau imamo

2Ae” + Axe” — Axe” =7 |

odakle sredjivanjem dobijamd = % odnosnoy, = %xel‘, pa je rjeSenje polazne
jedn&ine
1
y(®) = yn(v) + yp(x) = Cre” + Cae™" + ixe“” )

2. Neka jef (z) = Py(x) (polinom stepena).

Opet razlikujemo dva skiaja: Ako su sva rjeSenja karakteriste jednaine razitita
od nule, onda partikularno rjeSenje trazimo u oblikifz) = Qr(z), tj. u obliku
polinomak-tog stependije koeficijente treba odrediti.

Primjer. Rijesiti jedn&inu:y” — 3y’ + 2y =z + 1.

Karakteristéna jednéina jer? — 3r + 2 = 0 i njenarjeSenjasu; = 1 (m; = 1) i

ro =2 (mg = 1), te jeyn(x) = Cre® + Cre?*.

Kako nula nije korijen karakteristhe jedndine, a desna strana je polinom prvog ste-
pena, partikularno rieSenje trazimo u obligy(z) = Az + B. Sadasu, = A

y, = 0, pa ubacuji to u polaznu jedn&nu imamo,

-3A+Ar+B=xz+ 1t Az +(-3A+B)=z+1,
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odakle izjednéavajlEi odgovarajée koeficijente dobijamo sistem jediiaa

A =1
—3A+B = 1.

RjeSavanjem ovog sistema dobijamo trazene koeficijetite, 1, B = 4, pa je parti-
kularno rieSenje dato sp,(z) = « + 4, arjeSenje polazne jeddiae je

y(z) = yn(z) + yp(x) = Cre” + Coe* +z + 4.

Ako je 0 rjeSenje karakterigtne jednaine viSestrukostin, onda partikularno rjeSenje
trazimo u oblikuy, () = 2™ Qx(z).

Primjer. Rijesiti jedn&inu: ¢y’ 4+ 2y’ = 2 — 1.

Karakteristéna jedndina jer3 + 2r = 0 i njena rjeSenja su; = 0 (m; = 1), To/3 =
+iv/2 (mg/3 = 1). RjeSenje homogene jediiae jey,(r) = Ci + Cacos V2 +
('3 sin V2.

Kako je O& r1) korijen karakteristtne jednaine, partikularno rjeSenje ne trazimo u
obliku polinoma prvog stepena nego kggx) = z(Az + B). Sad sw,, = 2Ar + B,
y, = 2Aiy," =0, pa stavljajéi sve ovo u polaznu jedgau imamo

4Ax+2B=x—1.

Izjedna&avajiti odgovarajge koeficijente dobijamel = 1 i B = —1, tj. y,(z) =

1,2 1
4Z 21‘.

Konatno rjeSenje je

1 1
y(z) = yn(z) + yp(z) = C1 + Oz cos V2z + C3sinv2z + ZazQ — 5%

3. Neka jef (z) = Py(z)e™".
Ukoliko « nije rjeSenje karakteristne jednaine, partikularno rieSenje traZzimo u obliku
Yp() = Qp(w)e™™ .

Ukoliko « jeste rjeSenje karakterigtie jednaine i to viSestrukostin, partikularno
rjieSenje traZimo u obliku
yp(x) = 2™ Qr(x)e™® .
4. Neka jef (z) = e**(asin Sz + bcos fz).
Ukoliko ne postoji rieSenje karakteriétie jednaine oblikar = « + i3, partikularno
rjieSenje traZimo u obliku
yp(x) = e**(Asin Bz + B cos fx) ,

gdje suA, B € R koeficijenti koje treba odrediti.
Ako postoji rjeSenje karakterigtie jednaine oblikar = « + i3, viSestrukostim,
partikularno rjeSenje traZzimo u obliku

yp() = 2™ e* (Asin fx + B cos fx) .

5. Neka jef (z) = Pi(z)e**(asin Sz + bcos fx).
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Ukoliko ne postoji rjeSenje karakteritie jedndine oblikar = « + i3, partikularno
rieSenje trazimo u obliku

yp(x) = e** (Q () sin Bz + Q7 () cos Bz) |

gdje suQ}. i Q7 polinomiistog stepena kao polinofy, Cije koeficijente treba odrediti.
Ako postoji rjeSenje karakterigtie jednéine oblikar = « + i3, viSestrukostim,
partikularno rieSenje trazimo u obliku

yp(z) = 2™ (Q4(z) sin Bz + Q3 (z) cos Bz) .

Ukoliko je funkcija na desnoj strani jedéiae zbir viSe funkcija koje su nekog oblika
od gore spomenutih, tj.

f(@) = fi(@) + fa(@) + .. + fulw) (89)

tada se sluzimo sljeden rasudjivanjem: neka jg,: (z) partikularno rjeSenje kada bi
desna strana bila samo funkcifa, y,2(x) partikularno rieSenje ako je desna strana
samo funkcijafs i tako za svaku funkciju koja je sabirak na desnoj straniatpdr-
tikularno rjeSenje nehomogene jediree Cija desna strana ima oblik (89), trazimo u
obliku

Yp(@) = Yp1(z) + Ypa2(z) + ... + ypi(2) -
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