
1. Nizovi - definicija i osnovni pojmovi

Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 1..1. Svako preslikavanjea : N → R, skupa prirodnih brojeva u skup
realnih brojeva, nazivamo realnim nizom. Broj koji se ovim preslikavanjem dodjeljuje
prirodnom brojun oznǎcavamo saa(n), ili češ́ce saan (xn, fn) i nazivamo gan-ti član
niza. Pri tome brojn u oznacian nazivamo indeksom̌clana niza. Ako je specificirana
zavisnostan od n, onda sean naziva opštimčlanom niza. Za nižciji su članovi
a1, a2, ..., an, ... koristit ćemo krácu oznaku(an)n∈N, ili kratkoće radi samo(an).

Na isti nǎcin možemo definisati nizove kompleksnih brojeva, nizove funkcija ili uop-
šteno nizove elemenata proizvoljnog skupa. Mićemo se ograničiti na posmatranje
samo realnih numeričkih nizova.

Primjer. Niz
1, 2, 3, ..., n, n+ 1, ...

je niz prirodnih brojeva. Niz

1, 3, 5, ..., 2n+ 1, ...

je niz neparnih prirodnih brojeva, a

1, 4, 9, 16, 25, ...

je niz kvadrata prirodnih brojeva.

Niz je potpuno odredjen svojim opštim̌clanom. Na primjer, ako je opštičlan niza dat sa
xn = n

n+1 , niz je u potpunosti odredjen i njegovičlanovi su1
2 ,

2
3 ,

3
4 , ..., ili ako želimo

odrediti stotičlan ovog niza,x100 = 100
101 .

Za odredjivanje niza nije neophodno da postoji formula kojom se eksplicitno odredjuje
opšti član xn u zavisnosti odn. Npr., ako jexn n-ti po redu prost broj, niz(xn)
je korektno definisan, iako ne znamo formulu za odredjivanjen-tog člana tog niza.
Isto tako možemo govoriti da je niz(an) zadat tako da jean n-ta cifra u decimalnom
razvoju broja

√
2, mada formulu zan-tu cifru tog razvoja ne znamo eksplicitno. Znati

konǎcno mnogo prviȟclanova niza nije dovoljno za jednoznačno odredjivanje niza.
Npr., ako je dato prvih peťclanova niza

0, 7, 26, 63, 124,

pravilo po kome su konstruisani ovičlanovi može ali i ne mora da važi za šesti, sedmi
i dalje članove ovog niza.

Predstavljanje nizova
Predstavljati nizove možemo na dva načina. Iz samog opisa niza kao liste brojeva dobi-
jamo prvi nǎcin, predstavljajúci članove niza na realnoj pravoj. Tako bi niz(2, 4, 6, ..., 14),
naznǎcavajúci tačkamačlanove niza, bio predstavljen
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Predstavljati beskonačne nizove na ovaj način bio bi problem jer bi sěcesto gubila
predstava o nizu. Naprimjer za niz(−1, 1,−1, 1, ...) slika bi predstavljala samo dvije
tačke
a oznakamaa2n i a2n−1 bi sugerisali parne i neparne poziciječlanova našeg niza. Još
teže bi bilo predstaviti niz

(

1
n

)∞
n=1

.
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Oznǎcili bi prvih nekolikočlanova niza, a daljěclanove bi smo samo naznačili tačkama.
Bolja, preglednija varijanta predstavljanja niza proizilazi iz činjenice da niz možemo
shvatiti i kao preslikavanje. Pod preslikavanjem shvatamočinjenicu dačlanove niza
numerišemo po njihovim pozicijama. Tako niz(xn)

∞
n=1 možemo predstaviti tabelom

n 1 2 3 ... k ...
xn x1 x2 x3 ... xk ...

Ovo znǎci da niz možemo posmatrati kao preslikavanjex : N −→ R.
Domen ovog preslikavanja je skup prirodnih brojeva i kad godje domen preslikavanja
skupN, takvo preslikavanje nazivamo niz.
Sve ovo znǎci da sada možemo koristiti sve osobine funkcija, ali takodje i pojmove
uvedene sa njima. Ovo prije svega znači da niz možemo predstaviti u obliku grafa.
Tako bi niz(2, 4, 6, ..., 14), predstavljen grafom izgledao kao na sljedećoj slici
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Ovo je sada puno pogodniji način za predstavljanje beskonačnih nizova. Sada grafički
možemo predstaviti malopredašnje “problematǐcne” nizove:

1.1. Konvergencija nizova

Konvergencija nizova
U matematǐckoj analizi proǔcava se ponašanječlanova niza kada njihov indeks neogra-
ničeno raste, tj. kada indeks “teži u beskonačnost”.
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Slika 1: Nizxn = (−1)n.
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Slika 2: Nizxn = 1
n .

Ideja je da se proǔcava "gomilanje"̌clanova niza oko neke konkretne vrijednosti. Tako

na primjer, članovi nizova( 1n ) i
(

(−1)n
n2

)

"gomilaju se" oko nule, tj. sve su bliže

nuli kako indeksn postaje véci, što vidimo ako izrǎcunamo po nekolikǒclanova ovih
nizova,

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, ... − 1,

1

4
,−1

9
,
1

16
, ... .

Začlanove nizǎciji je opšti član dat saxn = 2+(−1)n
n ne bismo mogli tvrditi da su sve

bliže nuli kada sen povécava jer je na primjer

0 < x2n−1 =
1

2n− 1
<

3

2n
= x2n ,

iz čega vidimo da jex2n na vécoj udaljenosti od nule nego njemu prethodeći član.
Medjutim, i ovde se može uočiti neko gomilanje oko nule, što se vidi ako se izračuna
nekoliko prvihčlanova niza,1, 32 ,

1
3 ,

3
4 ,

1
5 , .... Naime, ako izaberemo proizvoljno ma-

len broj ε > 0, svi članovi nizaće biti manji odε, samo ako posmatramo dovoljno
"daleke" članove u datom nizu. Zaista, nije teško vidjeti da za proizvoljno n ∈ N

vrijedi

xn =
2 + (−1)n

n
≤ 3

n
,

pa je dovoljno posmatratǐclanove nizačiji je indeksn > 3
ε , da bude zadovoljeno

xn < ε.

3



Primjetimo da smo u gornjem primjeru pokazali da za proizvoljno ε > 0 svi članovi
niza, pǒcevši od nekog indeksan0, zadovoljavaju nejednakostxn < ε, tj. oni se
gomilaju oko tǎcke 0. Ovo je globalna ideja kojom se uvodi pojam konvergencije.

Definicija 1..2. Kažemo da je realan broja granǐcna vrijednost ili limes niza(xn) ako
za svakoε > 0, postoji prirodan brojn0, takav da za svaki prirodan brojn ≥ n0 vrijedi
|xn − a| < ε, što jednostavnije zapisujemo matematičkom simbolikom sa

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 ⇒ |xn − a| < ε) . (1)

Gornjučinjenicu zapisujemo sa

lim
n→+∞

xn = a ili xn → a (n → +∞) .

Ako je lim
n→+∞

xn = a, kažemo da niz(xn) konvergira kaa ili da teži kaa, kadan

teži u beskonǎcnost. Ako postojia ∈ R, takav da lim
n→+∞

xn = a, kažemo da je niz

konvergentan.

Primjer. U primjeru ispred Definicije 1..2 smo pokazali da jelim
n→+∞

2 + (−1)n

n
= 0.

Na slǐcan nǎcin se pokazuje da jelim
n→+∞

1

n
= 0 ili lim

n→+∞
n

n+ 1
= 1. Pokažimo prvu

relaciju.

lim
n→∞

1

n
= 0

Postoji više ekvivalentnih oblika uslova 1. Tako možemo pisati

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) |xn − a| < ε ,

gdje u dijelu "(∀n ≥ n0)" podrazumijevamo da jen ∈ N.
Takodjer, znak "<" u 1 možemo zamijeniti sa znakom "≤", a znak "≥" znakom ">".
Osim toga, umjesto "(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)" možemo pisati "(∃y0 ∈ R)(∀n ≥ y0)".
Ovu posljednju zamjenu naročito dobro možemo koristiti da bi izbjegli korištenje funk-
cije "[·]".

Primjer. Neka jexn = 2
1
n . Posmatramo li nekoliko prviȟclanova ovog niza

x1 = 21 = 2 , x2 = 2
1
2 = 1, 41... , x3 = 2

1
3 = 1, 26... ,

x4 = 2
1
4 = 1, 19... , ... , x10 = 2

1
10 = 1, 07... ,

vidimo da se vrijednosti umanjuju i da se "kreću" ka 1, tj. "osjécamo" da je lim
n→+∞

xn =

1. Ali ovakvo razmišljanje ni u kom slǔcaju ne predstavlja dokaz ove tvrdnje.

Na isti nǎcin se pokazuje sljedeći važan limes

lim
n→+∞

n
√
a = 1 , (a > 0)
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Okolina tačke

Definicija 1..3. Okolina tǎckea ∈ R je proizvoljan otvoren interval koji sadrži tačku
a. Otvoreni interval(a − ε, a + ε) dužine2ε sa centrom u tǎcki a ∈ R, naziva se
ε-okolina tǎckea.

Definicija 1..4. Kažemo da skoro svǐclanovi niza imaju neku osobinuP ako postoji
n0 ∈ N, tako da za svakon ≥ n0, xn ima osobinuP .

Drugǎcije rěceno, skoro svǐclanovi niza imaju osobinuP ako je imaju svǐclanovi niza
počev od nekog indeksa ili što je isto kao da kažemo da tu osobinuimaju svi članovi
niza osim njih konǎcno mnogo. Nejednakost|xn − a| < ε, koristéci poznati stav
za apsolutnu vrijednost, možemo zapisati i kaoa − ε < xn < a + ε, što je opet
ekvivalentno sa tim daxn ∈ (a − ε, a + ε). Koristéci sve rěceno, Definiciju 1..2
možemo iskazati ekvivalentno u sljedećem obliku.

Definicija 1..5. Kažemo da niz(xn) konvergira ka tǎcki a ∈ R ako se u svakojε-
okolini tačkea nalaze skoro svǐclanovi niza.

b
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b b b b b b b b
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Slika 3: Skoro svǐclanovi niza u raznimε-okolinama

Ako se skoro svǐclanovi niza nalaze u nekojε0-okolini tačkea, onda to isto važi i za
svakuε-okolinu, gdje jeε > ε0.
Iz ovoga je jasno da je konvergenciju dovoljno pokazati za malo ε, odnosno za0 < ε <
ε0, gdje jeε0 proizvoljan pozitivan broj.

Primjer. Niz čiji je opšti članxn = (−1)n nije konvergentan. Zaista, pretpostavimo
suprotno, tj. da je za nekoa ∈ R, lim

n→+∞
xn = a.

Kako su svičlanovi datog niza jednaki ili 1 ili−1, to znǎci da se oba ta broja moraju
nalaziti u proizvoljnojε-okolini tačke a. Medjutim, to ǒcigledno nije mogúce, npr.
izaberemo liε < 1

2 tada nije mogúce da oba broja i 1 i−1 budu u intervalu(a−ε, a+ε)
čija je dužina manja od 1.

2. Konvergentni nizovi

2.1. Osobine konvergentnih nizova

Teorem 2..1. Ako niz ima graničnu vrijednost onda je ona jedinstvena.

Dokaz
Pretpostavimo da vrijedi

lim
n→+∞

xn = a i lim
n→+∞

xn = b .

Ako je a 6= b, onda postojiε > 0 takvo daε-okoline oko tǎcakaa i b budu disjunktne
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( dovoljno je uzeti da jeε = b−a
2 ).

Na osnovu Definicije 1..5 zaklučujemo onda da su svǐclanovi niza (xn), počev od
nekog indeksan1, u ε-okolini brojaa, ali isto tako bi morali svǐclanovi niza pǒcev od
nekog indeksan2 biti u ε-okolini tačkeb.
Ako posmatramǒclanove nizǎciji su indeksi véci i od n1 i od n2, zaključili bi smo da
se oni nalaze i u jednoj i u drugojε-okolini, što nije u saglasnosti sa disjunktnošću tih
okolina.

Definicija 2..2. Za niz(xn) kažemo da je ograničen odozgo ako vrijedi:

(∃M ∈ R)(∀n ∈ N) xn ≤ M .

Niz je ogranǐcen odozdo ako vrijedi:

(∃m ∈ R)(∀n ∈ N) xn ≥ m .

Definicija 2..3. Za niz (xn) kažemo da je ograničen ako je skup svih elemenata tog
niza ogranǐcen, tj. ako postoji realan brojM ≥ 0 takav da je|xn| ≤ M za svako
n ∈ N. Ovo zapisujemo sa

(∃M ≥ 0)(∀n ∈ N) |xn| ≤ M .

Teorem 2..4. Svaki konvergentan niz je ograničen.

Dokaz
Neka je niz(xn) konvergentan, tj. neka jelimxn = a ∈ R. Neka jeε > 0 proizvoljno,
na primjer neka jeε = 1. Na osnovu definicije konvergencije, svičlanovi niza, pǒcev
od nekog indeksan0, pripadaju okolini(a − 1, a + 1), odnosno van ove okoline se
nalazi konǎcno mnogǒclanova niza.
Neka jem1 najmanja vrijednost iM1 najvéca vrijednost od tih konǎcno mnogǒclanova
koji su van okoline. Oznǎcimo sa

m = min{a− 1,m1} , M = max{a+ 1,M1} .

Tada ǒcigledno vrijedi
(∀n ∈ N) m ≤ xn ≤ M ,

što predstavlja ograničenost niza.

Ogranǐcenost niza je prema Teoremi 2..4, potreban uslov konvergencije. Da to nije i
dovoljan uslov, pokazuje primjer niza((−1)n) koji jeste ogranǐcen, ali kao što je ranije
pokazano nije konvergentan.
U sljedécim teoremama pokazatćemo vezu limesa i osnovnih algebarskih operacija.
U mnogim dokazima koji slijede koristit́cemo se poznatom osobinom nejednakosti
trougla, naime ako znamo da je|a− b| < ε i |b− c| < ε, tada imamo

|a− c| = |a− b+ b− c| ≤ |a− b|+ |b− c| < 2ε .

Teorem 2..5. Neka su dati nizovi(xn) i (yn).

1. Ako jexn = c ∈ R za skoro svakon ∈ N, tada je lim
n→+∞

xn = c.

2. Neka je lim
n→+∞

xn = x i lim
n→+∞

yn = y (x, y ∈ R) i neka sua, b i c proizvoljni

realni brojevi. Tada važi:
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(a) lim
n→+∞

(axn + byn) = ax+ by.

(b) lim
n→+∞

(xn + c) = x+ c.

(c) lim
n→+∞

(xn · yn) = x · y.

(d) lim
n→+∞

xn

yn
=

x

y
, ako jey 6= 0 i yn 6= 0 zan ∈ N.

Dokaz
1. je posljedicǎcinjenice da se brojc nalazi u svakoj svojoj okolini.
2. Neka je lim

n→+∞
xn = x i lim

n→+∞
yn = y. Neka jeε > 0 proizvoljan. Pǒcevši od

nekog indeksan1 svi članovi niza(xn) su uε-okolini tačkex. Isto tako, od nekog
indeksan2 svi članovi niza(yn) su uε-okolini tačkey. Stavimon0 = max{n1, n2}.
Tada su za svakon ≥ n0 ispunjene obje nejednakosti

|xn − x| < ε i |yn − y| < ε ,

pa iz nejednakosti trougla slijedi zan ≥ n0

|axn + byn − (ax+ by)| = |axn − ax+ byn − by| ≤ |a||xn − x|+ |b||yn − y| ≤

≤ (|a|+ |b|)ε .

Kako je |a| + |b| fiksan realan broj, aε proizvoljan malen broj, to je i(|a| + |b|)ε
proizvoljno malen broj pa vrijedi

lim
n→+∞

(axn + byn) = ax+ by .

Tvrdjenje (b) u 2. je direktna posljedica tvrdjenja2.(a) i 1. uzimajúci yn = c i
stavljajúci da jea = b = 1.
Dokažimo tvrdjenje(c). Neka je lim

n→+∞
xn = x i lim

n→+∞
yn = y. Neka jeε > 0

proizvoljan. Primjenom nejednakosti trougla imamo

|xnyn − xy| = |xnyn − xyn + xyn − xy| ≤ |yn||xn − x|+ |x||yn − y| . (2)

Na osnovu Teorema 2..4, postoji realan brojM ≥ 0, takav da je|yn| ≤ M za sve
n ∈ N. Sada kao i u dokazu tvrdjenja(a), postojin0 ∈ N takav da je zan ≥ n0,
|xn − x| < ε i |yn − y| < ε, pa iz (2) imamo

|xnyn − xy| ≤ (M + |x|)ε

pa je tvrdjenje dokazano.

Dokžimo i tvrdnju(d). Neka je lim
n→+∞

xn = x i lim
n→+∞

yn = y, gdje jey 6= 0. Ponovo

primjenom nejednakosti trougla imamo
∣

∣

∣

∣

xn

yn
− x

y

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

xny − ynx

yny

∣

∣

∣

∣

≤ |xny − xy|+ |xy − ynx|
|yn||y|

=
|y||xn − x|+ |x||yn − y|

|yn||y|
. (3)
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Za proizvoljnoε > 0 postojin0, takvo da je|xn−x| < ε i |yn−y| < ε čim jen ≥ n0.
Prema tome, brojilac posljednjeg razlomka je manji od(|x| + |y|)ε. Kako jey 6= 0,
postoji nekoδ > 0 takvo da interval(−δ, δ) nema zajedničkih tǎcaka sa intervalom
(y − δ, y + δ) ( npr. uzetiδ = |y|

2 ). U intervalu(y − δ, y + δ) nalaze se svǐclanovi
niza (yn) počevši od nekog indeksan1, pa je|yn| ≥ δ zan ≥ n1, pa je imenilac u
posljednjem razlomku u (3) veći odδ|y|. Dakle, ako jen ≥ max{n0, n1} onda je

∣

∣

∣

∣

xn

yn
− x

y

∣

∣

∣

∣

≤ |x|+ |y|
δ|y| ε ,

pri čemuδ ne zavisi odε. Time je dokaz završen.

Primjer. Izračunati: lim
n→+∞

(

3 · 2 1
n + 2 · 3 1

n

)

.

Koristéci pravilo2.(a) i ranije pokazani limes niza( n
√
a) imamo da je

lim
n→+∞

(

3 · 2 1
n + 2 · 3 1

n

)

= 3 · 1 + 2 · 1 = 5 .

Primjer. Izračunati: lim
n→+∞

(

1

n
+ 6

)

.

Koristéci pravilo2.(b) imamo

lim
n→+∞

(

1

n
+ 6

)

= 0 + 6 = 6 .

Definicija 2..6. Niz (xn) za koga važi lim
n→+∞

xn = 0, nazivamo nula-niz.

Zapravo, ispitivanje proizvoljnog konvergentnog niza se može svesti na ispitivanje
nula-niza, naime važi

Teorem 2..7. Niz (xn) konvergira kaa ∈ R ako i samo ako niz(xn − a) konvergira
ka 0.

Dokaz
Neka je lim

n→+∞
xn = a. Na osnovu Teorema 2..5 2.(b) jelim

n→+∞
(xn−a) = lim

n→+∞
xn−

a = 0.
Obratno, ako je lim

n→+∞
(xn − a) = 0, tada je

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

(xn − a+ a) = lim
n→+∞

(xn − a) + a = a .

Teorem 2..8. Zbir, razlika i proizvod dva nula-niza je ponovo nula-niz.

Teorem 2..9. Neka je(xn) proizvoljan nula-niz i neka je(yn) proizvoljan ograničen
niz ( ne obavezno konvergentan ). Tada je niz(zn), gdje jezn = xn · yn (n ∈ N),
nula-niz.

Dokaz
Kako je niz(yn) ogranǐcen, to postoji realan brojM > 0 takav da je za svakon ∈ N,
|yn| ≤ M . Iz konvergencije niza(xn) ka nuli slijedi da za svakoε > 0 postojin0 ∈ N,
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tako da je za sven ≥ n0 zadovoljeno|xn| < ε. Na osnovu svega ovoga zaključujemo
daće zan ≥ n0 vrijediti

|zn| = |xn · yn| = |xn||yn| < Mε ,

a što znǎci da niz(zn) konvergira ka nuli.

Primjer. Izračunati: lim
n→+∞

cosn

n
.

Oznǎcimo sazn =
cosn

n
=

1

n
cosn. Kako je nizxn = 1

n nula-niz, a nizyn = cosn

je ogranǐcen (cosx ≤ 1 ), to je na osnovu gornje teoreme niz(zn) nula-niz, tj.

lim
n→+∞

cosn

n
= 0 .

Veza limesa i relacija poretka

Teorem 2..10.Neka je(xn) proizvoljan niz.

1. Ako je lim
n→+∞

xn = x > p (< p), tada jexn > p (< p) za skoro svakon ∈ N.

2. Ako je niz(xn) konveregentan i ako jexn > p (< p), za skoro svakon ∈ N,
onda je lim

n→+∞
xn ≥ p (≤ p).

Dokaz

1. Neka je lim
n→+∞

xn = a i neka jea > p. Stavimo li da jeε = a−p
2 , svi brojevi

koji pripadaju intervalu(a−ε, a+ε) su véci odp ali skoro svičlanovi niza(xn)
su u tojε-okolini i time je tvrdjenje dokazano. Slučaj kada jea < p dokazuje se
analogno.

2. Neka je lim
n→+∞

xn = a i neka jexn > p za skoro svakon. Ako bi bilo a < p,

to bi na osnovu dokazanog pod 1) značilo da jexn < p za skoro svakon, što je
očigledna kontradikcija. Dakle mora bitia ≥ p.

Prethodni teorem najčeš́ce ćemo koristiti za slǔcaj p = 0. Naime, ako je lim
n→+∞

xn

pozitivan ( negativan ) broj, tada su skoro svičlanovi niza pozitivni ( negativni ). Ako
su skoro svǐclanovi niza pozitivni ( negativni ), tada je granična vrijednost niza nene-
gativna ( nepozitivna ).

Primjer. Posmatrajmo niz( 1n ). Svi članovi niza su pozitivni, tj.1n > 0, ali lim
n→+∞

1

n
=

0. Ovim se potvrdjuje slijedéce, ako jexn > p za skoro svakon onda je lim
n→+∞

xn ≥ p

Posljedica 2..11.Ako svi članovi niza(xn) pripadaju segmentu[a, b], tada i lim
n→+∞

xn ∈
[a, b].
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2.2. Beskonǎcne granǐcne vrijednosti

Definicija 2..12. Kažemo da niz(xn) divergira ka plus beskonačnosti, što oznǎcavamo
sa lim

n→+∞
xn = +∞, ako vrijedi

(∀K > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)xn > K .

Kažemo da niz(xn) divergira ka minus beskonačnosti, što oznǎcavamo sa lim
n→+∞

xn =

−∞, ako vrijedi

(∀K > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)xn < −K .

U oba slǔcaja kažemo da niz odredeno divergira.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

K
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13b

b
b

b
b

b
b

b
b

b

Slika 4: Odredeno divergentni nizovi.

Definicija 2..12 postaje analogna Definiciji 1..2 ako se uvede pojam okoline besko-
nǎcnosti. Pod okolinom od+∞ podrazumijevamo proizvoljan interval(K,+∞) i
analogno pod okolinom od−∞ podrazumijevamo proizvoljan interval(−∞,−K) za
nekoK ∈ R

+. Na osnovu ovoga možemo reći da niz odredjeno divergira ka+∞
ako su skoro svǐclanovi niza u proizvoljnoj okolini od+∞. Sada možemo izvršiti
selekciju svih nizova u odnosu na konvergenciju. Svaki realni niz spada u jednu od
klasa:

• Niz je konvergentan ( granična vrijednost mu je neki realan broj ).

• Niz je odredjeno divergentan ( granična vrijednost mu je ili+∞ ili −∞ ).

• Niz je neodredjeno divergentan ( nema ni konačnu ni beskonǎcnu granǐcnu vri-
jednost ).

Primjer. Posmatrajmo geometrijski nizxn = qn (n ∈ N). Za kojeq ∈ R je dati niz
konvergentan?

Teorem 2..13.Neka je lim
n→+∞

xn = x ∈ R i neka je lim
n→+∞

yn = +∞. Tada vrijedi:

1. lim
n→+∞

(xn + yn) = +∞.

2. lim
n→+∞

(xn · yn) = sgnx · ∞ (x 6= 0).

3. lim
n→+∞

xn

yn
= 0.
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4. Ako je lim
n→+∞

xn = 0 i ako su skoro svi članovi niza(xn) pozitivni, tada je

lim
n→+∞

1

xn
= +∞.

Postoje kombinacije dva niza kada se rezultat ne može direktno odrediti kao u slǔcaje-
vima opisanim u ovim teoremama. Tada kažemo da je granična vrijednost neodredjena
ili da je neodredjenog tipa. To medjutim ne znači da granǐcna vrijednost ne postoji, već
samo da se ne može unaprijed odrediti primjenom pravila datih u ovim teoremama.

Primjer. Za niz sa opštim̌clanomxn =
n2 + 3n− 2

2n2 + 5n+ 4
imamo neodredjenost tipa∞∞

Postoji sedam tipova neodredjenosti i oni su:

∞
∞ ,

0

0
, 0 · ∞ , ∞−∞ , 1∞ , ∞0 , 00 .

2.3. Monotoni nizovi

Definicija 2..14. Za niz(xn) kažemo da je

• strogo monotono rastući ako vrijedi(∀n ∈ N) xn+1 > xn.

• monotono rastúci (neopadajúci) ako vrijedi(∀n ∈ N) xn+1 ≥ xn.

• strogo monotono opadajući ako vrijedi(∀n ∈ N) xn+1 < xn.

• monotono opadajúci (nerastúci) ako vrijedi(∀n ∈ N) xn+1 ≤ xn.

Za niz koji posjeduje bilo koju od navedenih osobina kažemo da je monoton niz.

Najčeš́ce tehnike ispitivanja monotonosti su posmatranje količnika ili razlike dva uzas-
topnačlana niza. Tako naprimjer, ako jen ∈ N proizvoljan, imamo

xn+1 − xn















> 0 ⇒ niz je strogo monotono rastući
≥ 0 ⇒ niz je neopadajúci
< 0 ⇒ niz je strogo monotono opadajući
≤ 0 ⇒ niz je nerastúci

.

xn+1

xn















> 1 ⇒ niz je strogo monotono rastući
≥ 1 ⇒ niz je neopadajúci
< 1 ⇒ niz je strogo monotono opadajući
≤ 1 ⇒ niz je nerastúci

.

Primjer. Niz xn = 1
n je strogo monotono opadajući jer za proizvoljnon ∈ N imamo

xn+1 − xn =
1

n+ 1
− 1

n
=

−1

n(n+ 1)
< 0 .

Primjer. Niz xn = n
n+1 je strogo monotono rastući jer je za proizvoljnon ∈ N

xn+1

xn
=

n+1
n+2
n

n+1

=
(n+ 1)2

n(n+ 2)
=

n2 + 2n+ 1

n2 + 2n
= 1 +

1

n2 + 2n
> 1 .
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Kriteriji konvergencije mon. nizova

Teorem 2..15. Svaki monoton niz je ili konvergentan ili odredjeno divergentan ( ima
konačnu ili beskonačnu graničnu vrijednost ).

Teorem 2..16.Svaki monoton i ograničen niz je konvergentan.

U ovoj teoremi treba razlikovati dva slučaja:

1. Ako je niz monotono rastúci, zahtijevamo ograničenost odozgo.

2. Ako je niz monotono opadajući, zahtijevamo da je niz ograničen odozdo.

Primjer. Posmatrajmo nizxn =
n

an
(a > 1).

Kako je za dovoljno velikon ∈ N. n · a > n+ 1, to je

xn+1

xn
=

n+ 1

n · a < 1 ,

zaključujemo da je niz strogo monotono opadajući.
Za proizvoljnon ∈ N je xn = n

an > 0, pa je dati niz ograničen odozdo.
Prema gornjoj teoremi je dati niz konvergentan, tj.lim

n→+∞
xn = x0. Pustimo li u izrazu

xn+1 =
n+ 1

n · a xn

dan teži u beskonǎcnost imali bi da vrijedix0 =
x0

a
, a zboga > 1 ovo je mogúce

samo ako jex0 = 0, pa je

lim
n→+∞

n

an
= 0 , a > 1 .

Primjer. Pokažimo da je nizxn =
(

1 + 1
n

)n
rastúci i ogranǐcen odozgo.

Jednostavnim rǎcunom se ima

xn+1

xn
=

n+ 2

n+ 1

(

1− 1

(n+ 1)2

)n

.

Na osnovu Bernoullijeve nejednakosti je
(

1− 1

(n+ 1)2

)n

> 1− n

(n+ 1)2
, n ≥ 2 ,

pa imamo

xn+1

xn
>

n+ 2

n+ 1

(

1− n

(n+ 1)2

)

=
n3 + 3n2 + 3n+ 2

n3 + 3n2 + 3n+ 1
> 1 .

Dakle niz je strogo monotono rastući.
Ako sada posmatramo i nizyn =

(

1 + 1
n

)n+1
, očigledna je nejednakostxn ≤ yn za

proizvoljnon ∈ N. Pokazati da je niz(yn) strogo monotono opadajući, ostavljeno je
za vježbu. Iz ovoga onda zaključujemo da je bilo kojǐclan niza(yn) gornje ogranǐcenje
niza(xn), pa možemo réci da jexn ≤ y1 = 4 za proizvoljnon ∈ N.
Iz monotonosti i ograničenosti niza(xn) zaključujemo njegovu konvergenciju.

Granǐcnoj vrijednosti ovog niza dajemo posebno ime ( prema Euleru), a istǐcemo i
njegovu važnost za računanje mnogih drugih limesa.
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Definicija 2..17.

e = lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n

.

Broj e nazivamo Eulerovim brojem i on je jedna od najvažnijih matematičkih konstanti.
Prvih nekoliko decimala tog broja su

e = 2, 718281828...

Alati za izra čunavanje limesa

Teorem 2..18. ( Teorem o lopovu i dva policajca ) Neka su(xn) i (yn) nizovi za koje
vrijedi

1. lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = A.

2. Za skoro svakon ∈ N je xn ≤ zn ≤ yn.

Tada i niz(zn) ima graničnu vrijednost i važi lim
n→+∞

zn = A.

Primjer. Ispitati konvergenciju nizazn =
ln(1 + n)

1 + n2
.

Matematǐckom indukcijom se pokazuje da vrijediln(1 + n) < n ( šta više, vrijedi
log(1 + x) < x za proizvoljanx > 0 ). Koristéci to imamo,

0 ≤ ln(1 + n)

1 + n2
≤ n

1 + n2
≤ n

n2
=

1

n
.

Ako oznǎcimo saxn = 0, yn = 1
n , onda su uslovi gornje teoreme zadovoljeni, pa

zaključujemo da je

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = 0 = lim
n→+∞

zn .

Primjer. Izračunati: lim
n→+∞

n
√
2n + 3n.

Kako važi
3n ≤ 2n + 3n ≤ 2 · 3n ,

tada je
3 ≤ n

√
2n + 3n ≤ 3

n
√
2 .

Ako oznǎcimo saxn = 3 i sayn = 3 n
√
2, tada ǒcigledno važi

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = 3 ,

pa na osnovu teoreme o lopovu i dva policajca vrijedi

lim
n→+∞

zn = lim
n→+∞

n
√
2n + 3n = 3 .

Teorem 2..19.( Stolzova teorema ) Neka su dati nizovi(xn) i (yn) i neka su zadovoljeni
uslovi:
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1. lim
n→+∞

yn = +∞.

2. Niz(yn) je monotono rastući, tj.yn+1 ≥ yn za skoro svakon.

3. Postoji konačna ili beskonačna granična vrijednostlim
n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
.

Tada postoji i lim
n→+∞

xn

yn
i važi jednakost

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞
xn+1 − xn

yn+1 − yn

Primjer. Izračunati: lim
n→+∞

n

3n
.

Oznǎcimo saxn = n i sayn = 3n. Jasno je da vrijedi lim
n→+∞

3n = +∞. osim toga je

3n+1 > 3n, tj. niz (yn) je monotono rastúci. Kako je

lim
n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→+∞
n+ 1− n

3n+1 − 3n
= lim

n→+∞
1

2 · 3n = 0 ,

dakle zadovoljeni su uslovi Stolzove teoreme pa vrijedi

lim
n→+∞

n

3n
= 0 .

3. Podnizovi

Podnizovi
Ako iz niza(xn) izdvojimo beskonǎcno mnogǒclanova u istom redoslijedu u kome se
pojavljuju u datom nizu, dobijeni niz se naziva podnizom niza (xn). Na primjer ako
u nizu (xn) posmatramo samo njegove parnečlanove, dobijamo podniz(x2k) ili ako
posmatramo svaki sedmičlan imamo podniz (x7k). Formalna definicija podniza je

Definicija 3..1. Neka je dat niz(xn) i neka jen1, n2, ..., nk, ... strogo monotono rastući
niz prirodnih brojeva. Tada kažemo da je(xnk

) podniz niza(xn).

Podniz(xnk
) može se posmatrati kao niz sa indeksimak = 1, 2, ... pa sve što je do

sada rěceno za nizove važi i za podnizove. Neposredno iz definicije podniza slijedi

Teorem 3..2. Ako niz(xn) ima graničnu vrijednostx0, tada i bilo koji podniz(xnk
)

datog niza ima graničnu vrijednostx0.

Obrat u gornjem tvrdjenju ne važi, tj. ako neki podniz(xnk
) niza (xn) ima granǐcnu

vrijednost, sam niz ne mora imati graničnu vrijednost. Jednostavan primjer za to je niz
xn = (−1)n. Njegovi podnizovi(x2k) i (x2k+1) su konstantni nizovi i kao takvi ko-
nvergentni dok sam niz, kao što je to pokazano ranije, nije konvergentan. U ovom dijelu
ćemo se upravo baviti odnosom izmedju konvergencije niza i konvergencije njegovih
podnizova.

Definicija 3..3. Za tǎcku a ∈ R
∗ kažemo da je tǎcka nagomilavanja niza(xn) ako

postoji podniz(xnk
) datog niza koji konvergira ka tački a.

Tačku nagomilavanja možemo definisati i na slijedeći nǎcin
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Definicija 3..4. Tačkaa ∈ R
∗ je tǎcka nagomilavanja niza(xn) ako vrijedi

(∀ε > 0)(∀n ∈ N)(∃m > n) |xm − a| < ε .

Tačka nagomilavanja nije isto što i granična vrijednost niza.
Na primjer, kao što smo to vidjeli već, nizxn = (−1)n ima dvije tǎcke nagomilavanja
x′ = 1 i x′′ = −1, dok skup vrijednosti tog niza{−1, 1} nema niti jednu tǎcku
nagomilavanja jer je on konačan skup.
Sljedécim važnim teoremom utvrdjujemo egzistenciju tačaka nago-milavanja proizvolj-
nog niza.

Teorem 3..5(Bolzano-Weierstrassov teorem)). 1. Svaki ograničen niz realnih bro-
jeva ima bar jednu tačku nagomilavanja uR.

2. Svaki niz realnih brojeva ima bar jednu tačku nagomilavanja uR∗.

Ako saT (xn) oznǎcimo skup svih tǎcaka nagomilavanja niza(xn), onda na osnovu
Bolzano-Weierstrassove teoreme zaključujemo da je on neprazan uR∗.
Koja je gornja granica broja elemenata ovog skupa neće nas zanimati, iako treba reći
da se mogu konstruisati nizovi koji imaju proizvoljno mnogotačaka nagomilavanja, šta
više, postoje nizovi za koje je svaka tačka izR, njihova tǎcka nagomilavanja.

Lema 3..6. Neka je(xn) proizvoljan niz iT (xn) skup njegovih tačaka nagomilavanja.
Ako jex0 tačka nagomilavanja skupaT (xn), onda jex0 ∈ T (xn).

Teorem 3..7. Za proizvoljan niz(xn), skupT (xn) ima maksimum i minimum uR∗.

Dokaz
Na osnovu Teorema 3..5 skupT (xn) nije prazan, pa na osnovu aksioma potpunosti ima
supremum i infimum. Ako jeT (xn) konǎcan ( tj. ima konǎcno mnogo elemenata ) tvr-
djenje je trivijalno. Pretpostavimo zato da je to beskonačan skup. Akoa = supT (xn)
nije maksimum skupa ( tj.a /∈ T (xn) ), onda na osnovu karakterizacije supremuma,
tačka a bi bila tǎcka nagomilavanja skupaT (xn), ali onda bi na osnovu Leme 3..6
a ∈ T (xn), što je ǒcigledno kontradikcija. Dakle, supremum skupaT (xn) pripada
tom skupu pa je on maksimum skupa. Analogno se dokazuje za infimum.

Definicija 3..8. Najvéca tǎcka nagomilavanja niza(xn) zove se gornji limes ili limes
superior niza i oznǎcava se sa

lim supxn ili limn→+∞xn .

Najmanja tǎcka nagomilavanja niza(xn) zove se donji limes ili limes inferior i ozna-
čava se sa

lim inf xn ili limn→+∞xn .

Slijedéci teorem nam daje jednu karakterizaciju novouvedenih pojmova.

Teorem 3..9. Neka je(xn) proizvoljan realan niz i neka jelim supxn = x. Tada važi:

1. (∀ ε > 0)(∃ n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) xn < x+ ε, ili riječima rečeno; za svakoε > 0
su skoro svi članovi niza(xn) manji odx+ ε.

2. (∀ ε > 0)(∀n ∈ N)(∃m > n) xn > x− ε, ili za svakoε > 0 postoji beskonačno
mnogo članova niza(xn) koji su veći odx− ε.
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3. Ako tačkax∗ zadovoljava uslove 1. i 2. tada jex∗ = lim supxn.

Dokaz
1. Ako ova tvrdnja ne bi bila tǎcna, to bi znǎcilo da niz(xn) ima beskonǎcno mnogo
članova u intervalu[x+ε,+∞). Ako tečlanove shvatimo kao podniz našeg niza, onda
bi taj podniz imao tǎcku nagomilavanja koja takodje pripada tom intervalu, a štobi bila
kontradikcija sa maksimalnošću limesa superior.
2. Za dokaz ove tvrdnje dovoljno je primjetiti da je skup(x− ε,+∞) okolina tǎckex
i primjeniti Definiciju 3..4.
3. Pretpostavimo da postoje dva različita brojax i x′ koji zadovoljavaju1. i 2. ( neka je
recimox < x′ ). Uzmimo proizvoljnox ∈ (x, x′). Kakox zadovoljava 1., to jexn < x
za sven > n0. Ali tada u okolini(x,+∞) ima samo konǎcno mnogǒclanova niza,
pax′ ne zadovoljava uslov 2. Dakle, ne mogu postojati dvije tačke koje zadovoljavaju
oba uslova.

Primjer. Posmatrajmo nizxn = (−1)n.
T (xn) = {−1, 1} pa je lim supxn = 1, a lim inf xn = −1. Primjetimo da je skup
vrijednosti niza{xn | n ∈ N} = {−1, 1} i da on kao konǎcan skup nema tačaka nago-
milavanja.

Primjer. Posmatrajmo nizxn =
(−1)n

n
.

Skup vrijednosti niza je
{

−1, 12 ,− 1
3 ,

1
4 , ...

}

. Nije teško vidjeti da je supremum ovog
skupa jednak12 i da je infimum skupa−1. Medjutim, kako je ovo konvergentan niz,
lim

n→+∞
xn = 0, to jeT (xn) = {0}, pa važi

lim supxn = lim inf xn = 0 .

Primjer. Posmatrajmo nizxn = n(−1)n .
Podniz(x2k) našeg niza je nižciji je opšti članx2k = 2k i on teži ka+∞ kadak teži
u beskonǎcnost. S druge strane podnizx2k+1 = 1

2k+1 → 0 kadak → +∞, pa je dakle
T (xn) = {0,+∞}, odakle zakljǔcujemo da važi

limn→+∞xn = +∞ , limn→+∞xn = 0 .

Konstatujmo najzad da iz navedenih tvrdjenja neposredno slijedi sljedéca tvrdnja.

Teorem 3..10.Neka je(xn) proizvoljan realan niz.

1. Niz(xn) ima graničnu vrijednost ako i samo ako je

limn→+∞xn = limn→+∞xn ,

tj. ako i samo ako niz ima samo jednu tačku nagomilavanja.

2. Niz(xn) konvergira ( tj. ima konačnu graničnu vrijednost ) ako i samo ako je
limn→+∞xn = limn→+∞xn konačan broj, tj. ako i samo ako ima samo jednu
tačku nagomilavanja i ta je konačan broj.
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4. Definicija i osobine brojnog reda

Definicija brojnog reda
Neka je dat niz realnih brojevaa1, a2, ..., an, ... Izraz

∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · , (4)

naziva se beskonačnim redom s opštim̌clanoman, ili realnim brojnim redom. Zbirovi

s1 = a1

s2 = a1 + a2

................

sn = a1 + a2 + · · ·+ an

..........................

nazivaju se parcijalnim sumama reda (4), tj. za izraz

sn =

n
∑

k=1

ak , n ∈ N

kažemo da jen-ta parcijalna suma reda (4).

Definicija 4..1. Ako postoji konǎcan limes lim
n→+∞

sn = s, niza(sn) parcijalnih suma

reda (4), onda kažemo da je red konvergentan i da mu je suma jednakas. Tada pišemo

s =

∞
∑

n=1

an .

Za red koji ne konvergira ( bilo da jelim
n→+∞

sn = ±∞, bilo da taj limes ne postoji )

kažemo da je divergentan.

Primjer. Posmatrajmo red
∞
∑

n=1

qn gdje jeq 6= 0. Dati red se naziva geometrijskim

redom. Njegovan-ta parcijalna suma je

sn =

n
∑

k=0

=
1− qn+1

1− q
,

ako jeq 6= 1. Odavde se lako vidi da vrijedi

lim
n→+∞

sn =
1

1− q
, |q| < 1 .

Ako je |q| ≥ 1, dati red divergira.

Specijalno, ako jeq = −1 imamo reďcija jen-ta parcijalna suma

sn = 1− 1 + 1− 1 + ...± 1 =

{

1 , n paran broj
0 , n neparan broj

pa u ovom slǔcaju lim
n→+∞

sn ne postoji, tj. red je divergentan.
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Primjer. Posmatrajmo red
∞
∑

n=1

ln

(

1 +
1

n

)

. Opšti član datog reda možemo zapisati

sa
ln

(

1 +
1

n

)

= ln (n+ 1)− lnn ,

te jen-ta parcijalna suma jednaka

sn =

n
∑

k=1

(ln (n+ 1)− lnn) = ln (n+ 1)− ln 1 = ln (n+ 1) .

Odavde sada imamo da je lim
n→+∞

sn = +∞ ,

pa je dati red divergentan.

Uporedo sa redom (4) posmatrajmo i red

am+1 + am+2 + · · ·+ am+k + · · · =
∞
∑

k=1

am+k =
∞
∑

k=m+1

ak , (5)

koga nazivamom-ti ostatak reda (4) i označavamo ga sarm. Veza konvergencije reda
(4) i konvergencije reda (5) data je sa:

Teorem 4..2.

1. Red (4) konvergira ako i samo ako konvergira red (5).

2. Red (4) konvergira ako i samo ako njegov ostatakrn teži nuli kadan → +∞.

Dokaz:
1. Oznǎcimo sasn n-tu parcijalnu sumu reda (4) i sas′k k-tu parcijalnu sumu reda (5).
Očigledno tada vrijedi jednakost

s′k = sn+k − sn .

Ako je lim
k→+∞

sn+k = s, onda je lim
k→+∞

s′k = s − sn, tj. iz konvergencije reda (4)

slijedi konvergencija reda (5). Izlim
k→+∞

s′k = s′ imali bi da je lim
k→+∞

sn+k = s′ + sn,

pa važi i obrat.

2. Red (4) možemo zapisati kao

∞
∑

k=1

ak = sn + rn .

Ako taj red konvergira i ima sumus, onda jern = s− sn, odakle je

lim
n→+∞

rn = lim
n→+∞

(s− sn) = 0 .

Obratno, ako ostatakrn teži ka nuli kadan → +∞, iz prvog dijela teoreme slijedi da
red (4) konvergira.
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4.1. Kriteriji konvergencije redova

Kriteriji konvergencije redova

Teorem 4..3(Cauchyjev kriterij konvergencije). Red (4) konvergira ako i samo ako
vrijedi

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n, p ∈ N)(n > n0 ⇒ |an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε) .

Teorem 4..4. Neka su dati redovi
∞
∑

n=1

xn i
∞
∑

n=1

yn. Tada vrijedi:

1. Ako red
∞
∑

n=1

xn konvergira, tada konvergira i red
∞
∑

n=1

axn (a ∈ R) i pri tome

vrijedi ∞
∑

n=1

axn = a
∞
∑

n=1

xn .

2. Ako oba reda konvergiraju, tada konvergira i red
∞
∑

n=1

(xn+yn) i pri tome vrijedi:
∞
∑

n=1

(xn + yn) =

∞
∑

n=1

xn +

∞
∑

n=1

yn .

Teorem 4..5(Neophodan uslov konv. reda). Ako red
∞
∑

n=1

xn konvergira, onda vrijedi

lim
n→+∞

xn = 0.

Dokaz:
Iz jednakostisn − sn−1 = xn (n > 1), direktno slijedi

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

(sn − sn−1) = lim
n→+∞

sn − lim
n→+∞

sn−1 = 0 .

Primjer. Posmatrajmo harmonijski red
∞
∑

n=1

1

n
.

Opšti član ovog reda jexn = 1
n i očigledno je lim

n→+∞
xn = 0.

Primjetimo kao prvo da za svaki prirodan brojn vrijedi

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
. (6)

Grupišemo ličlanove našeg reda na slijedeći nǎcin

1 +
1

2
+

(

1

3
+

1

4

)

+

(

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)

+ · · ·+
(

1

2k−1 + 1
+ · · ·+ 1

2k

)

+ · · · ,

koristéci (6), svaki od sabiraka u zagradi je veći od 1
2 , pa je suma takvih brojeva besko-

nǎcna tj. dati red je divergentan.
Spomenimo ovdje jedan važan red:
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∞
∑

n=1

1

nα
je konvergentan ako jeα > 1, a divergentan ako jeα ≤ 1

Posljedica 4..6.Ako je lim
n→+∞

xn 6= 0, tada je red
∞
∑

n=1

xn divergentan.

Primjer. Ispitajmo konvergenciju reda
∞
∑

n=1

1
(

1 + 1
n

)n . Kako je

lim
n→+∞

1
(

1 + 1
n

)n =
1

limn→+∞
(

1 + 1
n

)n =
1

e
6= 0 ,

to po navedenoj posljedici polazni red nije konvergentan.

5. Redovi sa pozitivnimčlanovima

Ako su skoro svǐclanovi reda(xn) nenegativni, onda za red

∞
∑

n=1

xn = x1 + x2 + · · ·+ xn + · · ·

kažemo da je red sa pozitivnim̌clanovima. Specifǐcnost ovih redova je u tome što je
niz (sn) parcijalnih suma datog reda monotono rastući niz, pa je za konvergenciju tog
niza, na osnovu teorema o konvergenciji monotonih i ograničenih nizova, dovoljna još
i ogranǐcenost tog niza.

Teorem 5..1. Red
∞
∑

n=1

xn s pozitivnim članovima je konvergentan ako i samo ako je

niz njegovih parcijalnih suma ograničen.

Primjer. Posmatrajmo red
∞
∑

n=1

1

n(n+ 1)
. Ovo je red sa pozitivnim̌clanovima, pa je

za njegovu konvergenciju dovoljno utvrditi ograničenost niza parcijalnih suma. Po-
smatrajmo zato

sn =
n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n
∑

k=1

(

1

k
− 1

k + 1

)

= 1− 1

n+ 1
.

Kako je1− 1
n+1 < 1, zaključujemo da je niz(sn) ogranǐcen, tj. polazni red je konver-

gentan. Šta više, ovdje imamo da je

s = lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

(

1− 1

n+ 1

)

= 1 .
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5.1. Kriteriji konvergencije

Teorem 5..2(Kriterij uporedjivanja). Neka za opšte članove redova
∞
∑

n=1

xn (1) i
∞
∑

n=1

yn

(2) postojin0 ∈ N takav da je zan ≥ n0, xn ≤ yn. Tada vrijedi,

1. iz konvergencije reda (2) slijedi konvergencija reda (1),

2. iz divergencije reda (1) slijedi divergencija reda (2).

Primjer. Ispitati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

3n

4n4 + 2n2 + 1
. Kako je

xn =
3n

4n4 + 2n2 + 1
≤ 3n

4n4
=

3

4n3
≤ 1

n3
= yn ,

a kako je red
∞
∑

n=1

1

n3
konvergentan, to je i polazni red, na osnovu kriterija uporedjiva-

nja, konvergentan.

Primjer. Ispitati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

n3n + 1

2n
. Kako je

xn =
n3n + 1

2n
≥ n3n

2n
≥
(

3

2

)n

= yn ,

a red
∞
∑

n=1

(

3

2

)n

je divergentan, to je i polazni red, na osnovu kriterija uporedjivanja,

divergentan.

Teorem 5..3(D’Alambertov kriterij). 1. Ako za red
∞
∑

n=1

xn postojen0 ∈ N i q ∈

R, takvi da je zan ≥ n0
xn+1

xn
≤ q < 1 ,

dati red je konvergentan. Ako postojin0 ∈ N, takvo da je zan ≥ n0

xn+1

xn
≥ 1 ,

dati red je divergentan.

2. Neka za članove datog reda postojilim
n→+∞

xn+1

xn
= l. Tada, ako jel < 1 dati

red je konvergentan, a ako jel > 1 dati red je divergentan.

Primjer. Ispitati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

n2 + n+ 1

3n
.

lim
n→+∞

xn+1

xn
= lim

n→+∞

(n+1)2+(n+1)+1
3n+1

n2+n+1
3n

= lim
n→+∞

n2 + 3n+ 3

3(n2 + n+ 1)
=

1

3
< 1 ,

pa na osnovu D’Alambertovog kriterija je polazni red konvergentan.
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Teorem 5..4(Cauchyjev korijeni kriterij). 1. Ako za red
∞
∑

n=1

xn postojen0 ∈ N i

q ∈ R, takvi da je zan ≥ n0

n
√
xn ≤ q < 1 ,

tada je dati red konvergentan.

Ako postojin0 ∈ N, takav da je zan ≥ n0

n
√
xn ≥ 1 ,

tada je dati red divergentan.

2. Neka postoji lim
n→+∞

n
√
xn = l. Tada, ako jel < 1 red konvergira, a ako jel > 1

red divergira.

Primjer. Ispitati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

(

2n2 + n+ 1

n2 − 1

)n

.

lim
n→+∞

n
√
xn = lim

n→+∞
n

√

(

2n2 + n+ 1

n2 − 1

)n

=

lim
n→+∞

(

2n2 + n+ 1

n2 − 1

)

= 2 > 1 ,

pa na osnovu Cauchyjevog korijenog kriterija zaključujemo da je dati red divergentan.

Teorem 5..5(Kummerov kriterij). Neka je(cn) niz pozitivnih realnih brojeva, takav

da je red
∞
∑

n=1

1

cn
divergentan i neka je dat red

∞
∑

n=1

xn.

Označimo saKn = cn
xn

xn+1
− cn+1, gdje jexn opšti član reda (n ∈ N).

1. Ako postojiδ ≥ 0 i n0 ∈ N, takvi da je zan ≥ n0, Kn ≥ δ, onda dati red
konvergira. Ako postojin0 ∈ N, takav da je zan ≥ n0, Kn ≤ 0, onda dati red
divergira.

2. Neka postoji lim
n→+∞

Kn = l. Ako jel > 0 red konvergira, a ako jel < 0 rad

divergira.

Specijalno, ako u Kummerovom kriteriju izaberemo da jecn = n (n ∈ N), dobijamo
kriterij koji se naziva Raabeov kriterij konvergencije i onglasi:
Ako postojin0 ∈ N takav da je zan ≥ n0 ispunjeno

n

(

xn+1

xn
− 1

)

≥ q > 1 ,

onda je red
∞
∑

n=1

xn konvergentan. Ako postojin0 ∈ N, takav da je zan ≥ n0 ispunjeno

n

(

xn+1

xn
− 1

)

≤ 1 ,

dati red je divergentan. Ako postojilim
n→+∞

n

(

xn+1

xn
− 1

)

= l, onda je polazni red

konvergentan zal > 1, a divergentan zal < 1.
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Redovi sa proizvoljnim članovima
Neka je dat realan numerički red

∞
∑

n=1

xn . (7)

Teorem 5..6. Ako je red
∞
∑

n=1

|xn| (8)

konvergentan, konvergentan je i red (7).

Dokaz:
Dokaz slijedi na osnovu Cauchyjevog opšteg kriterija konvergencije redova i nejedna-
kosti

|xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+p| ≤ |xn+1|+ |xn+2|+ · · ·+ |xn+p|

Definicija 5..7. Ako red (8) konvergira, kažemo da red (7) konvergira apsolutno.
Za red (7) kažemo da konvergira uslovno ako je on konvergentan, a pri tome ne ko-
nvergira apsolutno.

Od svih redova sa proizvoljnim̌clanovima mícemo se pozabaviti jednom specijalnom
klasom, a to su redovi oblika

∞
∑

n=1

(−1)n+1cn = c1 − c2 + c3 − c4 + · · ·+ (−1)n+1cn + · · · ,

gdje sucn realni brojevi istog znaka. Ovakve redove nazivamo alternacijskim redo-
vima.

Teorem 5..8(Leibnitzov kriterij). Neka je dat alternacijski red
∞
∑

n=1

(−1)n+1xn. Ako

je niz (xn) monotono opadajući (xn+1 ≤ xn ) i ako je lim
n→+∞

xn = 0, tada je red

konvergentan.

Primjer. Posmatrajmo alternacijski red
∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
.

Koristéci notaciju u Leibnitzovom kriteriju, imamo da je niz zadat saxn =
1

n
, mono-

tono opadajúci jer za proizvoljnon ∈ N vrijedi

xn+1 =
1

n+ 1
<

1

n
= xn ,

i lim
n→∞

xn = 0. Sada na osnovu tog kriterija zaključujemo da je dati red konvergentan.

Primjetimo da je ova konvergencija uslovna jer red sa apsolutnim vrijednostima,
∞
∑

n=1

1

n

je divergentan.
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6. Funkcionalni nizovi

Do sada smo razmatrali smo "obične" numerǐcke nizove i redove. Pod ovim "obične"
želi se istáci da smo posmatrali nizove i redovečiji su članovi, odnosno sabirci, obični
realni brojevi.
Medjutim, u prilici smočesto razmatrati nizove "bilǒcega", ljudi, dana, otkucaja srca i
sl.
U ovom poglavljućemo razmatrati nizověciji su članovi funkcije, tzv. funkcionalne
nizove, a ondácemo po slǐcnom receptu kao i kod numeričkih nizova, uvesti i pojam
funkcionalnog reda, reda kod koga sabiramo funkcije.

Funkcionalni nizovi
Oznakom(fn(x))n∈N ćemo oznǎcavati beskonǎcni funkcionalni niz, podrazumijeva-
jući da sufn (n ∈ N) funkcije. Kada kažemo da je funkcionalni niz definisan na nekom
skupu, smatramo da je svaka funkcija tog niza definisana na tom skupu.

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz(fn(x))n∈N definisan naR, gdje je zan ∈ N,

fn(x) =
x

n
.

Svaku od funkcija možemo predstaviti grafički, f1(x) = x, f2(x) =
x

2
, f3(x) =

x

3
, f4(x) =

x

4
, f5(x) =

x

5
itd., i one predstavljaju prave linije koje prolaze kroz

koordinatni pǒcetak i imaju sve manji nagib premax-osi.

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

f1

f2

f3
f4
f5

fn

Izaberemo li neko konkretnox ∈ R, nprx = 1, dati funkcionalni niz postaje obični
numerǐcki niz

(

1
n

)

n∈N, čije ponašanje sada možemo ispitivati alatima usvojenim u
prethodnom poglavlju.
I ovu činjenicu možemo predstaviti grafički a dobijamo to tako što kroz tačku x = 1
povǔcemo vertikalnu pravu, koja u presjeku sa funkcijamafn daje upravo tǎcke koje
predstavljaju niz

(

1
n

)

n∈N.
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1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

f1

f2

f3
f4
f5

fn

b

b
bbb
b

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

f1

f2

f3
f4
f5

fn

b

b

b
bb
b

U gornjem primjeru smo uzimajući konkretnox = 1 (slika lijevo), od funkcionalnog
niza dobili numerǐcki niz

(

1
n

)

n∈N, koji je konvergentan, šta više

lim
n→∞

1

n
= 0 .

Uzimajúci neku drugu vrijednost, npr.x = 2 (slika desno), naš funkcionalni niz opet
postaje konvergentan numerički niz

(

2
n

)

n∈N, koji takodje konvergira ka 0.
Uzimajúci bilo koju konkretnu vrijednostx = M ∈ R, nije teško uvjeriti se dáce
vrijediti

lim
n→∞

M

n
= 0 .

Dakle, naš niz(fn(x))n∈N, za proizvoljanx ∈ R je konvergentan numerički niz, tj.
vrijedi

(∀x ∈ R) lim
n→∞

fn(x) = 0 .

Pri tome, formalno možemo reći da funkcionalni niz(fn(x))n∈N konvergira ka funkciji
f(x) = 0, ali "samo" u svim tǎckama skupa na kome je definisan niz. Ovakvu osobinu
funkcionalnog niza nazivamo "obična" konvergencija ilikonvergencija po tačkama.

6.1. Konvergencija po tǎckama

Konvergencija po tačkama

Definicija 6..1. Neka je niz(fn(x))n∈N definisan na skupuA ⊆ R. Kažemo da je niz
(fn(x))n∈N konvergentan po tǎckama, ako vrijedi

(∀x ∈ A) postoji konǎcan lim
n→∞

fn(x) .

Činjenica da postoji konǎcanlimn→∞ fn(x), za svakox ∈ A, obezbjedjuje nam pos-
tojanje neke funkcijef(x) za koju onda važi

(∀x ∈ A) lim
n→∞

fn(x) = f(x) , (9)

i tada kažemo da niz(fn(x))n∈N konvergira po tǎckama ili tǎckasto ka funkcijif(x).
Ako raspišemo limes u (9), onda definicija konvergencije po tačkama glasi

(∀x ∈ A)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 ⇒ |fn(x) − f(x)| < ε) . (10)
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Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz(fn)n∈N, zadat sa

n ∈ N , x ∈ R , fn(x) =
nx+ x2

n2
.

Za proizvoljnox ∈ R imamo

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(

x

n
+

x2

n2

)

= x lim
n→∞

1

n
+ x2 lim

n→∞
1

n2
= 0 + 0 = 0 .

Dakle, posmatrani niz konvergira po tačkama ka nula-funkciji, tj. funkciji identički
jednakoj 0 (f ≡ 0).

Primjer. Zadat je funkcionalni niz(fn)n∈N, definisan na[0, 1], sa

fn(x) = n2xn .

Primjetimo kao prvo da je za sven ∈ N, fn(0) = 0. Dakle, niz(fn(0))n∈N je kons-
tantni niz i konvergira ka 0. Neka je sadax ∈ (0, 1), proizvoljan. Zbog jednakosti

n2xn = n2eln xn

= n2en ln x

i kako je lnx < 0 za x ∈ (0, 1), na osnovu poznatog nam iz numeričkih nizova,
zaključujemo da vrijedi

lim
n→∞

fn(x) = 0 , x ∈ (0, 1) .

Konǎcno, uzimajúci x = 1, imamofn(1) = n2 i pri tome je

lim
n→∞

n2 = ∞ ,

pa na osnovu svega ovoga zaključujemo da polazni funkcionalni niz nije konvergentan
po tǎckama.

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat safn(x) = cosn x, definisan na
[

−π

2
,
π

2

]

.

Dokazati da lim
n→∞

fn(x) postoji i konǎcan je za svex ∈
[

−π

2
,
π

2

]

i da konvergira po

tačkama ka funkciji

f(x) =

{

0 ; −π
2 ≤ x < 0 ili 0 < x ≤ π

2
1 ; x = 0

1

−1

1−1−2

crnaf1(x)

žutaf2(x)

plavaf5(x)

zelenaf10(x)

crvenaf50(x)

1

−1

1−1−2

b f(x)
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6.2. Uniformna konvergencija

Uniformna konvergencija

Definicija 6..2. Neka jeA ⊆ R i neka je(fn)n∈N niz realnih funkcija definisanih na
A. Kažemo da dati niz uniformno konvergira ka funkcijif na skupuA ako vrijedi

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(∀x ∈ A)(n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε) .

Iz same definicije uniformne konvergencije funkcionalnog niza vidimo da je postojéci
n0 ovisan samo oε, za razliku od konvergencije po tačkama, pa je time uniformna
konvergencija "jǎca" od konvergencije po tačkama.
Drugǎcije rěceno, ako je niz uniformo konvergentan, onda je on konvergentan i po
tačkama. Obrat u opštem slučaju ne mora da važi.

Primjer. U primjeru 114 posmatrali smo niz funkcija zadatih safn(x) =
x
n i vidjeli

smo da je taj niz konvergentan po tačkama ka funkcijif ≡ 0. Ovo je znǎcilo da za
ma koje fiksiranox0, možemo náci funkciju fn0 , koja je u toj tǎcki proizvoljno blizu
funkciji f (x-osi). To je prikazano na slici lijevo.

fn0
b

x0

fn0

x = n0

b

Medjutim, uniformna konvergencija zahtjeva da ta ista funkcija fn0 ima tu osobinu
(proizvoljno bliska funkcijif ) u svakoj tǎcki, a što ǒcigledno nije tǎcno samo ako se
dovoljno udaljimo nax-osi (slika desno). Tj. uzmemo li da jex = n0, tada imamo

fn0(x) =
n0

n0
= 1 ,

te je dakle u ovoj tǎcki naša funkcijafn0 za 1 udaljena odx-ose. Odemo li još dalje
sax-om, npr. neka jex = 2n0, tada jefn0(x) = 2, dakle još dalje odx-ose. Ovo
nam pokazuje da je u jednom "trenutku" funkcijafn0 zaista blizu funkcijif ≡ 0, ali
da njeno rastojanje od te iste funkcije možemo učiniti proizvoljno velikim, samo treba
otići dovoljno daleko nax-osi. Tj. za svakix0 možemo náci funkciju fn0 koja je
dovoljno bliska funkcijif , ali jedna zajednička funkcijafn koja je proizvoljno bliska
funkciji f za svex-ove, ne postoji, te ovaj niz nije uniformno konvergentan.

Primjer. Neka je(fn)n∈N niz definisan na(0,+∞), definisan sa

fn(x) =
nx

1 + n2x2
.

Za proizvoljnox ∈ R vrijedi 1+n2x2 ∼ n2x2, tj. ova dva niza su asimptotski jednaki,
što ekvivalentno znǎci

lim
n→∞

n2x2

1 + n2x2
= 1 ,

a ovo nam onda omogućava sljedéce rezonovanje
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lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

n2x2
=

1

x
lim
n→∞

1

n
= 0 .

Dakle, posmatrani niz je konvergentan po tačkama i konvergira ka funkcijif ≡ 0.
Medjutim, neka jeε < 1

2 proizvoljan. Izaberemo lix = 1
n , tada imamo

∣

∣

∣

∣

fn

(

1

n

)

− f

(

1

n

)
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

n 1
n

1 + n2 1
n2

− 0

∣

∣

∣

∣

=
1

2
> ε .

Vidimo da niti za jednon ∈ N razliku |fn(x)−f(x)| ne možemo ǔciniti manjom od1
2 ,

pa dakle ni manjom odε, time posmatrani niz nije uniformno konvergentan. Na slje-
décoj slici prikazan je posmatrani niz grafički, a objašnjenje zašto se nema uniformna
konvergencija je identično kao u prethodnom primjeru, samo treba posmatrati tačke
dovoljno bliske tǎcki 0.

b

x0

bb

x = 1
n

Primjer. Posmatrajmo niz(fn(x))n∈N, definisan za svex ∈ R sa

fn(x) =
sinnx

n
.

Nejednakost

|fn(x)− 0| = | sinnx|
n

≤ 1

n
,

vrijedi neovisno ox ∈ R. Kako pri tome za proizvoljno malenoε > 0, broj 1
n mo-

žemo ǔciniti manjim od njega, za dovoljno velikon ∈ N, zaključujemo da je dati niz
uniformno konvergentan.
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Teorem 6..3. Neka su(fn)n∈N i (gn)n∈N funkcionalni nizovi.

1. Ako su dati nizovi uniformno konvergentni na skupuA ⊆ R, tada je i niz(αfn +
βgn)n∈N uniformno konvergentan na tom skupu.

2. Ako je niz(fn)n∈N uniformno konvergentan na skupuA ⊆ R, tada je on unifor-
mno konvergentan na proizvoljnom podskupu odA.

3. Ako je niz(fn)n∈N uniformno konvergentan na skupovimaA,B ⊆ R, tada je on
uniformno konvergentan i naA ∪B.

6.3. Znǎcaj uniformne konvergencije

Znǎcaj uniformne konvergencije imamo u raznim izračunavanjima kod kojih je bitan
granǐcni proces.

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat safn(x) = (1−x)n, definisan na inter-
valu (0, 2). Za proizvoljanx ∈ (0, 2) je |1− x| < 1, pa vrijedi

lim
n→∞

fn(x) = 0 ,

a tim prijeće vrijediti onda i

lim
x→0

lim
n→∞

fn(x) = 0 .

S druge strane zbogfn(0) = 1, imamo

lim
n→∞

lim
x→0

fn(x) = lim
n→∞

fn(0) = 1 .

Iako nekako neǒcekivano, ipak vrijedi

lim
n→∞

lim
x→0

fn(x) 6= lim
x→0

lim
n→∞

fn(x) .

1 b

Teorem 6..4. Neka je niz(fn(x))n∈N uniformno konvergentan na skupuI, ka funkciji
f(x). Ako za svakon ∈ N postoji konačanlim

x→a
fn(x) (a je tačka nagomilavanja skipa

I), tada postoji i konačna je, granična vrijednostlim
x→a

f(x) i pri tome vrijedi

lim
x→a

f(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) .
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Dakle, pod pretpostavkom uniformne konvergencije funkcionalnog niza, dozvoljena je
zamjena dvaju graničnih procesa koji djeluju na funkcionalni niz. Iz ove teoreme
takodje neposredno sleduje i mnogo važnija tvrdnja. Naime,granǐcna funkcijaf(x),
uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija je i sama neprekidna funkcija.
Zaista, za proizvoljnoa ∈ I, ako su sve funkcijefn neprekidne, onda vrijedi

lim
x→a

fn(x) = fn(a) .

Sada zbog uniformne konvergencije i prethodne teoreme imamo

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x) = lim
n→∞

fn(a) = f(a) .

Ovo iskazujemo u obliku teoreme

Teorem 6..5.Neka funkcionalni niz(fn(x))n∈N uniformno konvergira ka funkcijif(x),
na skupuI. Ako su sve funkcijefn neprekidne naI, tada je i funkcijaf neprekidna na
I.

Teorem 6..6. Neka je dat funkcionalni niz(fn(x))n∈N, čije su funkcije definisane i
diferencijabilne na intervalu(a, b). Pretpostavimo da je naš niz konvergentan u bar
jednoj tački intervala(a, b) i neka je niz(f ′n(x))n∈N uniformno konvergentan na(a, b).
Tada je i niz(fn(x))n∈N uniformno konvergentan, a granična funkcija ovog niza je
diferencijabilna na(a, b) i vrijedi

( lim
n→∞

fn(x))
′ = lim

n→∞
f ′n(x) .

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat sa

fn(x) =
sinnx

n
,

i kao što smo to pokazali, on je uniformno konvergentan naR. Medjutim, odgovarajúci
"izvodni" niz glasi

f ′n(x) = cosnx ,

a ovaj niz nije konvergentaňcak ni po tǎckama.

Teorem 6..7. Neka je niz(fn(x))n∈N uniformno konvergentan na segmentu[a, b] i
neka su sve funkcijefn integrabilne na tom segmentu. Tada je i granična funkcija
posmatranog niza integrabilna na[a, b] i vrijedi

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx .

Primjer. Izračunati lim
n→∞

∫ 1

0

ndx

x3 + n
.

Rješavanje ovakvog problema svodi se na to da prvo riješimo integral, a zatim riješa-
vamo preostali limes. Medjutim, ako smijemo zamjeniti mjesta limesa i integrala, s
obzirom načinjenicu da vrijedi lim

n→∞
fn(x) = 1, rješenje je trivijalno

∫ 1

0

1dx = 1 .
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Ostaje samo vidjeti da li smijemo izvršiti navedenu zamjenu, tj. da li je funkcionalni

niz zadat safn(x) =
n

x3 + n
uniformno konvergentan.

Zax ∈ [0, 1] vrijedi

0 ≤
∣

∣

∣

∣

1− n

x3 + n

∣

∣

∣

∣

=
x3

x3 + n
≤ 1

n
,

pa je naš niz uniformno konvergentan, a time je

lim
n→∞

∫ 1

0

ndx

x3 + n
= 1 .

Primjer. Posmatrajmo funkcionalni niz zadat safn(x) = n2xe−nx. Parcijalnom in-
tegracijom dobijamo

∫ 1

0

fn(x)dx = n

∫ 1

0

xe−nxdx = 1− (n+ 1)e−n ,

a onda imamo

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 1 .

S druge strane, za proizvoljnox ∈ [0, 1] imamo

lim
n→∞

n2xe−nx = lim
n→∞

n2x

enx
= 0 .

Ovo bi onda znǎcilo da je
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx = 0 ,

pa dakle zamjena limesa i integrala u ovom primjeru nije opravdana.

7. Funkcionalni redovi

7.1. Definicija i osobine

Za zadati funkcionalni niz(fn(x))n∈N, izraz

∞
∑

i=1

fi(x) (11)

nazivamo funkcionalni red. Slično kao kod numeričkih redova, uvodimo pojam parci-
jalnih suma. Izraz

Sn(x) =

n
∑

i=1

fi(x) ,

nazivamon-ta parcijalna suma reda (11), a izraz

rn(x) =

∞
∑

i=n+1

fi(x)

nazivanon-ti ostatak reda (11).
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Definicija 7..1. Za red (11) kažemo da je uniformno konvergentan na skupuI ako
njegov niz parcijalnih sumaSn(x) uniformno konvergira ka sumiS(x) ovog reda na
skupuI.

Teorem 7..2. Red (11) uniformno konvergira na skupuI ako i samo ako nizrn(x)
njegovih ostataka uniformno konvergira ka funkciji identički jednakoj 0 na skupuI.

Teorem 7..3(Cauchyjev kriterij uniformne konvergencije). Red (11) uniformno ko-
nvergira na skupuI ako i samo ako vrijedi

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(∀k ∈ N)(∀x ∈ I)

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+k(x)| < ε .

Pored ovoga, veoma jednostavan i koristan kriterij za uniformnu konvergenciju dat je
sljedécom teoremom.

Teorem 7..4(Weierstrassov kriterij uniformne konvergencije). Neka je(an)n∈N poziti-
van numerički niz za koga vrijedi da je za skoro svakon ∈ N i svakox ∈ I zadovoljeno

|fn(x)| ≤ an .

Ako je red
∞
∑

i=1

an konvergentan, tada je red (11) uniformno konvergentan na skupuI.

Primjer. Red
∞
∑

n=1

1

x2 + n2
,

je uniformno konvergentan naR jer za bilo kojex ∈ R i za bilo kojen ∈ N vrijedi

1

x2 + n2
≤ 1

n2
,

a kao što nam je poznato, svi redovi

∞
∑

n=1

1

nα
, α > 1

su konvergentni.

Teorem 7..5(Abelov test uniformne konvergencije). Ako važe uslovi

1. Funkcionalni niz(fn(x))n∈N je monoton za svaex ∈ I i uniformno ograničen
(tj. postoji univerzalna konstantaM ∈ R, takva da je|fn(x)| ≤ M , za sve
x ∈ I i za sven ∈ N).

2. Red
∞
∑

n=1

gn(x) je uniformno konvergentan naI.

Tada je red
∞
∑

n=1

fn(x)gn(x) uniformno konvergentan naI.
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Primjer. Ispitati uniformnu konvergenciju funkcionalnog reda

∞
∑

n=1

sinnx

n2(n+ x)
,

na intervalu(0,+∞).
Oznǎcimo sa

fn(x) =
1

n+ x
, gn(x) =

sinnx

n2
.

Za proizvoljnex ∈ (0,+∞) i n ∈ N, očigledno vrijedi|fn(x)| ≤ 1, te je prvi niz
uniformno ogranǐcen. Osim toga je

fn+1(x) =
1

n+ 1 + x
≤ 1

n+ x
= fn(x) ,

pa je on i monotono opadajući. Dakle zadovoljen je prvi uslov Abelovog kriterija.

Kako za drugi niz vrijedi

|gn(x)| =
| sinnx|

n2
≤ 1

n2
,

za proizvoljnox ∈ (0,+∞) i za proizvoljann ∈ N, na osnovu Weierstrassovog krite-

rija red
∞
∑

n=1

gn(x) je uniformno konvergentan, te je zadovoljen i drugi uslov. Na osnovu

Abelovog kriterija, polazni red je uniformno konvergentan.

Teorem 7..6(Dirichletov test uniformne konvergencije). Neka su zadovoljeni uslovi

1. Za svakox ∈ I je funkcionalni niz(fn(x))n∈N monoton i uniformno teži ka 0 na
skupuI.

2. Niz parcijalnih sumaSn(x) =

n
∑

k=1

gk(x) je uniformno ograničen naI.

Tada je red
∞
∑

n=1

fn(x)gn(x) uniformno konvergentan naI.

Primjer. Ispitati uniformnu konvergenciju reda
∞
∑

n=1

(−1)n

n+ x
, (x ∈ (0,+∞)).

Oznǎcimo sa

fn(x) =
1

n+ x
, gn(x) = (−1)n .

Kao i malo prije, niz(fn)n∈N je monotono opadajúci niz i neovisno ox ∈ (0,+∞)
vrijedi

lim
n→∞

fn(x) = 0 .

Za parcijalne sume
n
∑

k=1

(−1)k, očigledno vrijedi|Sn(x)| ≤ 1. Dakle, zadovoljena su

oba oslova, pa na osnovu Dirichletovog testa, polazni red jeuniformno konvergentan.
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U slučaju uniformne konvergencije datog reda, ta funkcija je potpuno odredjena i tada
pišemo

f(x) =
∞
∑

n=1

fn(x) .

Teorem 7..7. Ako je red
∞
∑

n=1

fn(x) uniformno konvergentan na skupuI i ako za svaki

prirodan brojn postoji i konačan jelim
x→a

fn(x), gdje jea tačka nagomilavanja skupa

I, tada vrijedi

lim
x→a

∞
∑

n=1

fn(x) =

∞
∑

n=1

lim
x→a

fn(x) ,

pri čemu je red na desnoj strani gornje jednakosti konvergentan.

Teorem 7..8. Ako su funkcijefn(x) neprekidne za svakon ∈ N na skupuI i ako je red
∞
∑

n=1

fn(x) uniformno konvergentan tada je i funkcija

f(x) =

∞
∑

n=1

fn(x) ,

neprekidna na skupuI.

Posmatrajmo sada funkcionalni red definisan sa

∞
∑

n=1

sin(n2x)

n2
.

Abelovim testom se lako pokazuje da je dati red uniformno konvergentan nǎcitavom
R. Dakle, dati red definiše neku funkcijuf(x) naR, tj.

f(x) =

∞
∑

n=1

sin(n2x)

n2
.

Logičnim se postavlja pitanje, a šta je izvod ovako definisane funkcije? Ishitren od-
govor bi bio zasnovan na ranije upoznatojčinjenici da je izvod zbira funkcija jednak
zbiru izvoda tih funkcija jer se to pra-vilo odnosilo na zbirod konǎcno mnogo funkcija.
Ako bi smo ipak postupili tako, imali bi

f ′(x) =
∞
∑

n=1

(

sin(n2x)

n2

)′
=

∞
∑

n=1

cos(n2x) .

Ali trivijalno je vidljivo da suma na desnoj strani nije konvergentan reďcak niti za
jednox ∈ R, a to onda znǎci da izraz na lijevoj strani,f ′(x), uopšte ne postoji.

Teorem 7..9. Neka je red
∞
∑

n=1

fn(x) konvergentan u bar jednoj tački intervala(a, b) i

neka su funkcijefn(x) diferencijabilne na(a, b), za svakon ∈ N. Ako je red
∞
∑

n=1

f ′n(x)
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uniformno konvergentan na(a, b), tada je takav i red
∞
∑

n=1

fn(x) i pri tome vrijedi

( ∞
∑

n=1

fn(x)

)′

=

∞
∑

n=1

f ′n(x) , x ∈ (a, b) .

Teorem 7..10. Neka je red
∞
∑

n=1

fn(x) uniformno konvergentan na segmentu[a, b] i

neka su funkcijefn(x) integrabilne na tom segmentu, za svakon ∈ N. Tada je i suma
reda integrabilna na segmentu[a, b] i pri tome vrijedi

∫ b

a

∞
∑

n=1

fn(x) =

∞
∑

n=1

∫ b

a

fn(x) .

7.2. Stepeni redovi

Stepeni redovi
Pod pojmom stepene funkcije podrazumijevamo funkciju oblika f(x) = cxn, n ∈ N.
Specijalan slǔcaj funkcionalnog reda, kada su funkcije koje sabiramo stepene funkcije,
nazivamo stepeni red. Dakle, ako je zan ∈ N, fn(x) = anx

n, tada red

∞
∑

n=1

fn(x) =

∞
∑

n=1

anx
n , (12)

nazivamo stepeni ili potencijalni red.

Na primjer, suma geometrijskog niza
∞
∑

n=1

xn, predstavlja jedan stepeni red.

Neke elementarne tvrdnje o konvergenciji ovakvih redova imamo upravo iz njihovog
oblika.

Teorem 7..11. Neka je red
∞
∑

n=1

anx
n konvergentan za neko konkretnox0 6= 0. Tada

je on apsolutno konvergentan za svakox za koga važi|x| < |x0|, a uniformno je
konvergentan za svakox za koga je|x| ≤ r, gdje jer < |x|.

DOKAZ: Neka je zax0 6= 0, red
∞
∑

n=1

anx
n
0 konvergentan. Tada njegov opštičlan mora

težiti 0, a time je on kao konvergentan niz i ograničen. Dakle, postoji konstantaM > 0,
takva da je za sven ∈ N zadovoljeno|anxn

0 | ≤ M . Neka je sada|x| < |x0|. Tada
vrijedi

|anxn| =
∣

∣

∣

∣

anx
n
0

xn

xn
0

∣

∣

∣

∣

= |anxn
0 |
∣

∣

∣

∣

xn

xn
0

∣

∣

∣

∣

≤ M

∣

∣

∣

∣

xn

xn
0

∣

∣

∣

∣

.

Kako je kolǐcnik
∣

∣

∣

xn

xn
0

∣

∣

∣
< 1, to je red

∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

xn

xn
0

∣

∣

∣

∣

n

, kao suma geometrijskog reda, ko-

nvergentan, a onda na osnovu poredbenog kriterija je i red
∞
∑

n=1

|anxn| konvergentan.

Drugǎcije rěceno, red
∞
∑

n=1

anx
n je apsoutno konvergentan.
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Dokažimo sada i drugi dio tvrdjenja, tj. neka je|x| ≤ r, gdje jer < |x0|. Na osnovu

prvog dijela dokaza, red
∞
∑

n=1

anr
n je apsolutno konvergentan. Kako za izabranox

vrijedi
|anxn| = |an||xn| ≤ |an|rn ,

na osnovu Weierstrassovog kriterija imamo uniformnu konvergenciju reda
∞
∑

n=1

anx
n.

Teorem 7..12. Ako stepeni red
∞
∑

n=1

anx
n divergira u tačkix0 6= 0, tada je ovaj red

divergentan i za svakox koje zadovoljava|x| > |x0|.

DOKAZ: Ako bi smo pretpostavili suprotno, tj. neka je red
∞
∑

n=1

anx
n
0 divergentan i

neka je za nekox, takvo da je|x| > |x0|, red
∞
∑

n=1

anx
n konvergentan. Tada bi smo

prema prethodnoj teoremi morali imati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

anx
n
0 , što je ǒcigledno

kontradiktorno.
Kako je svaki stepeni red konvergentan u tački x = 0, ako imamo konvergenciju i u
nekoj tǎcki x0 6= 0, na osnovu Teoreme 7..11 zaključujemo da je taj red konvergentan
na intervalu(−x0, x0).
Analogno, ako stepeni red divergira u nekoj tački x1, na osnovu Teorema 7..12 on je
divergentan i na skupu(−∞,−x1] ∪ [x1,+∞). Na osnovu svega rečenog zakljǔcu-
jemo da za proizvoljan stepeni red postoji neka granična velǐcinaR, takva da je unutar
(−R,R) dati red konvergentan, a van tog intervala (R < +∞) posmatrani red je di-
vergentan.
Ovo nas navodi da takvu veličinu i definišemo.

Definicija 7..13. Za zadati stepeni red
∞
∑

n=1

anx
n, broj

R = sup
x∈R

{

|x| | red
∞
∑

n=1

anx
n konvergira

}

,

nazivamo poluprěcnik konvergencije posmatranog reda.

Kao direktna posljedica Teorema 7..11 i Teorema 7..12 imamosljedéce

Teorem 7..14. Neka jeR poluprečnik konvergencije stepenog reda
∞
∑

n=1

anx
n. Tada

vrijedi

1. U svakoj tački intervala(−R,R) red apsolutno konvergira, a divergira izvan tog
intervala, tj. za|x| > R.

2. Red uniformno konvergira na svakom segmentu[−r, r], gdje jer < R, kao i
uopšte na bilo kom segmentu sadržanom u(−R,R).
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Jasno je na osnovu gornje teoreme da se konkretno u tačkamaR i −R ne može jednoz-
nǎcno dati odgovor o konvergenciji reda. U tim tačkama se ispitivanje konvergencije
uvijek sprovodi zasebno, ali tada imamo olakšavajuću okolnost jer je tada posmatrani
redčisto numerǐcki red.
Kako je konvergencija stepenog reda unutar intervala(−R,R) apsolutna, poluprěcnik
konvergencije stepenog reda se može odre-diti iz opšteg Cauchyjevog kriterija konver-

gencije pozitivnih redova. Naime, red
∞
∑

n=1

|anxn| =
∞
∑

n=1

|an||x|n ili konvergira ili

divergira u zavisnosti da li je izraz

lim
n→∞

n
√

|an||x|n = |x| lim
n→∞

n
√

|an|

manji od 1 ili véci od 1. Iz ovoga onda imamo daće red
∞
∑

n=1

anx
n apsolutno konvergi-

rati za sve one vrijednostix za koje je zadovoljeno

|x| < 1

lim
n→∞

n
√

|an|
,

a daće divergirati za svex za koje je

|x| > 1

lim
n→∞

n
√

|an|
.

Teorem 7..15(Cauchy-Hadamardov teorem). Poluprečnik konvergencije stepenog reda
∞
∑

n=1

anx
n je dat sa

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an|
.

Ako je lim
n→∞

n
√

|an| = +∞, tada jeR = 0, tj. red je konvergentan samo u tačkix = 0.

Ako je lim
n→∞

n
√

|an| = 0, tada jeR = +∞, tj. red je konvergentan za svex ∈ R.

Pored ovog nǎcina izrǎcunavanja poluprěcnika konvergencije stepenog reda, i sljedeća
formula je veoma pogodna za to

R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an
an+1

∣

∣

∣

∣

.

Primjer. Za stepeni red
∞
∑

n=1

xn, imamo da je za sven ∈ N, an = 1, pa je

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an|
= 1 .

Primjer. Posmatrajmo stepeni red
∞
∑

n=1

3n(n+ 1)

(n− 1)
xn .

R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an
an+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

3n(n+ 1)n

3n+1(n− 1)(n+ 2)
=

1

3
.
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Koristéci se teoremama o graničnoj vrijednosti funkcionalnog reda, diferenciranju i
integriranju funkcionalnog redǎclan počlan, dobijamo sljedéce korisne tvrdnje. Neka

je f(x) suma stepenog reda
∞
∑

n=1

anx
n, tj. neka je

f(x) =

∞
∑

n=1

anx
n

Teorem 7..16.Suma stepenog reda je neprekidna funkcija na intervalu(−R,R), gdje
je R poluprečnik konvergencije datog reda.

Teorem 7..17. Suma stepenog reda na intervalu(−R,R) ima konačne izvode pro-
izvoljnog reda i oni se mogu dobiti diferenciranjem član počlan.

f (k)(x) =

∞
∑

n=1

ann(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k , k ∈ R ; x ∈ (−R,R) .

Pri tome svaki od redova dobijen diferenciranjem član po član ima poluprečnik ko-
nvergencijeR.

Primjer. Poznata nam je formula za sumu geometrijskog niza
∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
,

pri čemu imamo ograničenje da je|x| < 1, a što je sada opravdano ičinjenicom da
je poluprěcnik konvergencije ovog redaR = 1. Izvodjenjem iz ovog reda, lahko se
dobija i sljedéca suma

∞
∑

n=1

xn =
x

1− x
.

Neka sada trebamo izračunati sumu reda
∞
∑

n=1

nxn. Kako vrijedi

∞
∑

n=1

nxn = x

∞
∑

n=1

nxn−1 = x

∞
∑

n=1

(xn)′ ,

koristéci se mogúcnoš́cu diferenciranjǎclan počlan, sada imamo

x

∞
∑

n=1

(xn)′ = x

( ∞
∑

n=1

xn

)′

= x

(

x

1− x

)′
=

x

1− x2
.

Dakle vrijedi
∞
∑

n=1

nxn =
x

1− x2
,

a ovo vrijedi samo zax ∈ (−1, 1).

Teorem 7..18.Suma stepenog reda je ontegrabilna funkcija na svakom segmentu[a, b] ⊂
(−R,R) i može se integraliti član po član, tj. vrijedi

∫ b

a

f(x)dx =

∞
∑

n=0

bn+1 − an+1

n+ 1
, −R < a < b < R .

Red dobijen integracijom član po član ima poluprečnik konvergencijeR = 1.
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7.3. Maclaurinovi redovi

Maclaurinovi redovi
U ranijem kursu matematike, upoznali smo se sa Taylorovim polinomom i Taylorovim
redom funkcije. Specijalan slučaj Taylorovog reda, zax = 0, predstavljao je Macla-
urinov red funkcije i on je glasio

Definicija 7..19. Neka je funkcijaf(x) definisana na nekom intervalu koji sadrži 0 i
neka postoje svi izvodi funkcijef u tǎcki 0. Red

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn ,

nazivamo Maclaurinov red funkcijef ili Maclaurinov razvoj funkcijef u okolini tǎcke
0.

Vidimo dakle da Maclaurinov red nije ništadrugo do stepeni red, kod koga je specijalno

an =
f (n)(0)

n!
.

Formalno konstruisanje Maclaurinovog reda ne obezbjedjuje njegovu konvergenciju ka
datoj funkciji. Medjutim, sada sa ovom teorijom stepenih redova znamo dáce to ipak
biti slučaj, ali na intervalima konvergencije ovih redova.

Primjer. Poznato nam je da vrijedi

ex =

∞
∑

n=0

xn

n!
,

za proizvoljnox ∈ R. Tj. Maclaurinov red
∑∞

n=0
xn

n! konvergira ka funkcijiex na
intervalu konvergencije, a ovaj je odredjen poluprečnikom konvergencije ovog reda
R = +∞. Dakle, ovaj prikaz funkcijeex stepenim redom vrijedi za svex ∈ R.

Primjer. Maclaurinovi redovi funkcijasin i cos glase

sinx =
∑

n=1

∞ (−1)n−1

(2n− 1)!
x2n−1 , cosx =

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n ,

za svakox ∈ R.

Primjer. Posmatrajmo stepeni red

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn .

Poluprěcnik konvergencije ovog reda jeR = 1, tj. dati red je konvergentan na intervalu
(−1, 1). Zax = 1, dobijamo alternativni red

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
,

za koga na osnovu Leibnitzovog kriterija znamo da je konvergentan red. Dakle, polazni
stepeni red je konvergentan na(−1, 1].
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Nalaženjem izvoda funkcijef(x) = ln(1+x) u tǎcki 0, pokazuje se da je Maclaurinov
red ove funkcije dat upravo kao naš polazni stepeni red, pa dakle možemo zakljǔciti da
vrijedi

ln(1 + x) =

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn , x ∈ (−1, 1] .

Sada lagano izrǎcunavamo npr. da je

ln 2 =

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
.

Još neki razvoji u stepene redove su

(1 + x)α =

∞
∑

n=0

(

α
n

)

xn , α /∈ N , x ∈ (−1, 1) .

Specijalno zaα = −1 i akox zamjenimo sax2, imamo

1

1 + x2
=

∞
∑

n=0

(−1)nx2n .

Integracijom ove jednakosti u granicama od 0 dox (obrazložiti opravdanost integra-
cije), dobijamo

arctg x =

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 .

Sljedécom teoremom tvrdimo da je svaki stepeni red u stvari Maclaurinov red funk-
cije koja je definisana sumom stepenog reda, na intervalu konvergencije. Prema tome,
jedini konvergentni stepeni redovi su Maclaurinovi redovi.

Teorem 7..20.Neka je

f(x) =

∞
∑

n=0

anx
n , x ∈ (−R,R) .

Tada je

an =
f
(n)
n (0)

n!
, n = 0, 1, 2, ...

8. Metri čki prostori

8.1. Metrika i osobine

Metri čki prostori

Definicija 8..1. Neka jeX proizvoljan neprazan skup. Za funkcijud : X × X → R

kažemo da je metrika ili metrička funkcija naX ako zadovoljava sljedećačetiri uslova
za proizvoljnex, y i z iz X :

M1. d(x, y) ≥ 0,
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M2. d(x, y) = 0 ako i samo akox = y,

M3. d(x, y) = d(y, x),

M4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Tada kažemo da je skupX snabdjeven metrikomd i nazivamo ga metrički prostor. Ele-
mente skupaX nazivamo tǎckama, a realan brojd(x, y) nazivamo rastojanjem izmedju
tačakax i y.

Dakle, metrǐcki prostor je uredjeni par(X, d) kogačine skupX i na njemu uvedena
metrikad.
Uslovi M1.-M4. nazivaju se aksiomi metrike, a pojedinačno to supozitivna definitnost
(M1.), strogost(M2.), simetričnost(M3.) i nejednakost trougla(M4.).
Osobina(M4.), tj. nejednakost trougla se može generalizovati pravilom mnogougla.

Lema 8..2. U svakom metričkom prostoru(X, d) vrijedi pravilo mnogougla, tj. za
proizvoljnex1, x2, ..., xn ∈ X (n ≥ 3), vrijedi

d(x1, xn) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · ·+ d(xn−1, xn) .

Dokaz. Dokaz se izvodi matematičkom indukcijom pon ∈ N.

b

b

b

b

b

b

x1

x2

x3

xn−1

xn

Slika 5: Pravilo mnogougla

Teorem 8..3. (Nejednakost Höldera) Neka suai i bi (i = 1, 2, ..., n) proizvoljni realni
ili kompleksni brojevi i neka je za realan brojp > 1, broj q definisan sa1p + 1

q = 1.
Tada za svakon ∈ N vrijedi

n
∑

i=1

|aibi| ≤
(

n
∑

i=1

|ai|p
)

1
p
(

n
∑

i=1

|bi|q
)

1
q

. (13)

Specijalno, ako jep = q = 2, gornja nejednakost se naziva Cauchy-Schwarzova ne-
jednakost.

Teorem 8..4(Nejednakost Minkowskog). Neka suai i bi (i = 1, 2, ..., n) proizvoljni
realni ili kompleksni brojevi i neka jep ≥ 1. Tada za svakon ∈ N vrijedi

(

n
∑

i=1

|ai + bi|p
)

1
p

≤
(

n
∑

i=1

|ai|p
)

1
p

+

(

n
∑

i=1

|bi|p
)

1
p

. (14)

Primjer. Neka jeX proizvoljan skup i neka je zax, y ∈ X zadato

d(x, y) =

{

0 ; x = y ,
1 ; x 6= y .

Funkcijad jeste metrika i(X, d) nazivamo diskretni metrički prostor.
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Primjer. Skup realnih brojevaR sa rastojanjem

d(x, y) = |x− y| ,

predstavlja dobro nam poznati Euklidov prostor realne prave.

Primjer. SaRn oznǎcavamo skup svih uredjenihn-torki realnih brojevax = (x1, x2, ..., xn).
Metriku možemo uvesti sa

1. d2(x, y) =
(
∑n

i=1(xi − yi)
2
)

1
2 .

2. dp(x, y) = (
∑n

i=1(xi − yi)
p)

1
p (p ≥ 1).

3. d(x, y) = max1≤i≤n |xi − yi|

Ovim primjerom opravdavamǒcinjenicu da je nekada neophodno koristiti definiciju
metrǐckog prostora kao uredjenog para, jer kao što vidimo, na istom skupu se mogu
zadati razlǐcite metrike.

Primjer. SaC[a, b] oznǎcavamo skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu
[a, b]. Ako uvedemo funkciju

d(f, g) = sup
a≤t≤b

|f(t)− g(t)| ,

za proizvoljnef, g ∈ C[a, b], dobijamo metrǐcki prostor neprekidnih funkcija, koga
kraće uobǐcajeno pišemo samo saC[a, b].

f

g

ba

Slika 6: Metrika naC[a, b]

Definicija 8..5. Za skupA, podskup metrǐckog prostora(X, d), kažemo da je ograni-
čen ili omedjen ako je skup rastojanja medju tačkama tog skupa ograničen skup, tj.

(∃C > 0)(∀x, y ∈ A) 0 ≤ d(x, y) ≤ C .

Primjer. Jedinǐcni krug{(x, y) ∈ R
2|x2 + y2 ≤ 1} je ogranǐcen skup u(R2, d2).

Definicija 8..6. Neka jeA podskup metrǐckog prostora(X, d). Nenegativan broj

diamA = sup{d(x, y)| x, y ∈ A} ,

nazivamo dijametrom skupaA.
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Jasno je da ako vrijedidiamA = ∞, da je tada skup neograničen, tj. vrijedi,

Lema 8..7. Skup je ograničen ako i samo ako mu je dijametar konačan.

Lema 8..8. Unija konačno mnogo ograničenih skupova je ograničen skup.

Definicija 8..9. Neka je(X, d) metrǐcki prostor. Za proizvoljnoa ∈ X i za proizvoljno
r > 0 skup

B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) < r} ,

nazivamo otvorena kugla uX , sa centrom u tǎcki a, poluprěcnikar.
Skup

K(x, r) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r} ,

nazivamo zatvorena kugla sa centrom ua i poluprěcnikar, a skup

S(x, r) = {x ∈ X | d(a, x) = r} ,

nazivamo sfera sa centrom ua, poluprěcnikar.

Lema 8..10. Neka je(X, d) metrički prostor i neka jeA ⊆ X . SkupA je ograničen
ako i samo ako postojex ∈ X i r > 0, takvi da jeA ⊆ B(x, r).

Definicija 8..11. Za skupG podskup metrǐckog prostora(X, d) kažemo da je otvoren
ako vrijedi

(∀x ∈ G)(∃ε > 0) B(x, ε) ⊆ G .

Definicija 8..12. Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup.

Teorem 8..13.Neka je(X, d) metrički prostor. Kolekcijaτ svih otvorenih podskupova
odX ima slijedeće osobine.

1. ∅, X ∈ τ .

2. U, V ∈ τ ondaU ∩ V ∈ τ .

3. (∀i ∈ I)Oi ∈ τ ⇒ ∪i∈IOi ∈ τ .

4. (∀x, y ∈ X, x 6= y)(∃U, V ∈ τ )(x ∈ U ∧ y ∈ V ∧ U ∩ V = ∅).

Familija τ koja zadovoljava osobine 1., 2. i 3. naziva se topologija naX , a ako
zadovoljava još i osobinu 4., naziva se Hausdorffova topologija naX .

Definicija 8..14. Za skupA, podskup metrǐckog prostora(X, d), kažemo da je okolina
tačkex ∈ X , ako postoji otvoren skupO, takav da je

x ∈ O ⊆ A .

Uobičajeno u gornjoj definiciji umjesto bilo kog otvorenog skupa, zahtjevamo postoja-
nje neke kugle, tako da je

x ∈ B(x, ε) ⊆ A .

Tako na realnoj pravoj, za skupA kažemo da je okolina tačkex, ako postojiε > 0,
takav da je

(x − ε, x+ ε) ⊆ A .
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Definicija 8..15. Neka je(X, d) metrǐcki prostor. Tǎckux ∈ A ⊆ X nazivamo izolo-
vanom tǎckom skupaA, ako postoji okolina tǎckex u kojoj osim tǎckex nema drugih
tačaka iz skupaA.

Definicija 8..16. Tačkax ∈ A je tǎcka nagomilavanja skupaA, ako se u svakoj okolini
tačkex nalazi bar jedna tǎcka skupaA različita odx. Skup svih tǎcaka nagomilavanja
skupaA nazivamo izvodni skup i označavamo ga saA′.

Ako skup sadrži sve svoje tačke nagomilavanja, on je onda zatvoren skup. Inače, ako
skupuA "dodamo" sve njegove tačke nagomilavanja, dobijamo novi skup koga nazi-
vamo adherencija ili zatvorenje skupa, a označavamo ga saA. Pri tome dakle vrijedi

A = A ∪ A′ .

8.2. Konvergencija u metrǐckim prostorima

Konvergencija u metričkim prostorima

Definicija 8..17. Neka je(X, d) metrǐcki prostor. Za niz(xn)n∈N ⊂ X kažemo da
konvergira kax0 ∈ X , ako vrijedi

d(xn, x0) → 0 , (n → ∞) .

Činjenicu da niz(xn)n∈N konvergira ka tǎcki x0 uobǐcajeno zapisujemo saxn → x0

(n → ∞) ili
lim
n→∞

xn = x0 .

Gore definisanu konvergenciju nazivamokonvergencija po metrici.

Teorem 8..18.U metričkom prostoru, konvergentan niz može konvergiratisamo jednoj
tački.

Teorem 8..19.Svaki konvergentan niz je ograničen.

Definicija 8..20. Neka je(X, d) metrǐcki prostor. Za niz(xn)n∈N ⊂ X kažemo da je
Cauchyjev niz ako vrijedi

(∀ε > 0)(∃n0 = n0(ε) ∈ N)(∀n,m ∈ N)(n,m ≥ n0 ⇒ d(xn, xm) < ε) .

Drugǎcije rěceno, niz je Cauchyjev ako vrijedi

lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0 .

Teorem 8..21.Svaki Cauchyjev niz je ograničen.

Teorem 8..22.Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.

Definicija 8..23. Za metrǐcki prostor u kome je svaki Cauchyjev niz konvergentan
kažemo da je kompletan ili potpun metrički prostor.

Teorem 8..24.Metrički prostor(X, d) je kompletan ako i samo ako presjek proizvolj-
nog monotono opadajućeg niza zatvorenih kugli, čiji niz dijametara teži ka 0, sadrži
tačno jednu tačku.
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8.3. Kompaktnost u metričkim prostorima

Kompaktnost u metri čkim prostorima

Definicija 8..25. Neka jeM podskup metrǐckog prostoraX . Za skupM kažemo da
je relativno kompaktan ako se iz svakog niza uM može izdvojiti konvergentan podniz,
tj.

(∀(xn)n∈N ⊆ M)(∃(xnk
)k∈N ⊂ (xn)n∈N) xnk

→ x0 , (k → ∞) , x0 ∈ X .

Ako je pri tomex0 ∈ M , kažemo da jeM kompaktan skup.

Teorem 8..26.Svaki kompaktan metrički prostor je i kompletan.

Teorem 8..27.Svaki kompaktan skup je zatvoren.

Teorem 8..28.Svaki relativno kompaktan skup je ograničen.

Na osnovu Teorema 8..27 i Teorema 8..28, vidimo da u proizvoljnom metrǐckom pros-
toru kompaktnost skupa imlicira njegovu ograničenost i zatvorenost.
U opštem slǔcaju, ogranǐcenost i zatvorenost skupa ne dovode do njegove kompakt-
nosti, ali u nekim specijalnim slǔcajevima do toga ipak dolazi.

Teorem 8..29.U svakom konačno dimenzionalnom metričkom prostoru vrijedi, ako je
skup ograničen i zatvoren, onda je on kompaktan.

Definicija 8..30. Neka suM i N podskupovi metrǐckog prostoraX . Neka jeε > 0
fiksiran realan broj. Za skupN kažemo da jeε-mreža skupaM ako za svakox ∈ M ,
postojiy ∈ N , tako da jed(x, y) < ε. Ako je N kompaktan skup, kažemo da jeN
kompaktnaε-mreža, a ako je konačan skup, kažemo da je konačnaε-mreža.

Lema 8..31. SkupN je ε-mreža (ε > 0) skupaM ako i samo ako vrijedi

M ⊆
⋃

x∈N
B(x, ε) .

Teorem 8..32. Potreban uslov za relativnu kompaktnost skupaM ⊆ X jeste da za
svakoε > 0, postoji konačnaε-mreža skupaM . Ako je metrički prostorX kompletan,
gornji uslov je i dovoljan.

Neprekidne funkcije u metri čkim prostorima

Definicija 8..33. Neka su(X, dX) i (Y, dY ) metrǐcki prostori. Za preslikavanjef :
X → Y kažemo da je neprekidno u tački x0 ∈ X ako

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε) > 0)(∀x ∈ X)(dX(x0, x) < δ ⇒ dY (f(x0), f(x)) < ε) .

Preslikavanje je neprekidno naX ako je neprekidno u svakoj tački x ∈ X .

Teorem 8..34. Neka su(X, dX) i (Y, dY ) metrički prostori if : X → Y . Sljedeća
tvrdjenja su ekvivalentna.

1. f je neprekidna naX .

2. (∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃δ > 0) f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), ε).

3. Za svaki otvoreni skupV ⊆ Y je f−1(V ) otvoren skup uX .

Teorem 8..35.Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je ograničena i dostiže svoju
najveću i najmanju vrijednost.

Teorem 8..36.Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je i uniformno neprekidna.
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9. Normirani prostori

9.1. Definicija i osobine

Normirani prostori

Definicija 9..1. Neka jeX linearan vektorski prostor, na kome je definisana funkcija
|| · || : X → R

+ ∪ {0}, sa sljedécim osobinama

1. (∀x ∈ X) ‖x‖ ≥ 0.

2. Ako je‖x‖ = 0, onda jex = 0.

3. (∀λ ∈ Φ)(∀x ∈ X) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.

4. (∀x, y ∈ X) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Tada za funkciju‖·‖ kažemo da je norma naX , a zaX kažemo da je normiran linearan
vektorski prostor.

Lema 9..2. Neka jeX normiran linearan vektorski prostor. Tada za proizvoljnex, y ∈
X vrijedi

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖ .

Dokaz. Neka sux, y ∈ X proizvoljni. Iz relacije trougla imamo

‖x‖ = ‖x− y + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ ,

odnosno,
‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖ . (15)

Prostom zamjenom ulogax i y, dobijamo

‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x− y‖ ,

ili
−‖x− y‖ ≤ ‖x‖ − ‖y‖ . (16)

Iz (15) i (16) dobijamo traženu nejednakost.

Definišimo sada pomócu norme, funkcijud : X ×X → R
+ ∪ {0}, na sljedéci nǎcin

d(x, y) = ‖x− y‖ , x, y ∈ X .

Nije teško provjeriti da ovako definisana funkcija zadovoljava sve uslove Definicije
8..1, pa je na ovaj način uvedena metrika naX , za koju kažemo da je inducirana nor-
mom u datom prostoru.
Samim tim imamo da je svaki normiran linearan vektorski prostor ujedno i metrǐcki
prostor, te sve što je rečeno za metrǐcke prostore vrijedi i za normirane prostore.
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9.2. Euklidovi prostori

Euklidovi prostori
Ranije smo definisali pojam uredjenen-torke. Descartesov proizvod skupovaXi (i =
1, 2, ..., n) smo obilježavali sa

X1 ×X2 × ...×Xn = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ Xi, i = 1, 2, ..., n} .
Specijalno, ako uzmemo da jeXi = R (i = 1, 2, ..., n), koristimo krácu oznaku

R
n = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n} .

Za dvije tǎcke X,Y ∈ R
n kažemo da su jednake ako su im jednake odgovarajuće

koordinate i pišemoX = Y . U suprotnom su tǎcke razlǐcite,X 6= Y . Neka su naRn

definisane sljedéce funkcije: zaX(x1, x2, ..., xn) i Y (y1, y2, ..., yn) iz R
n

d2(X,Y ) =

(

n
∑

i=1

(xi − yi)
2

)
1
2

; d∞(X,Y ) = max
1≤i≤n

|xi − yi| .

Obje funkcije zadovoljavaju osobine metrike, pa su one metrike naRn i tada prostor
R

n sa jednom od tih metrika nazivamon-dimenzionalni euklidski prostor. Zan = 1
imamo 1-dimenzionalni euklidski prostor (realna prava) u kome rastojanje izmedju
dvije tǎcke mjerimo sa

d(x, y) = |x− y| .
Zan = 2 imamo 2-dimenzionalni euklidski prostor koga geometrijski interpretiramo
kao realnu ravan, u kome rastojanje računamo sa npr.

d2(X,Y ) =

(

2
∑

i=1

(xi − yi)
2

)

1
2

=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 .

Zan = 3 imamo 3-dimenzionalni euklidski prostor koga geometrijski interpretiramo

b

b

X(x1, x2)

Y (y1, y2)

kao uobǐcajeni realni prostor gdje rastojanje mjerimo metrikomd2. Pri tome je za
X(x1, y1, z1) i Y (x2, y2, z2) iz R

3,

d(X,Y ) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 .

Definicija 9..3. Uredjenan-torka realnih brojevax1, x2, ..., xn naziva se tǎckomn-
dimenzionalnog realnog prostora i označavamo je saX = X(x1, x2, ..., xn). Realne
brojevex1, x2, ..., xn nazivamo koordinatama tačkeX .

Za realan niz(an)n∈N, poznat nam je Cauchyjev kriterij konvergencije, tj. dati niz je
konvergentan ako i samo ako vrijedi

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(∀p ∈ N)(n ≥ n0 ⇒ |an+p − an| < ε) .

U kontekstu Definicije 8..20, to znači de je dati niz Cauchyjev, a ovo opet znači da je
R kompletan metrǐcki prostor. Šta više, vrijedi
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Teorem 9..4. Svaki konačnodimenzionalan normiran prostor je kompletan.

Definišimo naRn (n ∈ N) funkciju || · ||, koja će svakom elementu izRn pridružiti
nenegativan broj, na sljedeći nǎcin

||X || =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n =

(

n
∑

i=1

x2
i

)
1
2

, X(x1, x2, ..., xn) ∈ R
n . (17)

Nije teško provjeriti da ovako uvedena funkcija zadovoljava sve osobine iz Definicije
9..1, pa ona predstavlja normu na linearnom vektorskom prostoruR

n. Jasno, normu
naRn smo mogli uvesti i na neki drugi način, a zašto smo baš ovako, odgovor leži u
sljedécem. Pomócu norme sada možemo definisati rastojanje naR

n, a ono je za ovu
normu dato sa

d(X,Y ) = ||X − Y || =
(

n
∑

i=1

(xi − yi)
2

)
1
2

,

gdje suX(x1, x2, ..., xn) i Y (y1, y2, ..., yn) iz R
n. Uočimo da je indukovana metrika

normom (17), upravo euklidska metrikad2.
Nije teško primjetiti da norma tǎcke u prostoruRn, nije ništa drugo do udaljenost te
tačke od koordinatnog pǒcetka, odnosno to je intenzitet radijus vektora te tačke.

9.3. Specijalni skupovi u Euklidskim prostorima

Specijalni skupovi u Euklidskim prostorima
U Euklidskim prostorima otvorena kugla je otvoren skup, a zatvorena kugla je zatvoren
skup. Šta više, na osnovu Teorema 8..13, otvoreni skupovi sui proizvoljnie unije
otvorenih kugli i konǎcni presjeci otvorenih kugli. Tako su na realnoj prevoj, intervali
(a, b) (a, b ∈ R, a < b) otvoreni skupovi, a pokazuje se da je skup otvoren ako i samo
ako se može prikazati kao unija intervala.
Zbog svega navedenog, od interesa je opisati neke specijalne skupove, a to su otvorene
i zatvorene kugle. Definicijom 8..9 smo uveli pojmove otvorene i zatvorene kugle kao
i sfere, u bilo kom metrǐckom prostoru. U jednodimenzionalnom euklidskom prostoru,
otvorena kugla je simetrični interval

B(a, ε) = {x ∈ R| a− ε < x < a+ ε} .

Ako u prostoruRn (n > 1) izaberemo metrikud2, pojmovi kugle i sfere pokla-
paju se sa uobičajenim shvatanjem tih pojmova. Ako izaberemo metrikud∞, onda
ulogu kugle i sfere imaju, u običnom govoru korišteni termini za kvadrat i kocku.

Xb

b b

b

b

x− δ x x+ δ

y − δ

y

y + δ

Kugla uR2 sa metrikomd∞

Xb

b b

b

b

x− δ x x+ δ

y − δ

y

y + δ

Kugla uR2 sa metrikomd2

U
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metrǐckom prostoruR2 sa metrikomd2, kugle su predstavljene kružnicama, a to znači
daće otvorena kugla sa centrom u tački (p, q) ∈ R

2 i poluprěcnikomr > 0 biti skup

B((p, q), r) =
{

(x, y) ∈ R
2| (x − p)2 + (y − q)2 < r

}

,

a ista takva ali zatvoren kugla bitće

K((p, q), r) =
{

(x, y) ∈ R
2| (x− p)2 + (y − q)2 ≤ r

}

.

Sa metrikomd∞, kugle su kvadrati sa stranicama paralelnim koordinatnim osama, pa
će otvorena kugla centra(a, b) ∈ R

2, poluprěcnikar > 0, biti skup

B((a, b), r) =
{

(x, y) ∈ R
2| |x− a| < r, |y − b| < r

}

,

a zatvorena kuglu je

K((a.b), r) =
{

(x, y) ∈ R
2| |x− a| ≤ r, |y − b| ≤ r

}

.

Pod okolinom tǎckeX ∈ R
n podrazumijevamo proizvoljnu otvorenu kuglu uRn sa

centrom u tǎcki X . Sa metrikomd2, za okolinu kažemo da je sferna, a sa metrikom
d∞, za okolinu kažemo da je kubna okolina.
Sada kada znamo šta su kugle u prostoruR

n, možemo precizirati i znǎcenje ograni-
čenog skupa, na osnovu Leme 8..10 . Dakle, skupD ⊆ R

n je ogranǐcen, ako postoji
r > 0, takav da jeD kompletno sadržan u otvorenoj kugliB(O, r), D ⊆ B(O, r). (O
je tǎcka koordinatnog pǒcetka)

10. Pojam funkcije više promjenljivih

Neka suSX ⊂ R
n i SY ⊂ R

m proizvoljni skupovi.

Definicija 10..1. Ako jednoj tǎcki X ∈ SX po nekom zakonu ili praviluf dodijelju-
jemo tǎcno jednu tǎckuY ∈ SY , kažemo da je saf definisano preslikavanje ili funkcija
saSX u SY .

Definicija 10..2. Pod realnom funkcijomn promjenljivih podrazumijevamosvako pres-
likavanjef : SX → R, gdje jeSX ⊂ R

n. Pri tome za proizvoljnoX(x1, x2, ..., xn) ∈
SX pišemo

f(x1, x2, ..., xn) = y ili f(X) = y .

Kako uredjenan-torka oznǎcava tǎcku un-dimenzionalnom euklidskom prostoru, to
ćemočesto funkcijuf zvati funkcija tǎcke.
SkupSX nazivamo domenom funkcijef , a realne brojevex1, x2, ..., xn nazivamo ne-
zavisne varijable, argumenti ili promjenljive funkcijef .

Primjer. f(x, y) =
√

1− x2 − y2; f : SX → R, x i y su varijable, a domen je
SX = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Ovdjećemo izǔcavati funkcijef : Rn → R, tj. funkcije koje kao ulaz imaju vektor, a
kao izlaz daju skalar.
Funkcija koja svakoj tǎcki trodimenzionalnog prostora dodjeljuje temperaturu u toj
tački, primjer je takve funkcije, ili funkcija koja prikazujebruto nacionalni dohodak
neke države. U prvom slučaju, domen funkcije je trodimenzionalan, dok je u dru-
gom slǔcaju on višedimenzionalana (npr. hiljadu). Bez obzira štoćemo mi govoriti o
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proizvoljnomn-dimenzionalnom prostoru, naši primjeriće naǰceš́ce biti u dvije ili tri
dimenzije.
U grafičkom predstavljanju funkcija više varijabli, uobičajena su dva načina, pomócu
nivo linija i pomócu grafa.

Definicija 10..3. Za datu funkcijuf : Rn → R i realan brojc, skup

L = {(x1, x2, ..., xn) ∈ R
n| f(x1, x2, ..., xn) = c}

nazivamo nivo skup funkcijef za nivoc. Zan = 2, L nazivamo nivo kriva funkcijef ,
a zan = 3, kažemo da jeL nivo površ funkcijef . Crtanje koje prikazuje nivo skupove
za razlǐcite nivoe nazivamo konturno crtanje funkcije.

Naprimjer, kod funkcije dvije promjenljivez = f(x, y), držéci z fiksnim, tj. stavljajúci
f(x, y) = c, vršimo presjecanje površif(x, y) sa ravniz = c. Presjěcnu liniju te ravni
i površi, projektujemo uxOy ravan ili gledamo iz tǎcke naz-osi. Radéci taj postupak
za raznec, dobijamo konturnu sliku grafa.

Primjer. Neka jef : R2 → R, zadata saf(x, y) = 4 − 2x2 − y2. Za zadatoc ∈ R,
skup tǎcaka koje zadovoljavaju jednakost4 − 2x2 − y2 = c predstavlja nivo skup
funkcije f . Jasno, ako jec > 4, taj skup je prazan; zac = 4 on se sastoji samo od
jedne tǎcke,(0, 0); zac < 4 taj skup je elipsa sa centrom u koordinatnom početku, tj.
za svakoc < 4 nivo linija je elipsa, za nekoliko različitih nivoa.

x

y

z

c = 1

c = 0

c = −1

c = −2

b

Slika 7: (lijevo) Slika ??, pogled saz-ose, (desno) nivo linije funkcijef(x, y) = 4− 2x2 − y2

Primjer. Neka jef : R2 → R, zadata sa

f(x, y) =
sin
√

x2 + y2
√

x2 + y2
.

Za proizvoljnu tǎcku (x, y) na centralnoj kružnici poluprečnikar > 0 (x2 + y2 = r2),
funkcijaf(x, y) ima konstantnu vrijednost

sin r

r
,

pa će nivo linije ove funkcije, biti koncentrični krugovi sa centrom u koordinatnom
početku.
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1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

Slika 8: Nivo linije funkcijef(x, y) =
sin

√
x2+y2√

x2+y2

Primjer nivo linija imamo u kartografiji. Naime, kada na karti, koja je dvodimenzi-
onalni prikaz terena, želimo prikazati planinu, onda to upravočinimo prikazom punom
linijom onih tǎcaka te planine koje su na istoj nadmorskoj visini. Takodje imamo izo-
bare (podrǔcja sa istim pritiskom), izoterme (područja sa istom temperaturom)

Primjer. Posmatrajmo funkcijuf : R3 → R, zadatu saf(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2.
Jedna nivo površ ove funkcije zadata je jednačinom

x2 + 2y2 + 3z2 = 1 ,

što predstavlja jednačinu elipsoida. Primjetimo da ako u gornjoj jednačini fiksiramo
z = z0, dobijamo jednǎcinu

x2 + 2y2 = 1− 3z20 ,

a to su elipse uxy-ravni, što opravdavǎcinjenicu da su nivo površi funkcijef elipsoidi
(slično smo mogli fiksirati i varijablex i y i dobiti da su projekcije uyz-ravan i u
xz-ravan takodje elipse).

x

y

z

Slika 9: Nivo površi funkcijef(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 (elipsoidi)

Kod proǔcavanja funkcije jedne promjenljive,y = f(x), svakom smo paru(x, y) pri-
druživali jednu tǎckuM(x, y) u realnoj ravni. Skup svih takvih tačakaM , predstavljao
je grafik funkcijef i on je bio izražen kao kriva linija u ravni.

51



U slučaju kada posmatramo funkciju dvije promjenljivez = f(x, y), grafik funkcijeće
biti izražen tǎckamaM(x, y, z), dakle u 3-dimenzionalnom prostoru. Pri tome vrijedi

1◦ Svaka tǎcka grafika,M(x, y, z), ima apscisu (pox-osi ) i ordinatu (poy-osi)
koje predstavljaju koordinate neke tačkeX(x, y) iz domena funkcije, i aplikatu
(poz-osi) koja je jednaka vrijednosti funkcije u tački X(x, y).

2◦ Svaka tǎckaM(x, y, z) prostora za koju tǎckaX(x, y) pripada domenu funkcije,
a aplikataz je jednaka vrijednosti funkcije u tački X , pripada grafiku funkcije

b

b

X

M

z

y

x

Na osnovu rěcenog zakljǔcujemo da je gra-
fik funkcije slika njene oblasti definisanosti. Ako jez = f(x, y) definisana u oblasti
D, njen grafik predstavlja površ u prostoruR3, čija je projekcija naxy-ravan upravo
oblastD.

Definicija 10..4. Posmatrajmo proizvoljnu funkcijuf : Rn → R. Skup

G = {(x1, x2, ..., xn, xn+1)| xn+1 = f(x1, x2, ..., xn)}

nazivamo graf funkcijef .

Primjetimo da je grafG funkcijef : Rn → R u prostoruRn+1, pa kao posljedicu toga
imamo da smo u mogućnosti geometrijski predstavljati samo slučajeve kada jen = 1
i tada imamo krivu koja predstavlja funkciju jedne varijable, i kada jen = 2 u kom
slučaju je graf površ u trodimenzionalnom prostoru.
Šta bi bila geometrijska interpretacija grafika funkcije 3 iviše promjenljivih za sada
nam je nemogúce réci, s obzirom da nemamo način da prikažemo uredjeněcetvorke,
petorke itd.

Primjer. Graf funkcijef(x, y) = 2x2 + y2, f : R2 → R, prestavlja skup uredjenih
trojki (x, y, z) ∈ R

3, koje zadovoljavaju jednakost

z = 2x2 + y2 .

Da bi smo predstavili graf ove funkcije uR3, koristimo ideju da predstavljamo dijelove
tog grafa koji leže iznad mreže linija paralelnih osama uxy-ravni. Npr., za jedno
fiksiranox = x0, skup tǎcaka koje zadovoljavaju jednačinu

z = 2x2
0 + y2 ,

predstavlja parabolu koja leži iznad linijex = x0 u xy-ravni.

Na isti nǎcin, ako fiksiramoy = y0, skup tǎcaka koje zadovoljavaju jednačinu z =
2x2 + y20 , je parabola koja leži iznad linijey = y0. Ako istovremeno nacrtamo više tih
parabola za raznex = x0 i y = y0, dobijamo mrežnu predstavu te površi (grafa) i u
ovom slǔcaju ta površ je paraboloid.
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x y

z

x y

z

Slika 10: Paraboloid; Graf funkcijez = 2x2 + y2

Primjer. Mada se za grafove mnogih funkcija možemo poslužiti idejom mreže, izlo-
ženom u gornjem primjeru, za većinu funkcija dobra slika njihovih grafova zahtjeva
upotrebu rǎcunarske grafike ili eventualno mnogo umjetničke vještine. Tako naprimjer,
za predstavljanje grafa funkcije

f(x, y) =
sin
√

x2 + y2
√

x2 + y2
,

možemo se poslužiti konturnim crtanjem i zaključiti da graf funkcije osciluje ukoliko
se pomjeramo od koordinatnog početka, tǎcnije, da nivo krugovi iz konturnog crtanja

rastu i opadaju sa oscilacijom
sin r

r
, gdje jer =

√

x2 + y2.

Ekvivalentno, dijelovi grafa funkcijef iznad proizvoljne linije uxy-ravni koja prolazi
kroz koordinatni pǒcetak, predstavljeni su funkcijom

z =
sin r

r
.

Ovo zaista jeste dobra ideja za predstavljanje grafa funkcije f , ali iskreno govoréci
mnogi ne bi bili u stanju produkovati sliku tog grafa. Primjetimo takodje da naša
funkcija nije definisana u tǎcki (0, 0) ali da ona teži ka vrijednosti 1, kada tačka(x, y)
teži ka(0, 0), što je opravdanǒcinjenicom

lim
r→0

sin r

r
= 1 .

Ovdje treba otkloniti i nedoumicu oko funkcija oblikaz = sinx (Slika 12 lijevo) iliz =
y2 (Slika 12 desno). Naime, u oba slučaja podrazumijevamo da jez = z(x, y) pa gra-
fici predstavljaju površi u prostoru, a nepojavljivanje neke od varijabli znǎci njenu pro-
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x y

z

Slika 11: Graf funkcijef(x, y) =
sin

√
x2+y2√

x2+y2

izvoljnost u definisanosti funkcije.

x

y

z

f(x, y) = (4− x2 − y2)e−(x
2+y2)

x

z

f(x, y) = 10
(

x3 + xy4 − x
5

)

e−(x
2+y2) + e−((x−1.225)

x

y

z

x

y

z

Slika 12:(lijevo) z = sinx, (desno)z = y2
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11. Granična vrijednost funkcije više promjenljivih i
neprekidnost

11.1. Pojam granǐcne vrijednosti

Neka je data funkcijan promjenljivih,

y = f(x1, x2, ..., xn)

i neka jeA(a1, a2, ..., an) ∈ R
n tačka domena funkcijef . Dalje, saUA oznǎcimo

proizvoljnu okolinu tǎckeA i neka jeL ∈ R i UL okolina tǎckeL.

Definicija 11..1. Funkcijan nezavisnih projenljivih,f(x1, x2, ..., xn) = f(X), ima u
tački A granǐcnu vrijednost jednakuL, ako vrijedi

1◦ TačkaA je tǎcka nagomilavanja domena funkcijef ,

2◦ za proizvoljnu okolinuUL, postoji okolinaUA, tako da se vrijednost funkcije
f(X) nalazi u okoliniUL za svaku tǎckuX 6= A koja se nalazi uUA.

Činjenicu da funkcijaf ima u tǎcki A granǐcnu vrijednost jednakuL, simbolǐcki zapi-
sujemo sa

lim
X→A

f(X) = lim
(x1,...,xn)→(a1,..,an)

= lim
x1→a1,...,xn→an

f(x1, x2, ..., xn) = L .

Napomenimo da sama tačka A ne mora pripadati domenu funkcijef . Ako se za
okolineUA i UL koriste sferne okoline, onda gornju definiciju možemo iskazati

Definicija 11..2. Funkcijaf u tǎcki A ima granǐcnu vrijednost jednakuL ako vrijedi,

1◦ tačkaA je tǎcka nagomilavanja domena funkcijef ,

2◦ za proizvoljnoε > 0, postojiδ = δ(ε) > 0, takav da za sveX 6= A za koje je

0 < d(X,A) < δ ⇔
(

n
∑

i=1

(xi − ai)
2

)
1
2

< δ ,

vrijedi
|f(X)− L| < ε .

Ukoliko koristimo kubne okoline Definicija 11..1 ima oblik

Definicija 11..3. Funkcijaf u tǎcki A ima granǐcnu vrijednost jednakuL ako vrijedi,

1◦ tačkaA je tǎcka nagomilavanja domena funkcijef ,

2◦ za proizvoljnoε > 0, postojiδ = δ(ε) > 0, takav da za sveX 6= A za koje je

0 < |xi − ai| < δ, i = 1, 2, ..., n ,

vrijedi
|f(X)− L| < ε .
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Posmatrajmo neke slučajeve granǐcnog procesa za funkciju dvije promjenljive. Na
primjer, slǔcaj

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = lim
x → a

y → b

f(x, y) = L ,

tumǎcimo na sljedéci nǎcin:
Ako fiksiramoε > 0, onda postojiδ = δ(ε) > 0 tako da važi

|f(x, y)− L| < ε ,

kad god sux i y takvi da važi|x−a| < δ i |y−b| < δ (ili
√

(x − a)2 + (y − b)2 < δ).

Pri tome je okolina tǎckeA(a, b), u zavisnosti od metrike data na slici
Ab

bX

b b

b

b

a− δ a a+ δ

b− δ

b

b+ δ

b
b

b b

b

b

Granǐcni proces
lim

x → +∞
y → b

f(x, y) = L ,

tumǎcimo na sljedéci nǎcin: Za proizvoljnoε > 0, postojeδ = δ(ε) > 0 i M(ε) > 0
takvi da važi|f(x, y) − L| < ε, kad god sux i y takvi da jex > M i |y − b| < δ. Pri
tome je okolina tǎckeA beskonǎcni pravougaoni pojas prikazan na slici

b
b

b

b

M

b− δ

b

b+ δ
Xb

Teorem 11..4.Neka suf, g : Rn → R i neka postoje

lim
X→A

f(X) = F i lim
X→A

g(X) = G .

Tada postoje i granične vrijednosti funkcijaf(X)±g(X), f(X)·g(X), f(X)
g(X) (g(X) 6=

0) i kf(X) (k ∈ R) i pri tome vrijedi

lim
X→A

(f(X)± g(X)) = F ±G ,

lim
X→A

(f(X)g(X)) = F ·G ,

lim
X→A

f(X)

g(X)
=

F

G
,

lim
X→A

kf(X) = kF .
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Teorem 11..5.Neka jef : Rn → R i neka postoji

lim
X→A

f(X) = F .

Tada za proizvoljan niz(Xn)n∈N, takav daXn → A (n → ∞), vrijedi

lim
n→∞

f(Xn) = F .

Rezultat gornje teoreme koristimo sada u kompoziciji funkcija.

Teorem 11..6.Neka jef : Rn → R i h : R → R. Ako postoji granična vrijednost

lim
X→A

f(X) = F

i ako jeh neprekidna funkcija, tada vrijedi

lim
X→A

h(f(X)) = h(F ) .

Primjer. Neka jef : Rn → R zadata sa

f(x1, x2, ..., xn) = xk , k ∈ {1, 2, ..., n} .

Ukoliko sada posmatramo granični proces kadaX → A, tj. X(x1, x2, ..., xn) →
A(a1, a2, ..., an), što u stvari znǎci da za proizvoljnoi = 1, 2, ..., n vrijedi

xi → ai ,

tada imamo

lim
X→A

f(x1, x2, ...xn) = lim
(x1,...,xn)→(a1,...,an)

xk = ak .

Specijalno, ako posmatramo funkcijuf(x, y) = x, onda imamo

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,b)

x = a .

Primjer. Neka je sadaf : R3 → R, zadata saf(x, y, z) = xyz. Koristéci Teorem
11..4 i gornji primjer, imamo

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

f(x, y, z) = lim
(x,y,z)→(a,b,c)

xyz

=

(

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

x

)(

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

y

)(

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

z

)

= abc .

Dakle, ako imamo da jeA(1, 2, 1), tada je

lim
(x,y,z)→(1,2,1)

xyz = 1 · 2 · 1 = 2 .
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Primjer. Kombinujúci prethodno, sada računamo

lim
(x,y)→(−1,2)

(x2 + y2 − 3xy + 2x) = ( lim
(x,y)→(−1,2)

x)( lim
(x,y)→(−1,2)

x)+

( lim
(x,y)→(−1,2)

y)( lim
(x,y)→(−1,2)

y)−

3( lim
(x,y)→(−1,2)

x)( lim
(x,y)→(−1,2)

y)

2( lim
(x,y)→(−1,2)

x)

= (−1)(−1) + 2 · 2− 3(−1)2 + 2(−1) = 9.

Sva tri gornja primjera predstavljaju primjere polinomijalnih funkcija više varijabli.
Generalno, funkcijuf : Rn → R, oblika

f(x1, x2, ..., xn) = cxk1
1 xk2

2 · · ·xkn
n ,

gdje jec skalar, aki (i = 1, 2, ..., n) nenegativni cijeli brojevi, nazivamomonomom.
Funkciju koja predstavlja sumu monoma nazivamopolinomijalna funkcija.

Primjer. Koristéci Teorem 11..6 i gornje razmatranje za polinomijalne funkcije, la-
gano rǎcunamo i granǐcne procese složenijih funkcija.
Neka jef : Rn → R, zadata sa

f(x1, x2, ..., xn) =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·x2
n .

Kako je korjena funkcija neprekidna, sada imamo

lim
(x1,x2,...,xn)→(a1,a2,...,an)

f(x1, x2, ..., xn) =

√

lim
(x1,x2,...,xn)→(a1,a2,...,an)

(x2
1 + x2

2 + · · ·x2
n)

=
√

a21 + a22 + · · ·a2n.

Ili

lim
(x,y)→(1,1)

e(x
3−y2+3x2y) = e(lim(x,y)→(1,1)(x

3−y2+3x2y))

= e3 .

U oba primjera podrazumijevamo da je tačkaA iz domena funkcijef .

Pored polinomijalnih,̌cesto su u upotrebi i funkcije oblika

f(X) =
g(X)

h(X)
,

gdje sug i h polinomijalne funkcije. Funkcijuf nazivamoracionalna funkcija. I
ovdje, ukoliko je tǎcka konvergencijeA iz domena funkcije, granični proces rǎcunamo
jednostavno. Naime,

lim
X→A

f(X) =
limX→A g(X)

limX→A h(X)
.
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Primjer. Neka jef(x, y, z) =
x2y + 5xyz

2x2 + 3z2
.

lim
(x,y,z)→(1,−1,2)

f(x, y, z) = lim
(x,y,z)→(1,−1,2)

x2y + 5xyz

2x2 + 3z2

=
12(−1) + 5 · 1 · (−1) · 2

2 · 12 + 3 · 22

=
−6

14
= −3

7
.

Primjer.

lim
(x,y)→(1,2)

ln

(

xy

2x2 + y2

)

= ln

(

lim
(x,y)→(1,2)

xy

2x2 + y2

)

= ln

(

2

6

)

= − ln 3 .

Napomenimo još jednom bitnost pretpostavke da je granična tǎcka u svim gornjim pri-
mjerima granǐcnih procesa, bila tǎcka oblasti definisanosti posmatrane funkcije. Me-
djutim, u definiciji granǐcne vrijednosti funkcije više varijabli, zahtjevalimo smou 1.
da jeA tačka nagomilavanja domena funkcije, što znači da granǐcne vrijednosti mo-
žemo rǎcunati i u nekim "drugim" tǎckama. Tako naprimjer, za funkciju

f(x, y) =
x2y

x2 + y2
,

tačka A(0, 0) nije iz domena, ali jeste tačka nagomilavanja domena funkcije. Iako
je naša funkcija racionalna, ne bismo mogli primjeniti raniji postupak izrǎcunavanja
limesa ove funkcije u tǎcki A jer bi to dovelo do neodredjenog oblika00 . Ipak, ako
izaberemo tǎckuX dovoljno blisku tǎcki A, tj. neka je

0 < d(X,A) =
√

x2 + y2 < δ = ε ,

za proizvoljnoε > 0, tadaćemo imati

|f(x, y)− 0| =
∣

∣

∣

∣

x2y

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

=
|x|2|y|

|x2 + y2| ≤
d(X,A)2d(X,A)

d(X,A)2
= d(X,A) < ε .

Ovo na osnovu Definicije 11..2 znači da vrijedi

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 .

11.2. Simultana i uzastopna granǐcna vrijednost

Prisjetimo se da smo za funkcijuf : R → R, postojanje granične vrijednosti

lim
x→a

f(x) = L ,

opravdavali postojanjem i jednakošću lijeve i desne granične vrijednosti u tǎcki a, tj.
uslovom

lim
x→a−

f(x) = L = lim
x→a+

f(x) .
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Ukoliko jedna od ovih graničnih vrijednosti u tǎcki a ne postoji, tada ne postoji ni
granǐcna vrijednost funkcije u toj tǎcki. Slično razmišljanje možemo primjeniti i za
funkciju više varijabli, ali razlika leži ǔcinjenici što će sada postojati beskonačno
mnogo krivih po kojima se tǎckaX može približavati nekoj tǎcki A u prostoruRn,
za razliku od samo dvije mogućnosti u prostoruR. Posmatrajmo sada funkciju dvije

b

a

x→ a− a+← x

x

y

z

b

Slika 13: Prilaz tǎcki na pravoj (lijevo)i u ravni (desno)

promjenljivef(x, y). Granǐcnu vrijednostL, definisanu u Definiciji 11..1, nazivamo
simultana granična vrijednostfunkcije f(x, y). Pored ove, od interesa je posmatrati
još dvije granǐcne vrijednosti, a to su

L12 = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) , L21 = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) ,

koje nazivamouzastopne granične vrijednosti(slika 14). Veza simultane i uzastopnih

b

(a, b)

a← x

y
→

b

b

(a, b)

y
→

b

a← x

Slika 14: Uzastopni limesi: (lijevo)L12 = lim
x→a

lim
y→b

, (desno)L21 = lim
y→b

lim
x→a

granǐcnih vrijednosti data je sa

Teorem 11..7.Ako postoji simultana granična vrijednost

L = lim
x → a

y → b

f(x, y)

i ako za svakoy postoji granična vrijednost

lim
x→a

f(x, y) ,

tada postoji i uzastopna granična vrijednost

L21 = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) ,

i vrijedi
L = L21 .
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Formulaciju gornje teoreme možemo iskazati koristeći i granǐcnu vrijednostL12. Pos-
ljedice ove teoreme su:

1) Ako postoje simultana i uzastopne granične vrijednosti tada vrijedi

L = L12 = L21 .

2) Ako jeL12 6= L21, onda simultana granična vrijednostL ne postoji.

Primjer. Posmatrajmo funkcijuf(x, y) =
x− y

x+ y
u tǎcki O(0, 0).

L12 = lim
x→0

lim
y→0

x− y

x+ y
= lim

x→0

x

x
= 1 .

L21 = lim
y→0

lim
x→0

x− y

x+ y
= lim

y→0

−y

y
= −1 .

L12 6= L21 pa dakleL ne postoji.

Primjer. f(x, y) = x cos y, x → 0 i y → +∞. Zbog ogranǐcenosti funkcije kosinus
vrijedi

L = lim
x → 0

y → +∞

x cos y = 0 .

L21 = lim
y→+∞

lim
x→0

x cos y = 0 .

L12 ne postoji jer ne postoji granična vrijednost funkcijecos y kaday → +∞.

Primjer. f(x, y) =
xy

x2 + y2
, x → 0 i y → 0.

L12 = lim
x→0

lim
y→0

xy

x2 + y2
= 0 = L21 .

Simultani limes ne postoji! Zaista, ako se tački O(0, 0) približavamo po pravojx = y
(tj. ako posmatramo tǎcke oblikaX(x, x), a to onda znǎci da akoX → O, onda mora
x → 0), tada je

L = lim
x→0

x2

2x2
=

1

2
,

a ako se ka tǎcki O(0, 0) približavamo po pravojx = −y, tj. posmatramo tǎcke oblika
X(x,−x), imamo

L = lim
x→0

−x2

2x2
= −1

2
,

iz čega je jasno daL ne postoji.

11.3. Neprekidnost funkcija više promjenljivih

Neka je funkcijaf(x1, x2, ..., xn) definisana u okolini tǎckeA(a1, a2, ..., an).

Definicija 11..8. Funkcija tǎckef je neprekidna u tǎcki A ako vrijedi

lim
X→A

f(X) = f(A) .
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Prema tome, da bi funkcijaf bila neprekidna u tǎcki A treba biti zadovoljeno:

1. da postoji granična vrijednost funkcije kadaX → A,

2. da funkcija bude definisana u tački A,

3. da granǐcna vrijednost funkcije u tǎcki A bude jednaka vrijednosti funkcije u
tački A.

Definicija 11..9. Funkcijaf je neprekidna u tǎcki A ako se za svakoε > 0 može
odreditiδ = δ(ε) > 0, tako da je za sveX takve da je0 < d(X,A) < δ zadovoljeno

|f(X)− f(A)| < ε .

Funkcija je neprekidna u oblastiD ako je neprekidna u svakoj tački te oblasti.

Naravno da gornju definiciju možemo posmatrati bilo sa sfernom bilo sa kubnom oko-
linom tǎckeA.

Teorem 11..10.Neka jef : Rn → R polinomijalna funkcija. Tada za svakoA ∈ R
n

vrijedi
lim

X→A
f(X) = f(A) ,

tj. polinomijalna funkcija je neprekidna u svakoj tačkiA ∈ R
n.

Teorem 11..11.Ako je racionalna funkcijaf definisana u tačkiA, tada vrijedi

lim
X→A

f(X) = f(A) ,

tj. racionalna funkcija je neprekidna u svakoj tački svog domena.

Teorem 11..12.Neka su funkcijef, g : Rn → R neprekidne u tačkiA ∈ R
n. Tada su

u toj tački neprekidne i funkcijef ± g, f · g, f
g (g(A) 6= 0) i kf (k proizvoljan skalar

izR).

Teorem 11..13.Neka jef : Rn → R neprekidna funkcija u tačkiA i ako jeg : R → R

neprekidna funkcija, tada je ig ◦ f neprekidna funkcija u tačkiA.

Primjer. Kako je funkcijag(t) = sin t neprekidna za proizvoljnot iz R i kako je
funkcija

f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2

neprekidna za sve tačke(x, y, z) ∈ R
3, onda je i funkcija

h(x, y, z) = sin(
√

x2 + y2 + z2)

neprekidna u svim tǎckama izR3.

Primjer. Prema prethodnom primjeru (samo za funkciju dvije varijable), funkcija

h(x, y) = sin(
√

x2 + y2)

je neprekidna za sve(x, y) ∈ R
2. Takodje je neprekidna i funkcija

g(x, y) =
√

x2 + y2

za sve(x, y) ∈ R
2. Zaključujemo onda da je i funkcija

f(x, y) =
sin(

√

x2 + y2)
√

x2 + y2

neprekidna u svakoj tački iz R
2, različitoj od tǎckeA(0, 0).
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Medjutim,

lim
X→A

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

sin(
√

x2 + y2)
√

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

sin(d(X,A))

d(X,A)
= lim

t→0

sin t

t
= 1 .

Dakle, prekid funkcije u tǎcki A(0, 0) je otklonjiv, tj. ako definišemo novu funkciju

F (x, y) =







sin(
√

x2+y2)√
x2+y2

; (x, y) 6= (0, 0)

1 ; (x, y) = (0, 0)

onda je ona neprekidna u svim tačkama(x, y) ∈ R
2.

Definicija 11..14. Linija ili površ koja predstavlja skup tačaka prekida funkcijef na-
ziva se linijom ili površinom prekida funkcije.

Ako je funkcijaf neprekidna u oblastiD, ona je neprekidna po svakoj liniji i po svakoj
površi koja leži u toj oblasti. Ako specijalno posmatramo prave paralelne koordinatnim
osama, to onda znači da je funkcija neprekidna po svakoj varijabli posebno. Medjutim
obrat ne važi, tj. funkcija može biti neprekidna po svakoj varijabli posebno ali da ipak
ima prekide. Na primjer, funkcija

f(x, y) =
xy

x2 + y2

je u tǎcki O(0, 0) neprekidna po svakoj varijabli, ali granična vrijednost (simultana) u
tački O ne postoji, tj. funkcija ima prekid u tački O.

Primjer. f(x, y) =
ex + ey

x2 + y2 − 1
. Linija prekida ove funkcije je kružnicax2+y2 = 1.

Primjer. f(x, y, z) =
1

ln (4 − x2 − y2 − z2)
. Površ prekida funkcije je sferax2 +

y2 + z2 = 4.

Teorem 11..15.Svaka funkcijan promjenljivih koja je neprekidna u zatvorenoj i ogra-
ničenoj oblasti je ograničena u toj oblasti.

Teorem 11..16.Ako jef neprekidna u proizvoljnoj oblasti i ako zaX1 6= X2 iz te
oblasti vrijedif(X1) 6= f(X2), tada za proizvoljnoC izmedjuf(X1) i f(X2), postoji
tačkaX u toj oblasti takva da jef(X) = C.

12. Diferencijabilnost funkcije više promjenljivih

Diferencijabilnost
U ovoj sekciji govoritćemo o drugoj važnoj osobini proizvoljnog preslikavanja, odi-
ferencijabilnosti. Ovdjécemo pretpostavljati uvijek ako drugačije nije naglašeno, da
svaka tǎcka domenaDf posmatranog preslikavanja, pripada tom skupu zajedno sa ne-
kom svojom okolinom, tj. pretpostavljatćemo da je skupDf otvoren.
U nekim razmatranjima bit́ce neophodna i osobina povezanosti (koneksnosti) tog
skupa. Za takav skup (otvoren i povezan) reći ćemo da jeoblastu prostoruRn.
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12.1. Izvod u pravcu

Izvod u pravcu
Za funkcijuφ : R → R, izvod u tǎcki x0 ∈ Dφ definisali smo sa

φ′(x0) = lim
h→0

φ(x0 + h)− φ(x0)

h
, (18)

i geometrijski, predstavljao je nagib tangente (tj. najbolju linearnu aproksimaciju) na
krivu φ u tǎcki (x0, φ(x0)) ili trenutnu mjeru promjene funkcijeφ(x) u odnosu na
varijablux, kada jex = x0.
Kao uvod za nalaženje ovakve "najbolje linearne aproksimacije" za funkcijuf : Rn →
R, pokušatćemo iskoristiti, tj. generalizovati (18) da bi realizovali ideju "nagiba" i
"mjere promjene" za ovakvo preslikavanje. Posmatrajmo funkciju f : R

2 → R,
definisanu sa

f(x, y) = 4− 2x2 − y2 .

Ukoliko želimo da vizualiziramo kretanje po ovom grafu (površi), nagib puta po kome
se krécemo ovisi od polazne tačke ali i od pravca našeg kretanja.
Na primjer, neka je startna tačka(1, 1, 1) na površi i neka je pravac kretanja odredjen
vektorom~v′ = (−1,−1, 3). Ovo će uzrokovati kretanje direktno ka vrhu grafa i jasno
je da je "mjera promjene" rastuća. Medjutim, ako se iz iste tačke krécemo u pravcu
vektora−~v′, onda "silazimo niz graf", tj. "mjera promjene" je opadajuća. Obje ove
mogúcnosti naznǎcene su na slici crvenom bojom.
Ako iz iste tǎcke krenemo u pravcu vektora~w′ = (−1, 2, 0), vidimo da je putanja
kretanja po elipsi

2x2 + y2 = 3 ,

tj. "obilazimo" oko grafa, pa je "nagib" bez promjene, a timei "mjera promjene" je 0.
Ova mogúcnost kretanja je na slici prikazana zelenom bojom. Dakle, govoriti o "na-
gibu" na graf funkcijef u tǎcki, zahtijeva specificirati pravac kretanja. Kretanju
na grafu iz tǎcke (1, 1, 1), u pravcu vektora~v′, odgovara kretanje u domenu funkcije,
iz tačke c u pravcu vektora~v = (−1,−1). Analogno kretanju u pravcu vektora~w′,
odgovara kretanje izc u pravcu~w = (−1, 2).
Dakle, ukoliko se krécemo iz tǎckec = (1, 1) u pravcu vektora

~u =
~v

||~v|| = − 1√
2
(1, 1) ,

tada izraz
f(c+ h~u)− f(c)

h
,

za proizvoljnoh > 0, će predstavljati aproksimaciju nagiba na graf funkcijef u tǎcki
c u pravcu~u.
Kao što smo to radili sa funkcijama jedne varijable, puštajući sada dah teži ka 0, dobili
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x
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~v′

~w′

c

~v

~w

Slika 15: Izvod u pravcu

bi smo egzaktan nagib na graf, u tački c, u pravcu~u.

f(c+ h~u)− f(c) = f

(

1− h√
2
, 1− h√

2

)

− f(1, 1)

= 4− 2

(

1− h√
2

)2

−
(

1− h√
2

)2

− 1

= 3− 3

(

1−
√
2h+

h2

2

)

= 3
√
2− 3h2

2
= h

(

3
√
2− 3h

2

)

.

Odavdje je sada

lim
h→0

f(c+ h~u)− f(c)

h
= lim

h→0

(

3
√
2− 3h

2

)

= 3
√
2 .

Dakle, naš graf ima nagib od3
√
2 ukoliko startujemo iz tǎcke(1, 1), u pravcu vektora

~u. Sličnim rǎcunom bi dobili da je u pravcu−~u nagib−3
√
2, odnosno u pravcu vektora

~w
||~w|| =

1√
5
(−1, 2) nagib je 0.

Definicija 12..1. Neka je funkcijaf : Rn → R definisana u nekoj otvorenoj kugli oko
tačkec. Za dati vektor~u, izraz

Duf(c) = lim
h→0

f(c+ h~u)− f(c)

h
, (19)

ukoliko limes postoji, nazivamo izvod u pravcu, funkcijef , u pravcu vektora~u, u tǎcki
c.

65



Primjer. Prema gornjem razmatranju, za funkcijuf(x, y) = 4− 2x2 − y2 je

Duf(1, 1) = 3
√
2 , D−uf(1, 1) = −3

√
2 , Dwf(1, 1) = 0 .

13. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal
Kao što smo vidjeli iz gornjeg, za funkciju više varijabli nemožemo jednostavno go-
voriti o izvodu te funkcije, tj. možemo govoriti o izvodu alipri tome moramo znati
pravac kretanja, i tada ustvari govorimo o izvodu u pravcu.
Pravac u kome nalazimo izvod funkcije više varijabli može biti proizvoljan, ali pravci
odredjeni baznim vektorima prostora domena su od posebne važnosti. Neka sue1, e2, ..., en
standardni vektori baze prostoraRn, tj.

e1 = (1, 0, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, 0, ..., 0) · · · en = (0, 0, 0, ..., 1) .

Posmatrajmo funkcijuf : Rn → R

f(X) = f(x1, x2, ..., xn) ,

koja je definisana u nekoj okoliniUA tačkeA(a1, a2, ..., an) ∈ R
n. Razmotrimo za

trenutak funkcijug : R → R, uvedenu na sljedeći nǎcin

g(t) = f(t, x2, x3, ..., xn) ,

tj. definišemo je preko funkcijef , tako što pǒcev od druge, sve varijable držimo fiksnim
(ne mjenjamo ih), a samo prvu shvatimo kao varijablu.
Dakle, tada jeg funkcija jedne varijable pa na nju možemo primjeniti jednakost (18),

g′(x) = lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
.

Ali tada imamo

g′(x1) = lim
h→0

g(x1 + h)− g(x1)

h

= lim
h→0

f(x1 + h, x2, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn)

h

= lim
h→0

f((x1, x2, ..., xn) + (h, 0, ..., 0))− f(x1, x2, ..., xn)

h

= lim
h→0

f(X + he1)− f(X)

h
= De1f(X) .

Vidimo da je izvod funkcijeg u tǎcki x1 ustvari izvod u pravcu funkcijef u tǎcki X , u
pravcu vektorae1. Na isti nǎcin smo mogli fiksiratik-tu promjenljivu (k = 1, 2, ..., n)
funkcijef i zaključiti da bi vrijedilo

g′(xk) = Dekf(X) .

Definicija 13..1. Neka je funkcijaf : Rn → R definisana u nekoj okolini tǎckeA i
neka jeek (k ∈ {1, 2, ..., n}) k-ti vektor standardne baze uRn. Ukoliko postoji, izvod
u pravcuDekf(A), nazivamo parcijalni izvod funkcijef po promjenljivojxk, u tǎcki
A.
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Naravno da smo pojam parcijalnog izvoda mogli uvesti i na mnogo formalniji nǎcin,
uvodéci pojmove priraštaja.

Definicija 13..2. Neka jeX(x1, x2, ..., xn) proizvoljna tǎcka iz okolineUA tačke
A(a1, a2, ..., an). Razliku

△xk = xk − ak ; k = 1, 2, ..., n

nazivamo priraštajem varijablexk, a razliku

△xk
f(X) = f(x1, ..., xk +△xk, ..., xn)− f(x1, ..., xn)

nazivamo parcijalnim priraštajem funkcijef po promjenljivojxk, u tǎcki X . Na isti
nǎcin definišemo parcijalni priraštaj funkcije u proizvoljnoj tački A(a1, ..., an):

△xk
f(A) = f(a1, ..., ak +△xk, ..., an)− f(a1, ..., an).

Primjécujemo da parcijalni priraštaj funkcijen promjenljivih dobijamo tako što vršimo
promjenu samo jedne varijable dok ostale držimo fiksnim.

Definicija 13..3. Granǐcna vrijednost

lim
△xk→0

△xk
f(A)

△xk
= lim

xk→ak

f(a1, ..., xk, ..., an)− f(a1, ..., an)

xk − ak
,

naziva se parcijalnim izvodom funkcijef po promjenljivojxk u tǎcki A.

Na analogan nǎcin definišemo parcijalni izvod u proizvoljnoj tački

lim
△xk→0

△xk
f(X)

△xk
= lim
△xk→0

f(x1, ..., xk +△xk, ..., xn)− f(x1, ..., xn)

△xk
.

U različitim knjigama matematičke analize nalazimo razne oznake za parcijalne iz-
vode, kao npr.

f ′xk
; fxk

;
∂f

∂xk
i sl. .

Mi ćemo naǰceš́ce koristiti oznaku∂f
∂xk

, zato primjetimo da ovdje nismo koristili oz-

nǎcavanje koje smo imali kod funkcije jedne promjenljive, tj.oznaku df
dx . Tehnika

odredjivanja parcijalnog izvoda se ni ǔcemu ne razlikuje od tehnike izračunavanja
izvoda funkcije jedne promjenljive.
Pri nalaženju parcijalnog izvoda po promjenljivojxk, sve ostale promjenljive shvatamo
kao konstante, a nalazimo izvod poxk, koristéci pravila i tablicu izvoda funkcija jedne
promjenljive.

Primjer. Za funkcijuf : R2 → R, zadatu saf(x, y) = xy, parcijalni izvodi su

∂f

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
= lim

∆x→0

(x+∆x)y − xy

∆x
= y.

∂f

∂y
(x, y) = lim

∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
= lim

∆y→0

x(y +∆y)− xy

∆y
= x.
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Primjer. f(x, y) = sin(xy − y).

∂f

∂x
(x, y) =

∂

∂x
sin(xy − y)

= cos(xy − y)
∂

∂x
(xy − y)

= cos(xy − y)

(

∂

∂x
(xy) − ∂

∂x
y

)

= y cos(xy − y) .

∂f

∂y
(x, y) =?

Primjer. Posmatrajmo funkcijuf : R3 → R, f(x, y, z) = ln(x + yz).

∂f

∂x
(x, y, z) =

∂

∂x
ln(x+ zy) =

1

x+ zy

∂

∂x
(x+ zy) =

1

x+ yz
,

∂f

∂y
(x, y, z) =

∂

∂y
ln(x+ yz) =

1

x+ yz

∂

∂y
(x + yz) =

z

x+ yz
,

∂f

∂z
(x, y, z) =

∂

∂z
ln(x+ yz) =

1

x+ yz

∂

∂z
(x+ yz) =

y

x+ yz
.

Parcijalni izvodi u konkretnoj tǎcki, npr.A(1, 1, 2) bili bi

∂f

∂x
(1, 1, 2) =

1

3
,
∂f

∂y
(1, 1, 2) =

2

3
,
∂f

∂z
(1, 1, 2) =

1

3
.

Primjer. f(x, y) =
x

y
.

∂f

∂x
=

y ∂
∂xx− x ∂

∂xy

y2
=

y − 0

y2
=

1

y
,

∂f

∂y
=

y ∂
∂yx− x ∂

∂y y

y2
=

0− x

y2
= − x

y2
.

Kod funkcije jedne varijabley = f(x), ako jex = g(t), imali smo pravilo izvoda
složene funkcije (pravilo kompozicije) y = f(g(t)), koje glasi

dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
.

Pravilo kompozicije moramo takodje imati i kod funkcija više varijabli. Pokazat́cemo
to pravilo za funkciju dvije varijable, a ono se lako prenosina funkcije san varijabli.
Neka jez = f(x, y) i neka su ix i y funkcije nekog parametrat, tj. x = x(t) i
y = y(t). Tada je funkcijaz = f(x(t), y(t)), ustvari funkcija jedne varijable (t) i pri
tome imamo:
Ako su funkcijex(t) i y(t) diferencijabilne ut i ako je funkcijaf diferencijabilna u
tački (x(t), y(t)), tada vrijedi
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z

x y

t

dx
dt

dy
dt

∂z
∂x

∂z
∂y dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Primjer. Neka jef(x, y) = sinx + cos(xy) i neka sux = t2 i y = t3. Tada prema
pravilu kompozicije imamo

df

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt

= (cosx− sin(xy)y)2t+ (− sin(xy)x)3t2

= (cos t2 − t3 sin t5)2t− 3t4 sin t5 .

Ukoliko sux i y zavisne od dvije varijable, tj.x = x(t, s) i y = y(t, s), tada pravilo
kompozicije glasi: Ako funkcijex i y imaju parcijalne izvode prvog reda u tački (t, s)
i ako je funkcijaz = f(x, y) diferencijabilna u tǎcki (x(t, s), y(t, s)), tada vrijedi

z

x y

t s

∂z
∂x

∂z
∂y

∂x
∂t

∂x
∂s

∂y
∂t

∂y
∂s

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t
,

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s
.

13.1. Gradijent

Gradijent

Definicija 13..4. Neka je funkcijaf : Rn → R definisana u okoliniUA tačkeA i neka
postoje ∂f

∂xk
(A) za svek = 1, 2, ..., n. Vektor

∇f(A) =

(

∂f

∂x1
(A),

∂f

∂x2
(A), ...,

∂f

∂xn
(A)

)

,

nazivamo gradijent funkcijef u tǎcki A.

Primjer. Na osnovu Primjera 332, gradijent funkcijef(x, y) = xy je

∇f(x, y) = (y, x) ,

odnosno u konkretnoj tački je, npr.∇f(−2, 7) = (7,−2).

69



Primjer. Iz Primjera 334 imamo

∇f(1, 1, 2) =

(

1

3
,
2

3
,
1

3

)

.

Primjer. Za funkcijuf(x, y) = 4− 2x2 − y2 imamo

∂f

∂x
(x, y) = −4x ,

∂f

∂y
(x, y) = −2y ,

pa je gradijent dat sa
∇f(x, y) = (−4x, 2y) .

Konkretno u tǎcki O(0, 0) je ∇f(0, 0) = (0, 0) .

Korisno je primjetiti jednu stvar, a to je da za funkcijuf : Rn → R, njen gradijent
je funkcija∇f : R

n → R
n, tj. gradijent je funkcijačiji je ulaz n-dimenzionalna

veličina (vektor), a izlazna je takodjen-dimenzionalni vektor. Ovakve funkcije uobi-
čajeno nazivamovektorsko polje, a sačimećemo se susresti u narednim matematičkim
izučavanjima.
Nije teško pokazati da za gradijent vrijede sljedeća pravila:

1. ∇(kf) = k∇f , (k = const. ).

2. ∇(f ± g) = ∇f ±∇g.

3. ∇(fg) = g∇f + f∇g.

4. ∇
(

f

g

)

=
g∇f − f∇g

g2
.

13.2. Diferencijabilnost funkcija više promjenljivih

Diferencijabilnost funkcija više promjenljivih
Neka jef : Rn → R definisana u nekoj okoliniUA tačkeA(a1, a2, ..., an). Samo
postojanje parcijalnih izvoda ne obezbjedjuje neke bitne osobine posmatrane funkcije,
što vidimo iz sljedéceg primjera.

Primjer. Posmatrajmo funkcijuf : R2 → R, zadatu sa

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 ; (x, y) 6= (0, 0)

0 ; (x, y) = (0, 0)

Nije teško pokazati da jef prekidna funkcija u tǎcki (0, 0). S druge strane ona ima oba
parcijalna izvoda u tǎcki (0, 0):

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0 ,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

0

k
= 0 .

Dakle, parcijalni izvodi postoje u tački (0, 0), a funkcija ima prekid u toj tǎcki.
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Jasno je dakle, da za razliku od funkcija jedne promjenljive, postojanje parcijalnih
izvoda ne može garantovati odredjene "lijepe" osobine funkcije, nego moramo posma-
trati neka svojstva koja uzimaju u obzir ponašanje funkcijeu čitavoj okolini posmatrane
tačke.

Definicija 13..5. Razlika

△f = f(X)− f(A) ; (X ∈ UA) ,

naziva se totalni priraštaj funkcijef u tǎcki A.

Totalni priraštaj izražavamo preko priraštaja nezavisnihpromjenljivih, tj.

△f = f(a1 +△x1, ..., an +△xn)− f(a1, ..., an) ,

ili za proizvoljnu tǎckuX sa

△f = f(x1 +△x1, ..., xn +△xn)− f(x1, ..., xn) .

Za razliku od parcijalnog priraštaja gdje jednu varijablu mijenjamo, a sve druge "dr-
žimo" fiksnim, kod totalnog priraštaja sve varijable istovremeno "doživljavaju" neku
promjenu.

Definicija 13..6. Za funkcijuf(X) = f(x1, ..., xn) definisanu u okolini tǎckeA ∈
R

n, kažemo da je diferencijabilna u toj tački ako vrijedi

△f = L(X) + ω(X)d(X,A) ,

L(X) =

n
∑

k=1

pk(xk − ak) (20)

je linearna funkcija priraštaja nezavisnih promjenljivih, pk (k = 1, 2, ..., n) su realni
koeficijenti,ω(X) neprekidna funkcija u tǎckiA takva da jelimX→A ω(X) = ω(A) =
0

i

d(X,A) =

(

n
∑

k=1

(xk − ak)
2

)
1
2

,

rastojanje tǎckeX od tǎckeA.

Definicija 13..7. Linearnu funkcijuL(X) iz (20) nazivamo totalni diferencijal funkcije
f(X) u tǎcki A i oznǎcavamo ga sa

L(X) = df(X) =

n
∑

k=1

pk△xk .

Potrebni uslovi diferencijabilnosti

Teorem 13..8.Neka je funkcijaf(X) diferencijabilna u tačkiA. Tada vrijedi:

1. Postoji parcijalni izvod po svakoj promjenljivoj u tački A.
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2. Koeficijentipk (k = 1, 2, ..., n) u izrazu za totalni diferencijal su parcijalni izvodi
funkcije, tj.

pk =
∂f

∂xk
; k = 1, 2, ..., n .

Dokaz. Ako je funkcijaf diferencijabilna u tǎcki A, tada po definiciji 13..6 vrijedi

△f = f(x1, x2, ..., xn)− f(a1, a2, ..., an) =

n
∑

k=1

pk(xk − ak) + ωd .

Ako fiksiramon− 1 promjenljivih

x1 = a1, ..., xk−1 = ak−1, xk+1 = ak+1, ..., xn = an ,

imamo

△f = f(a1, ..., ak−1, xk, ak+1, ..., an)− f(a1, ..., ak, ..., an)

= pk(xk − ak) + ω(X)|xk − ak|

odakle je

lim
xk→ak

△f

xk − ak
= pk + sgn(xk − ak) lim

xk→ak

ω(a1, ..., ak−1, xk, ak+1, ..., an) .

Odavde vidimo da za proizvoljnok ∈ {1, 2, ..., n} vrijedi

pk =
∂f

∂xk
,

iz čega vidimo da parcijalni izvodi postoje i da su oni upravo koeficijenti pk (k =
1, 2, ..., n).

Na osnovu gornje teoreme vidimo da totalni diferencijal diferencijabilne funkcijef(X)
ima oblik

df(X) =
∂f

∂x1
(X)dx1 +

∂f

∂x2
(X)dx2 + ...+

∂f

∂xn
(X)dxn ,

ili izraženo vektorski
df(X) = ∇f(X) · dX ,

gdje jedX = (dx1, dx2, ..., dxn), vektor priraštaja nezavisnih varijabli.

Teorem 13..9.Ako je funkcijaf(x1, ..., xn) diferencijabilna u tačkiA, ona je i nepre-
kidna u toj tački.

Dokaz. Iz diferencijabilnosti funkcije imamo

△f = f(X)− f(A) = L(X) + ω(X)d(X,A) ,

a odavde onda imamo

lim
X→A

(f(X)− f(A)) = lim
X→A

L(X) + lim
X→A

ω(X)d(X,A) = 0

(jer jeL(A) = 0). Ovo ne znǎci ništa drugo do

lim
X→A

f(X) = f(A) ,

tj. neprekidnost funkcijef u tǎcki A.

72



Primjer. Posmatrajmo funkcijuf : R2 → R, zadatu sa

f(x, y) =

{

xy2

x2+y2 ; (x, y) 6= (0, 0)

0 ; (x, y) = (0, 0)

Data funkcija je neprekidna u tački (0, 0) (vježba) i ima parcijalne izvode∂f∂x (0, 0) =
∂f
∂y (0, 0) = 0. Medjutim, f nije diferencijabilna u tǎcki (0, 0). Zaista, ako bi bila
diferencijabilna imali bi smo

∆f(0, 0) = f(∆x,∆y)− f(0, 0) =
∂f

∂x
(0, 0)∆x+

∂f

∂y
(0, 0)∆y

+ ω(∆x,∆y)d(X,O) ,

odnosno, odavde je zbogd(X,O) =
√

∆x2 +∆y2,

ω(∆x,∆y) =
∆x∆y2

(∆x2 +∆y2)
3
2

.

Zbog osobine funkcijeω, moralo bi biti lim
X→O

ω(X) = 0, tj.

lim
∆x→0,∆y→0

∆x∆y2

(∆x2 +∆y2)
3
2

= 0 ,

što nije tǎcno jer za∆x = ∆y > 0 je

∆x∆y2

(∆x2 +∆y2)
3
2

=
1

2
√
2
9 0 .

Uslov diferencijabilnosti u gornjoj teoremi možemo zamijeniti nešto slabijim uslovima.
Naime vrjedi

Teorem 13..10.Ako funkcijaf(X) u nekoj oblastiD ima ograničene parcijalne izvode
po svakoj promjenljivoj, tada je ona neprekidna u toj oblasti.

Šta više, sa još bližim informacijama o parcijalnim izvodima možemo imati još preciz-
nije informacije o funkciji. Tako vrijedi

Teorem 13..11.Ako funkcijaf(X) u oblastiD ima parcijalne izvode po svakoj pro-
mjenljivoj jednake nuli, onda je funkcija u toj oblasti konstanta.

Sljedéci teorem je analogon Lagrangeovoj teoremi za funkcije jedne promjenljive.

Teorem 13..12.(Lagrangeov teorem) Ako funkcijaf(X) u okolini UA tačkeA ima
konačne ili beskonačne parcijalne izvode po svakoj promjenljivoj, tada za proizvoljno
X ∈ UA postoje tačkeX1, X2, ..., Xn ∈ UA, takve da je

f(X)− f(A) =

n
∑

k=1

∂f

∂xk
(Xk)(xk − ak) .
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Dovoljni uslovi diferencijabilnosti

Teorem 13..13.Ako funkcijaf(X) ima u okolini tačkeA parcijalne izvode po svakoj
promjenljivoj i ako su ti parcijalni izvodi neprekidni u taˇcki A, tada je funkcijaf(X)
diferencijabilna u tačkiA.

Dokaz
Dokazćemo, jednostavnosti zapisa radi, dati za funkciju dvije promjenljive i on se lako
može prenijeti na funkcije san promjenjlivih.
Na osnovu Lagrangeovog teorema, priraštaj funkcijef(x, y) ima oblik

f(x, y)− f(a, b) = fx(X1)(x − a) + fy(X2)(y − b) , (21)

gdje su tǎckeX(x, y), X1(ξ1, b) i X2(a, ξ2) iz okolineUA tačkeA. Zbog pretpostav-
ljene neprekidnosti parcijalnih izvoda, tj. funkcijafx(x, y) i fy(x, y) u tǎcki A(a, b),
iz (21) imamo da vrijedi

lim
x → a

y → b

f(x, y) = f(a, b) ,

pa važi
fx(X1) = fx(A) + ε1(X) , fy(X2) = fy(A) + ε2(X) ,

gdjeε1 → 0 i ε2 → 0 kadaX → A.
Ako posljednje dvije jednakosti pomnožimo sax−a i y−b respektivno, i tako dobijene
jednakosti saberemo, dobijamo

f(x, y)− f(a, b) = fx(X1)(x− a) + fy(X2)(y − b)

= fx(A)(x − a) + fy(A)(y − b) + ε1(X)(x− a) + ε2(X)(y − b) ,

odnosno
△f = df + ε1(X)(x− a) + ε2(X)(y − b) ,

iz čega se, na osnovu Definicije 13..6, vidi da je funkcijaf diferencijabilna u tǎcki
A.

Za funkciju koja u nekoj tǎcki ima neprekidne parcijalne izvode, reći ćemo da jene-
prekidno diferencijabilnau toj tǎcki. Ako funkcija f zadovoljava taj uslov u svim
tačkama nekog skupaD, onda kažemo da jef neprekidno diferencijabilna naD. Skup
neprekidno diferencijabilnih funkcija na nekom skupuD oznǎcavamo saC1(D).
Posmatrajmo sadaf : R2 → R i neka jef neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj
okolini UA tačkeA(a1, a2) ∈ R

2. Neka jeu = (u1, u2) proizvoljan jedinǐcni vektor i
nadjimo izvod u pravcuDuf(A). Na osnovu definicije izvoda u pravcu imamo

Duf(A) = lim
h→0

f(A+ hu)− f(A)

h

= lim
h→0

f(a1 + hu1, a2 + hu2)− f(a1, a2)

h

= lim
h→0

f(a1 + hu1, a2 + hu2)− f(a1 + hu1, a2) + f(a1 + hu1, a2)− f(a1, a2)

h

= lim
h→0

(

f(a1 + hu1, a2 + hu2)− f(a1 + hu1, a2)

h
+

f(a1 + hu1, a2)− f(a1, a2)

h

)

.

Za fiksnoh 6= 0, definišimo sada funkcijuφ : R → R, sa

φ(t) = f(a1 + hu1, a2 + t) .
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Na osnovu pretpostavke o diferencijabilnosti funkcijef i φ je diferencijabilna, te imamo

φ′(t) = lim
s→0

φ(t+ s)− φ(t)

s

= lim
s→0

f(a1 + hu1, a2 + t+ s)− f(a1 + hu1, a2 + t)

s

=
∂

∂y
f(a1 + hu1, a2 + t) .

Neka je sadaα : R → R, definisana sa

α(t) = φ(u2t) = f(a1 + hu1, a2 + tu2) . (22)

α je diferencijabilna i na osnovu izvoda složene funkcije imamo

α′(t) = u2φ
′(t) = u2

∂

∂y
f(a1 + hu1, a2 + tu2) . (23)

Na osnovu teorema o srednjoj vrijednosti funkcije jedne varijable, postojiξ ∈ (0, h),
takav da vrijedi

α(h)− α(0)

h
= α′(ξ) .

Stavljajúci sada (22) i (23) u gornju jednakost, dobijamo

f(a1 + hu1, a2 + hu2)− f(a1 + hu1, a2)

h
= u2

∂

∂y
f(a1 + hu1, a2 + ξu2) . (24)

Na isti nǎcin, posmatrajúci funkcijuβ : R → R, zadatu sa

β(t) = f(a1 + tu1, a2) ,

imamo da vrijedi

β′(t) = u1
∂

∂x
f(a1 + tu1, a2) ,

i opet koristéci teorem o srdnjoj vrijednosti, zaključili bi da postojiη ∈ (0, h), tako da
je

f(a1 + hu1, a2)− f(a1, a2)

h
=

β(h)− β(0)

h
= β′(η) =

= u1
∂

∂x
f(a1 + ηu1, a2) . (25)

Stavljajúci sada (24) i (25) u izraz zaDuf(A), imamo

Duf(A) = lim
h→0

(

u2
∂

∂y
f(a1 + hu1, a2 + ξu2) + u1

∂

∂x
f(a1 + ηu1, a2)

)

. (26)

Kako suξ, η ∈ (0, h), kadah → 0, to onda iξ, η → 0. Iskoristivši definitivno
i pretpostavku o neprekidnosti parcijalnih izvoda∂f∂x i ∂f

∂y , računajúci limes u (26),
dobijamo

Duf(A) = u1
∂

∂x
f(a1, a2) + u2

∂

∂y
f(a1, a2) . (27)

Generalizaciju tvrdnje iskazane u (27) iskazujemo za funkciju f : Rn → R sljedécom
teoremom.
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Teorem 13..14.Neka jef : Rn → R neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini tačke
A ∈ R

n. Tada za proizvoljan jedinični vektoru, postojiDuf(A) i vrijedi

Duf(A) = ∇f(A) · u .

Primjer. Neka jef : R2 → R, zadata sa

f(x, y) = 4− 2x2 − y2 .

∇f(x, y) = (−4x,−2y), pa za vektoru =
(

− 1√
2
,− 1√

2

)

imamo

Duf(1, 1) = ∇f(1, 1) · u = (−4,−2) ·
(

− 1√
2
,− 1√

2

)

= 3
√
2 ,

što možemo potvrditi sa ranije uradjenim primjerom.

Sada jednostavno računamo i

D−uf(1, 1) = ∇f(1, 1) · (−u) = (−4,−2) ·
(

1√
2
,
1√
2

)

= −3
√
2 .

Za vektorv =
(

− 1√
5
, 2√

5

)

imamo

Dvf(1, 1) = (−4,−2) ·
(

− 1√
5
,
2√
5

)

= 0 .

Neka je sadau proizvoljan jedinǐcni vektor,f : Rn → R i neka jeA ∈ R
n. Koristéci

Cauchy-Schwarzovu nejednakost, možemo zaključiti sljedéce,

|Duf(A)| = |∇f(A) · u| ≤ ||∇f(A)|| ||u|| = ||∇f(A)|| . (28)

Ovo nam govori, bukvalnǒcitajući, da je apsolutna vrijednost izvoda funkcije u pravcu
u u tǎcki A, manja ili jednaka intenzitetu vektora gradijenta funkcije u toj tǎcki. Nešto
konkretnije, ovo znǎci da velǐcina promjene rasta funkcije u nekoj tački u proizvoljnom
pravcu nikad ne prelazi dužinu vektora gradijenta u toj tački. Šta više, znajúci osobine
Cauchy-Schwarzove nejednakosti, jednakost u (28)će se postíci upravo u slǔcaju kada
je vektoru kolinearan vektoru∇f(A). Zaista, ako je∇f(A) 6= 0, onda za vektor

u =
∇f(A)

||∇f(A)||

imamo,

Duf(A) = ∇f(A) · u =
∇f(A) · ∇f(A)

||∇f(A)|| =
||∇f(A)||2
||∇f(A)|| = ||∇f(A)|| .

Šta više, vrijedi
D−uf(A) = −||∇f(A)|| .

Gornju tvrdnju iskazujemo teoremom
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Teorem 13..15. Neka jef : R
n → R neprekidno diferencijabilna funkcija u ne-

koj otvorenoj kugli koja sadrži tačkuA. TadaDuf(A) ima maksimalnu vrijednost
||∇f(A)|| kada je vektoru ort vektor vektora∇f(A), a minimalnu vrijednost−||∇f(A)||
kada jeu ort vektor vektora−∇f(A).

Dakle, gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimalne promjene rasta funkcije,
odnosno negativni gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimalne promjene
opadanja funkcije. Šta više, intenzitet gradijentnog vektora nam govori o velǐcini rasta
u smjeru maksimalnog rasta, odnosno njegova negativna vrijednos govori o velǐcini
opadanja funkcije u smjeru maksimalnog opadanja.

Primjer. Posmatrajmo ponovo funkcijuf : R2 → R zadatu sa

f(x, y) = 4− 2x2 − y2 ,

za koju je
∇f(x, y) = (−4x,−2y) .

Ukoliko se nalazimo u tǎckiA(1, 1) (na grafu u tǎcki (1, 1, 1)) i želimo krenuti u smjeru
najvéceg rasta funkcijef , na osnovu gornje teoreme, trebamo krenuti u pravcu vektora

u =
∇f(1, 1)

||∇f(1, 1)|| =
(

− 2√
5
,− 1√

5

)

.

Ako tražimo pravac najbržeg opadanja funkcije, ondaće to biti u pravcu vektora

−u =

(

2√
5
,
1√
5

)

.

Šta više, velǐcina promjene rasta u pravcu tog vektora je

Duf(1, 1) = ||∇f(1, 1)|| =
√
20 ,

a velǐcina opadanja je

D−uf(1, 1) = −||∇f(1, 1)|| = −
√
20 .

Razmotrimo još jedan važan fakat vezan za gradijent funkcije. Pokazácemo ga za
funkciju dvije varijable, a isto rezonovanje imamo za proizvoljnu funkciju f : Rn →
R.
Dakle, neka je data funkcijaz = f(x, y) čiji je graf površG u prostoruR3. Po-
smatrajmo poizvoljnu tǎckuP (x0, y0, f(x0, y0)) na grafuG i neka jel nivo linija na
grafuG koja prolazi kroz tǎckuP . Kako je za tu liniju zadovoljenof(x, y) = k, za
neko fiksnok ∈ R, i kako je ona jednodimenzionalan objekat u prostoru, možemo
je parametrizovati, tj. svaku tačku linije l možemo posmatrati kao vektorsku funkciju
~r(t) = (x(t), y(t)). Neka jet0 ona vrijednost parametra koja odgovara tački P .Kako
je nivo linija l na površiG, mora za svakot biti zadovoljena jednǎcina

f(x(t), y(t)) = k .

Diferenciranjem ove jednakosti pot, primjenom pravila kompozicije, imamo

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt
= 0 . (29)
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Nije teško vidjeti da se jednakost (29) može zapisati u vektorskoj notaciji,
(

∂f

∂x
,
∂f

∂y

)

·
(

dx

dt
,
dy

dt

)

= ∇f · ~̇r = 0 .

Gornjeće vrijediti u proizvoljnoj tǎcki nivo linije l, tj.

∇f(x0, y0) · ~̇r(t0) = 0 .

Dakle, vrijedi vrdnja,

Teorem 13..16.Gradijentni vektor funkcijez = f(x1, x2, ..., xn) u svakoj tački nivo
linije f(x1, x2, ..., xn) = k, ortogonalan je na tu liniju.

Na sljedécoj slici prikazano je nekoliko funkcija konturnim grafom (pomócu nivo li-
nija) i odgovarajúcim "vektorskim poljem" ("strelice" na slici predstavljaju gradijentne
vektore date funkcije u raznim tačkama). "Strelice" su usmjerene u pravcu najbržeg
rasta funkcije, a i velǐcina strelica odražava brzinu promjene funkcije u tom pravcu.
Takodje uǒcavamo ortogonalnost gradijentnih vektora na odgovarajuće nivo linije.

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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4
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1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

f(x, y) = x2 + y2 f(x, y) = 1 − x2 − y2 f(x, y) =

√

x2 + y2 f(x, y) = x2 − y2

13.3. Pravila diferenciranja

Pravila diferenciranja
Kao što smo véc mogli primjetiti, pravila nalaženja diferencijala funkcija više varijabli
néce se razlikovati od tih pravila kod funkcije jedne varijabe.

Teorem 13..17.Neka su funkcijef, g : D → R (D ⊆ R
n) diferencijabilne u tački

A ∈ D i neka sua, b ∈ R proizvoljni. Tada je i funkcijaaf + bg diferencijabilna u
tačkiA i vrijedi

d(af + bg)(A) = adf(A) + bdg(A) .

Teorem 13..18.Neka su funkcijef, g : D → R (D ⊆ R
n) diferencijabilne u tački

A ∈ D. Tada su i funkcijef · g i f
g (posljednja uz uslovg(A) 6= 0) diferencijabilne u

tačkiA i vrijedi
d(fg)(A) = g(A)df(A) + f(A)dg(A) ,

d

(

f

g

)

(A) =
g(A)df(A) − f(A)dg(A)

(g(A))2
.
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14. Izvodi višeg reda, Hesseova matrica

14.1. Izvod višeg reda

Izvod višeg reda
Ukoliko funkcijaf : Rn → R ima parcijalne izvode koji postoje na nekom otvorenom
skupuU , tada za svakoi ∈ {1, 2, ..., n}, ∂f

∂xi
je takodje funkcija sama za sebe, tj.

∂f
∂xi

: Rn → R. Parcijalni izvodi funkcije∂f
∂xi

, ukoliko postoje, nazivaju separcijalni
izvodi drugog redafunkcijef .
Kao i za prve parcijalne izvode i za druge parcijalne izvode postoje razne oznake kao
naprimjer: ∂2f

∂xi∂xj
, f ′′xixj

, Dxixj
f ili jednostavnofxixj

. Mi ćemo se služiti uglavnom
prvom navedenom notacijom, ali po potrebi skraćivanja zapisa,̌cestoćemo upotreb-
ljavati i posljednju navedenu notaciju. Tako za funkcijuz = f(x, y) imamo sljedéce
parcijalne izvode drugog reda, zapisane i sa prvom i sa posljednjom notacijom:

fxx =
∂

∂x

(

∂f

∂x

)

=
∂2f

∂x2

fyy =
∂

∂y

(

∂f

∂y

)

=
∂2f

∂y2

fxy =
∂

∂y

(

∂f

∂x

)

=
∂2f

∂x∂y

fyx =
∂

∂x

(

∂f

∂y

)

=
∂2f

∂y∂x

Tehnika nalaženja parcijalnih izvoda drugog reda sadržanaje u simbolǐckom zapisiva-
nju tih izvoda. Naprimjer,fxy znǎci da od izvodaf ′x (prvi s lijeva indeks nam govori
od koga pravimo parcijalni izvod) nalazimo parcijalni izvod poy (drugi indeks s lijeva
nam govori pǒcemu radimo drugi parcijalni izvod).

Primjer. Odredimo parcijalne izvode drugog reda funkcijez = x2y.
Prvo odredimo parcijalne izvode prvog reda:

∂z

∂x
= 2xy ;

∂z

∂y
= x2 .

Odredimo sada parcijalne izvode drugog reda, koristeći gornje objašnjenje. Za nalaže-
njefxx, uzimamo∂z

∂x i od njega tražimo parcijalni izvod pox. Tako dobijamo

fxx = (2xy)′x = 2y .

Analogno, zafxy uzimamo prvi parcijalni izvod pox, pa od njega tražimo izvod poy

fxy = (2xy)′x = 2x .

Istu logiku koristimo kod nalaženja ostala dva parcijalna izvoda drugog reda,

fyx = 2x ; fyy = 0 .

Primjer. z = ex
2+y2

fx = 2xex
2+y2

; fy = 2yex
2+y2

.
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fxx = 2ex
2+y2

+ 2x2xex
2+y2

= 2ex
2+y2

(1 + 2x2)

fxy = 2x2yex
2+y2

= 4xyex
2+y2

;

fyx = 2y2xex
2+y2

= 4xyex
2+y2

fyy = 2ex
2+y2

+ 2y2yex
2+y2

= 2ex
2+y2

(1 + 2y2) .

Za funkciju f : R
n → R, parcijalne izvodefxixj

i fxjxi
(i 6= j), nazivamomje-

šoviti parcijalni izvodii na osnovu opisanog postupka, jasna nam je razlika istaknuta
poretkom indeksa.
U pokazana dva primjera primijećujemo da su mješoviti parcijalni izvodi jednaki,
fxy = fyx. Postavlja se pitanje da li je to tako u opštem slučaju? Kao štócemo
kasnije vidjeti taj uslov je veoma bitan, a ovdjećemo dati uslove pod kojima su ti par-
cijalni izvodi jednaki za funkciju dvije promjenljive. Prije toga, odgovor na postavljeno
pitanje nam daje sljedeći primjer.

Primjer. Posmatrajmo funkcijuf : R2 → R zadatu sa

f(x, y) =







xy
x2 − y2

x2 + y2
; (x, y) 6= (0, 0)

0 ; (x, y) = (0, 0)

Tada je

∂f

∂x
(x, y) = y

x4 − y4 + 4x2y2

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0) ;

∂f

∂x
(0, 0) = 0 .

Onda je

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = lim

h→0

1

h

(

∂f

∂x
(0, h)− ∂f

∂x
(0, 0)

)

= lim
h→0

−h

h
= −1 .

Na slǐcan nǎcin odredjujúci, imamo da je

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = 1 ,

pa ǒcigledno u opštem slǔcaju mješoviti izvodi nisu jednaki.

Definicija 14..1. Za funkcijuf : Rn → R kažemo da je dva puta neprekidno diferen-
cijabilna na otvorenom skupuU ⊆ R

n, i pišemof ∈ C2(U), ako su funkcijefxixj

neprekidne naU , za svei, j ∈ {1, 2, ..., n}.

Pod odredjenim uslovima koji su dati u narednoj teoremi, mješoviti izvodi će biti jed-
naki.

Teorem 14..2. Neka jeU ⊆ R
n otvoren skup koji sadrži tačkuA i neka je funkcija

f ∈ C2(U). Tada vrijedi

∂2f

∂xi∂xj
(A) =

∂2f

∂xj∂xi
(A) ,

za svei, j ∈ {1, 2, ..., n}.
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Gornje rezonovanje o parcijalnim izvodima drugog reda sadamožemo proširiti na par-
cijalne izvode tréceg,četvrtog i višeg reda, kao i na funkcije tri,četiri i više promjen-
ljivih. Za funkciju dvije varijable, vidjeli smo, postojěcetiri parcijalna izvoda drugog
reda. Pravéci od njih ponovo parcijalne izvode, dobijamo parcijalne izvode tréceg reda,
kojih će tada biti osam. Za funkciju tri varijable, parcijalnih izvoda drugog reda ima
devet, a tréceg reda 27.
U opštem slǔcaju, funkcijaf : Rn → R ima n2 parcijalnih izvoda drugog reda, od
kojih onda možemo formirati kvadratnu matricu redan× n.

14.2. Hesseova matrica

Hesseova matrica

Definicija 14..3. Neka svi parcijalni izvodi drugog reda funkcijef : Rn → R postoje
u tǎcki c ∈ R

n. Matricu redan× n

Hf(c) =





















∂2f
∂x2

1
(c) ∂2f

∂x2∂x1
(c) ∂2f

∂x3∂x1
(c) · · · ∂2f

∂xn∂x1
(c)

∂2f
∂x1∂x2

(c) ∂2f
∂x2

2
(c) ∂2f

∂x3∂x2
(c) · · · ∂2f

∂xn∂x2
(c)

∂2f
∂x1∂x3

(c) ∂2f
∂x2∂x3

(c) ∂2f
∂x2

3
(c) · · · ∂2f

∂xn∂x3
(c)

...
...

...
. . .

...
∂2f

∂x1∂xn
(c) ∂2f

∂x2∂xn
(c) ∂2f

∂x3∂xn
(c) · · · ∂2f

∂x2
n
(c)





















(30)

nazivamo Hesseova matrica ili Hessijan funkcijef u tǎcki c.

Primjetimo da jei-ta kolona Hesseove matrice, gradijent funkcije∂f
∂xi

, tj. ∇f ′xi
(c).

Primjer. Neka jef(x, y) = x2y − xy2. Tada je

Hf(x, y) =

[

fxx(x, y) fyx(x, y)
fxy(x, y) fyy(x, y)

]

=

[

2y 2x− 2y
2x− 2y −2x

]

.

Sada naprimjer, u tǎcki A(2, 1), Hessijan glasi

Hf(2, 1) =

[

2 2
2 −4

]

.

Neka je sadaf : Rn → R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj otvorenoj
kugli B(A, r) ⊆ R

2 i neka jeh = (h1, h2) vektor, takav da je||h|| < r. Definišimo
novu funkcijuϕ : R → R, na sljedéci nǎcin

ϕ(t) = f(A+ th) .

(Veličinu A + th shvatamo tako da se iz tačkeA pomjerimo u pravcu vektorah, za
dužinut||h||) Funkcijaϕ je funkcija jedne varijable i pri tome je npr.ϕ(0) = f(A)
i ϕ(1) = f(A + h). Na osnovu Taylorove teoreme za funkciju jedne varijable sada
imamo

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1

2
ϕ′′(ξ) , (31)

gdje jeξ ∈ (0, 1). Kako jedϕ = df , koristéci pravilo izvoda kompozicije, imamo

ϕ′(t) = ∇f(A+ th) · d
dt
(A+ th) = ∇f(A+ th) ·h = fx(A+ th)h1+fy(A+ th)h2.

(32)
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(jasno, u izrazu∇f(A+ th) ·h imamo skalarno množenje). Analogno nalazimo i drugi
izvod

ϕ′′(t) = ∇ (h1fx(A+ th) + h2fy(A+ th)) · h
= (h1∇fx(A+ th) + h2∇fy(A+ th)) · (h1, h2)

= [h1 h2]

[

fxx(A+ th) fxy(A+ th)
fyx(A+ th) fyy(A+ th)

] [

h1

h2

]

.

(Zadnji zapis dobijamo nakon jednostavnog matričnog rǎcuna). Koristéci sada oznake

h =

[

h1

h2

]

i
hT = [h1 h2] ,

posljednje možemo zapisati sa

ϕ′′(t) = hTHf(A+ th)h . (33)

Stavljajúci (32) i (33) u izraz (31), dobijamo sljedeću vezu

f(A+ h) = ϕ(1) = f(A) +∇f(A) · h+
1

2
hTHf(A+ ξh)h .

Ovaj rezultat predstavlja verziju Taylorove teoreme za funkcije više varijabli, koga
generalizujemo sljedećom teoremom

Teorem 14..4. Neka jef : Rn → R i neka jef ∈ C2(B(A, r)) (r > 0). Neka jeh
vektor, takav da je||h|| < r. Tada postoji realan brojξ ∈ (0, 1), takav da vrijedi

f(A+ h) = f(A) +∇f(A) · h+
1

2
hT Hf(A+ ξh)h . (34)

Uvedemo li oznakeX = A+h i izračunamo li Hessijan u tǎckiA, izraz (34) predstavlja
polinomijalnu aproksimaciju funkcijef .

Definicija 14..5. Neka jef : Rn → R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj
otvorenoj kugli oko tǎckeA. Funkciju

P2(X) = f(A) +∇f(A)(X −A) +
1

2
(X −A)THf(A)(X − A) ,

nazivamo Taylorov polinom drugog reda, funkcijef u tǎcki A.

Primjer. Odredimo Taylorov polinom drugog reda za funkcijuf(x, y) = e−2x+y, u
tački (0, 0).
Kao prvo, nalazimo

∇f(x, y) =
(

−2e−2x+y, e−2x+y
)

Hf(x, y) =

[

4e−2x+y −2e−2x+y

−2e−2x+y e−2x+y

]

,

odnosno

∇f(0, 0) = (−2, 1) , Hf(0, 0) =

[

4 −2
−2 1

]

.

Sada imamo
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P2(x, y) = f(0, 0) +∇f(0, 0) · (x, y) + 1

2
[x y]Hf(0, 0)

[

x
y

]

= 1 + (−2, 1) · (x, y) + 1

2
[x y]

[

4 −2
−2 1

] [

x
y

]

= 1− 2x+ y +
1

2
[x y]

[

4x− 2y
−2x+ y

]

= 1− 2x+ y +
1

2
(4x2 − 2xy − 2xy + y2)

= 2x2 +
1

2
y2 − 2xy − 2x+ y + 1 .

Svrha Taylorovog polinoma je da se funkcija njime dovoljno dobro aproksimira u oko-
lini neke tǎcke. Na slici (16) dat je prikaz te aproksimacije iz dva ugla posmatranja, da
bi se bolje uǒcila istaknuta aproksimacija u tački (0,0).

x y

z

x

y

z

Slika 16: Aproksimacija funkcijef(x, y) = e−2x+y (zelena) u tǎcki (0,0), Taylorovim
polinomomP2(x, y) = 2x2 + 1

2y
2 − 2xy − 2y + y + 1 (crvena)

U dijelu linearne algebre, koga smo izučavali ranije, upoznali smo pojamsimetrične
matrice, tj. kvadratne matriceM = [aij ]n×n za koju vrijedi

M = MT ,

ili za čije elemente vrijediaij = aji.

Primjer. Matrica

M =





−1 2 −2
2 5 0

−2 0 3



 ,

primjer je simetrǐcne matrice, a matrica

M =

[

1 2
3 4

]

,

je primjer nesimetrǐcne matrice.

Ako je f ∈ C2, tada na osnovu Teorema (14..2), imamo da su mješoviti izvodi jednaki,
tj.

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
,
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a toće onda na osnovu definicije Hessijana značiti da je za svaku dva puta neprekidno
diferencijabilnu funkciju, njen Hessijan simetrična matrica.
Neka je sadaM proizvoljna simetrǐcna matrica redan × n. Za proizvoljnu matricu
vrstux (možemo réci i vektorx = (x1, x2, ..., xn)), definišimo funkcijuq : Rn → R

na sljedéci nǎcin
q(x) = xTMx . (35)

Funkcijaq je polinom drugog reda po promjenljivimax1, x2, ..., xn i nazivamo jekva-
dratna formapo promjenljivimax1, x2, ..., xn, a matricuM nazivamomatrica kva-
dratne formeq.

Primjer.

M =

[

1 2
2 1

]

.

Kvadratnu formu dobijamo iz (35),

q2(x) = xTMx = [x1 x2]

[

1 2
2 1

] [

x1

x2

]

=

= [x1 + 2x2 2x1 + x2]

[

x1

x2

]

= x2
1 + x2

2 + 4x1x2 .

Tako dobivamo kvadratnu formu matrice:

M =





2 −1 1
−1 5 1
1 1 2



 ,

q3(x) = 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 .

Definicija 14..6. Za kvadratnu formuq(x) = xTMx kažemo da je

• pozitivno poludefinitna, ako je za svakox = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n, zadovoljeno

q(x) ≥ 0.

• pozitivno definitna, ako je za svakox 6= 0, zadovoljenoq(x) > 0.

• negativno poludefinitna, ako je za svakox ∈ R
n, zadovoljenoq(x) ≤ 0.

• negativno definitna, ako je za svakox 6= 0, zadovoljenoq(x) < 0.

• indefinitna ili promjenljivog znaka, ako postojex′, x′′ ∈ R
n, tako da jeq(x′) >

0 i q(x′′) < 0.

Ako je q(x) = 0, često kažemo da je kvadratna forma nedefinitna u toj tački.

Primjer. Kvadratnu formuq2 iz gornjeg primjera možemo zapisati

q2(x) = (x1 + x2)
2 + 2x1x2 ,

pa zax = (1, 0) imamoq2(x) = 1 > 0, a zax = (1,−1) imamoq2(x) = −2 < 0. Na
osnovu definicije, kvadratna formaq2 je indefinitna.
Kvadratnu formuq3 možemo nakon malo računa zapisati sa

q3(x) = (x1 + x2 + x3)
2 + (x1 − 2x2)

2 + x2
3 ,

pa je ǒcigledno ova kvadratna forma pozitivno definitna odnosno, za svakox = (x1, x2, x3) 6=
0 je q3(x) > 0.
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Kao štoćemo uskoro vidjeti, od velikog je interesa imati način odredjivanja definitnosti
neke kvadratne forme. Najjednostavniji način bio bi obrazovati tu kvadratnu formu,
a onda je svesti na neki "pogodan" oblik iz koga "lagano" možemo ocijeniti njenu
definitnost (ovo smo primjenili u posljednjem primjeru).
Nadjimo taj nǎcin u za nas važnom slučaju2× 2 matrice. Neka je

M =

[

a b
b c

]

,

proizvoljna simetrǐcna matrica. Kvadratna forma odredjena ovom matricom je

q(x, y) = [x y]

[

a b
b c

] [

x
y

]

= ax2 + 2bxy + cy2 .

Ako je a 6= 0, poznatim postupkom svodjenja trinoma na kanonski oblik dobijamo

q(x, y) = a

(

x2 +
2b

a
xy +

c

a
y2
)

= a

(

(

x+
b

a
y

)2

− b2

a2
y2 +

c

a
y2

)

= a

(

x+
b

a
y

)2

+
ac− b2

a
y2

= a

(

x+
b

a
y

)2

+
det(M)

a
y2 .

Sada imamo diskusiju:

1. Ako je a > 0 i det(M) > 0, tada je za svako(x, y) 6= (0, 0), q(x, y) > 0, tj.
kvadratna forma je pozitivno definitna.

2. Ako je a < 0 i det(M) > 0, tada je za svako(x, y) 6= (0, 0), q(x, y) < 0, tj.
kvadratna forma je negativno definitna.

3. Ako jedet(M) < 0, tada u tǎckama(x, y) = (1, 0) i (x, y) = (− b
a , 1) imamo

različite znakove kvadratne forme, pa je ona indefinitna.

4. Ako jedet(M) = 0, tada imamo

q(x, y) = a

(

x+
b

a
y

)2

.

Ako je x = − b
ay, onda jeq(x, y) = 0, a u svim ostalim slǔcajevima ona uzima

znak koga ima parametara. Dakle,q(x, y) je ili pozitivno ili negativno polude-
finitan.

Jasno nam je da bi ovakav postupak odredjivanja definitosti kvadratnih formi, odre-
djenih matrica viših dimenzija, bio poprilično težak posao. Zato sljedećim teoremom
djemo veoma jednostavan kriterij za utvrdjivanje definitnosti kvadratne forme.
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Sylvesterov kriterijum

Teorem 14..7.Neka je

M =









a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann









,

proizvoljna kvadratna matrica koja odredjuje kvadratnu formuq : Rn → R. Označimo
saAi (i = 1, 2, ..., n) glavne minore matriceM , tj.

A1 = a11 , A2 =

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

, · · · , An = det(M) .

Kvadratna formaq je pozitivno definitna ako i samo ako su svi glavni minori pozitivni,
tj. ako vrijedi

A1 > 0 , A2 > 0 , · · · , An > 0 .

Kvadratna forma je negativno definitna ako i samo ako su glavni minori alternativnih
znakova, tako da jeA1 < 0, tj. ako vrijedi

A1 < 0 , A2 > 0 , A3 < 0 , A4 > 0 , · · ·

Uobičajeno je i za matricuM reći da je pozitivno definitna, negativno definitna ili
indefinitna kad god je takva kvadratna forma koja je njome odredjena.

Primjer. Za matricu

M =





2 −1 1
−1 5 1
1 1 2



 ,

glavni minori suA1 = 2 > 0, A2 = 9 > 0 i A3 = det(M) = 9 > 0, pa je kvadratna
forma odredjena ovom matricom pozitivno definitna.
Za matricu

M =

[

−2 1
1 −4

]

,

glavni minori suA1 = −2 < 0 i A2 = det(M) = 7 > 0, pa je kvadratna forma
negativno definitna.

Za matricu

M =

[

−3 1
1 2

]

,

glavni minori suA1 = −3 < 0 i A2 = det(M) = −7 > 0, pa je kvadratna forma
indefinitna.
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14.3. Diferencijali višeg reda

Neka je u oblastiD definisana funkcijaf(x1, x2, ..., xn) koja ima neprekidne parci-
jalne izvode don-tog reda. Ranije smo vidjeli da totalni diferencijal ima oblik

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + ...+

∂f

∂xn
dxn ,

gdje sudxi (i = 1, 2, ..., n) priraštaji, odnosno diferencijali nezavisnih promjenljivih.
Totalni diferencijal drugog reda ili kráce diferencijal drugog reda, definiše se kao dife-
rencijal prvog diferencijala, tj.

d2f = d(df) .

Postupak odredjivanja tog diferencijala je analogan postupku za funkcije jedne varija-
ble.

d2f = d

(

∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + ...+

∂f

∂xn
dxn

)

.

Kako jed(dxi) = 0 za svakoi = 1, 2, ..., n, to sada imamo:

d2f = d

(

∂f

∂x1

)

dx1 + d

(

∂f

∂x2

)

dx2 + ...+ d

(

∂f

∂xn

)

dxn ,

odakle sada primjenjujúci formulu za diferencijal funkcije imamo

d2f =
∂2f

∂x2
1

dx2
1 + ...+

∂2f

∂x2
n

dx2
n + 2

∂2f

∂x1∂x2
dx1dx2 + ...+ 2

∂2f

∂xn−1∂xn
dxn−1dxn .

Ovaj postupak možemo generalizovati na diferencijale proizvoljnog reda, tj. imamo

dn+1f = d(dnf) , n ∈ N .

Na primjer, za funkcijuf(x, y) drugi diferencijal je dat sa

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 +

∂2f

∂y2
dy2 +

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y∂x
dxdy .

15. Ekstremumi funkcija više promjenljivih

Sadaćemo naš rad iz prethodnih sekcija primjeniti na problem nalaženja minimalne
i maksimalne vrijednosti funkcija više varijabli. Primjetit ćemo da je tehnika odre-
djivanja ekstremnih vrijednosti funkcije više varijabli veoma slǐcna tehnici koju smo
izučavali kod funkcija jedne varijable.

15.1. Teorem o ekstremnoj vrijednosti

Definicija 15..1. Neka je funkcijaf : Rn → R, definisana na skupuDf . Kažemo
da funkcijaf ima maksimalnu vrijednostM u tǎcki X0, ako jef(X0) = M i za sve
X ∈ Df vrijedi f(X) ≤ M .
Kažemo da funkcijaf ima minimalnu vrijednostm u tǎcki X0, ako jef(X0) = m i za
sveX ∈ Df , vrijedi f(X) ≥ m.
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Često maksimalnu i minimalnu vrijednost funkcije, uvedenegornjom definicijom, na-
zivamoglobalni maksimumi globalni minimum, za razliku od pojmova lokalni maksi-
mum i minimum, koje uvodimo sljedećom definicijom.

Definicija 15..2. Neka jef : Rn → R definisana na otvorenom skupuU . Kažemo da
funkcijaf ima lokalnu maksimalnu vrijednostM u tǎcki X0, ako jef(X0) = M i za
sveX ∈ B(X0, r), za nekor > 0, vrijedi f(X) ≤ M . Kažemo da funkcijaf ima
lokalnu minimalnu vrijednostm u tǎckiX0, ako jef(X0) = m i za sveX ∈ B(X0, r),
za nekor > 0, vrijedi f(X) ≥ m.

Čestoćemo upotrebljavati i terminglobalni ekstremili globalna ekstremna vrijednost,
bilo da govorimo o globalnom maksimumu ili globalnom minimumu, a takodje i lo-
kalni ekstrem ililokalna ekstremna vrijednost, kada govorimo o lokalnom maksimumu
ili minimumu.
Pozivajúci se na Teorem 8..29 i Teorem 8..35 sada kao direktnu posljedicu imamo
sljedéci važan teorem.

Teorem 15..3.Teorem o ekstremnoj vrijednosti Neka je funkcijaf : Rn → R nepre-
kidna na nekom otvorenom skupuU . Ako jeD ograničen i zatvoren podskup skupaU ,
tada funkcijaf dostiže maksimalnu i minimalnu vrijednost na skupuD.

Sa gornjom teoremom imamo odličan rezultat koji nam govori o egzistenciji ekstremne
vrijednosti funkcije, ali ne i kako locirati tu vrijednost.Naš sljedéci posao je pronáci
kriterije za lociranje tǎcaka koje su kandidati u kojimáce se postizati ekstremne vrijed-
nosti, a onda i kriterije za njihovu klasifikaciju, tj. da li se u njima postiže ili ne postiže
ekstrem i ako se postiže, koja je vrsta ekstrema, maksimum ili minimum.

Primjer. Ispitati postojanje i odrediti globalnu ekstremnu vrijednost funkcijef(x, y) =
x2 + y2 na skupu

D =
{

(x, y) ∈ R
2| x2 + 4y2 ≤ 4

}

.
Kako je skupD ogranǐcen i zatvoren, a funkcijaf neprekidna naR2, na osnovu Te-
oreme 15..3 zakljǔcujemo da funkcija ima i maksimum i minimum na skupuD.

15.2. Nalaženje lokalnog ekstrema

Nalaženje lokalnog ekstrema
Za pǒcetak, posmatrajmo funkcijuf : Rn → R koja je diferencijabilna na otvorenom
skupuU i koja ima ekstrem u tǎcki X0. Neka jeu proizvoljan jedinǐcni vektor, tadáce
očigledno, funkcijaϕ : R → R, definisana sa

ϕ(t) = f(X0 + tu) ,

takodje imati ekstremnu vrijednost i to upravo zat = 0. Kako jeϕ funkcija jedne
varijable, to onda mora biti

ϕ′(0) = 0 . (36)

Ali u sekciji 12.1. smo vidjeli da ovaj izvod nije ništa drugodo izvod funkcijef u
pravcu vektorau, tj.

ϕ′(0) = Duf(X0) . (37)

Zaključujemo da vrijedi,

ϕ′(0) = Duf(X0) = ∇f(X0) · u = 0 .
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Skalarni produkt jednak je nuli ako je jedan od vektora tog produkta nula-vektor ili ako
su vektori ortogonalni. Ortogonalnost otpada jer gornje vrijedi za proizvoljan jedinǐcni
vektoru. Koristéci proizvoljnost vektorau, uzmimo specijalno vektore baze. Tada
imamo

∇f(X0) · ei =
∂f

∂xi
(X0) = 0 ,

za i = 1, 2, ..., n. Ovo znǎci da mora biti∇f(X0) = 0. Primjetimo da ovo znǎci
i to da je nagib grafa funkcijef jednak 0 u tǎcki X0, u pravcima svih baznih vek-
tora. Medjutim, to znǎci mnogo više naime, nagib grafa je 0 u svim pravcimau jer je
Duf(X0) = ∇f(X0) · u. Ovo razmatranje sumiramo teoremom.

Teorem 15..4.Neka jef : Rn → R diferencijabilna na otvorenom skupuU i neka ima
lokalnu ekstremnu vrijednost u tačkiX0 ∈ U , tada je∇f(X0) = 0.

Kako je totalni diferencijal funkcije jednak umnošku gradijenta i diferencijala argu-
menta, tj.

df(X) =
∂f

∂x1
(X)dx1 +

∂f

∂x2
(X)dx2 + · ∂f

∂xn
(X)dxn = ∇f(X) · dX ,

to onda za diferencijabilnu funkciju koja ima ekstremnu vrijednost u tǎcki X0, vrijedi

df(X0) = 0 ,

a takvu situaciju smo imali i kod funkcije jedne varijable jer je neophodan uslov bio
f ′(x) = 0, a vrijedilo jedf(x) = f ′(x)dx. Teorem 15..4 nam daje neke od tačaka koje
su kandidati za ekstreme, ali ne i sve. Naime, vrijedi.

Teorem 15..5(Potrebni uslovi za ekstrem). Ako funkcijaf : Rn → R ima ekstrem u
tačkiX0, tada vrijedi, ili je∇f(X0) = 0 ili prvi parcijalni izvodi funkcije u tačkiX0

ne postoje.

Dakle, kandidati za ekstremnu vrijednost su sve one tačke u kojima je gradijent jed-
nak 0 i sve one u kojima funkcija nije diferencijabilna. Ovo nas navodi da ove tačke
definišemo precizno.

Definicija 15..6. Neka jef : Rn → R diferencijabilna u tǎcki X0 i neka je∇f(X0) =
0. Tada tǎckuX0 nazivamo stacionarnom tačkom funkcijef . Tačke u kojima funkcija
f nije diferencijabilna, nazivamo singularnim tačkama funkcijef .

Često se za obje gore pomenute vrste tačaka kaže da sukritične tačkefunkcije.

Primjer. Funkcijaf(x, y) = x2 + y2 je diferencijabilna funkcija naR2 i ∇f(x, y) =
(2x, 2y). Jedine kandidate za ekstremne vrijednosti dobijamo rješavanjem sistema

2x = 0

2y = 0 .

Dakle, jedina kritǐcna tǎcka je stacionarna tačkaX0(0, 0).

Primjer. Funkcijaf(x, y) = 1−x2−y2 je diferencijabilna i∇f(x, y) = (−2x,−2y).
Rješavanjem sistema

−2x = 0

−2y = 0 ,

dobijamo stacionarnu tačkuX0(0, 0).
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Primjer. Za funkcijuf(x, y) =
√

x2 + y2, gradijent je∇f(x, y) = (
x

√

x2 + y2
,

y
√

x2 + y2
).

Parcijalni izvodi ne postoje u tački X0(0, 0) i to je jedina kritǐcna tǎcka funkcijef .

Primjer. Funkcijaf(x, y) = x2 − y2 ima gradijent∇f(x, y) = (2x,−2y), pa je
jedina kritǐcna tǎcka, stacionarna tačkaX0(0, 0).

Sada kada smo u mogućnosti utvrditi postojanje ekstremne vrijednosti funkcije (Te-
orem 15..3) i identifikovati kandidate za te vrijednosti (Teorem 15..5) ostaje nam pro-
náci kriterije za utvrdjivanje da li ti kandidati jesu ekstremi i klasificirati ih. Prisjetimo
se funkcija jedne varijable, da je jedan od kriterija za identifikaciju lokalnih ekstrema
bio test drugog izvoda.
Naime, ako jec bila stacionarna tǎcka funkcijeϕ : R → R, tada ako jeϕ′′(c) > 0,
funkcija je imala minimum uc, a ako jeϕ′′(c) < 0, funkcija je imala maksimum u
tački c. Taylorov polinom nam na najvidljiviji nǎcin pokazuje zašto je to tako. Napri-
mjer, neka jec stacionarna tǎcka funkcijeϕ i neka jeϕ′′(c) neprekidna na otvorenom
intervalu koji sadržic, i neka jeϕ′′(c) > 0. Tada za nekoε > 0, postoji interval
I = (c− ε, c+ ε) na kome jeϕ′′(c) neprekidna iϕ′′(t) > 0, za svet ∈ I. Na osnovu
Taylorove teoreme, za proizvoljnoh, takav da je|h| < ε, postojis ∈ (c, c+ h), takav
da je

ϕ(c+ h) = ϕ(c) + ϕ′(c)h+
1

2
ϕ′′(s)h2 . (38)

Zbog stacionarnosti jeϕ′(c) = 0. Takodje smo imaliϕ′′(s) > 0, pa koristéci to u (38)
dobijamo da je za proizvoljnoh, |h| < ε, zadovoljeno

ϕ(c+ h) > ϕ(c) ,

a ovo znǎci da je u tǎcki c lokalni minimum. Veoma slǐcno razmatranje sada možemo
sprovesti i za funkcijuf : R

n → R. Na osnovu Teorema 14..4 znamo da vrijedi
formula

f(A+ h) = f(A) +∇f(A) · h+
1

2
hTHf(A+ ξh)h ,

gdje jef dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj okolini tačkeA i ξ ∈
(0, 1). Neka je sadaA stacionarna tǎcka funkcijef i neka je HesijanHf(X) pozitivno
definitna matrica u nekoj kugliB(A, r). Tada je∇f(A) = 0, pa vrijedi

f(A+ h) = f(A) +
1

2
hTHf(A+ ξh)h ,

a kako je jošA + ξh ∈ B(A, r), to je kvadratna formahTHf(A + ξh)h > 0. te
imamo

f(A+ h) > f(A) ,

za proizvoljnoh, tako da je||h|| < r. Ali ovo onda upravo znǎci da funkcijaf ima
lokalni minimum u tǎcki A. Istim argumentima bi rezonovali da smo pretpostavili ne-
gativnu definitnost Hesijana i naravno, zaključili bi da funkcija ima lokalni maksimum
u tǎcki A. Ako je Hesijan indefinitan, to bi značilo da postoji proizvoljno malenh,
tako da je kvadratna forma

hTHf(A+ ξh)h > 0 ,

i takodje proizvoljno malenh da je

hTHf(A+ ξh)h < 0 .
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Ovo bi onda uzrokovalo da za neke proizvoljno maleneh vrijedi f(A+ h) > f(A), a
istovremeno za neke druge proizvoljno maleneh je f(A+h) < f(A). U ovom slǔcaju
jasno je da u tǎcki A nemože biti niti lokalni minimum niti lokalni maksimum. Tada bi
tačkaA predstavljala tzv.sedlastu tačkufunkcijef .
Na osnovu gornjeg, sada možemo iskazati dovoljne uslove za ekstremnu vrijednost
funkcijef : Rn → R.

Teorem 15..7(Test druge derivacije). Neka jef : Rn → R i f ∈ C2(U), gdje jeU
otvoren skup. Ako jeA ∈ U stacionarna tačka funkcijef , tada je

1. f(A) lokalni minimum funkcijef , ako jeHf(A) pozitivno definitna matrica.

2. f(A) lokalni maksimum funkcijef , ako jeHf(A) negativno definitna matrica.

3. tačkaA sedlasta tačka funkcijef , ako jeHf(A) indefinitna matrica.

Ukoliko jeHf(A) nedefinitna matrica, potrebna su dodatna ispitivanja za klasifikaciju
tačkeA.

Primjer. Odrediti lokalne ekstremne vrijednosti funkcijef(x, y) = xye−x
2−y2

.
Nalazimo prvo gradijent

∇f(x, y) = e−x
2−y2

(y − 2x2y, x− 2xy2) .

Kako jee−x
2−y2

> 0 za sve(x, y) ∈ R
2, činjenica da je∇f(x, y) = (0, 0), svodi se

na sistem

y(1− 2x2) = 0 ,

x(1− 2y2) = 0 .

Prva jednǎcinaće biti tǎcna ako jey = 0 ili x = − 1√
2

ili x = 1√
2
. Ako je y = 0, onda

iz druge jednǎcine vidimo da mora biti ix = 0, a time smo dobili prvu stacionarnu
tačkuM1(0, 0).

Ako je x = ± 1√
2
, onda je druga jednačina zadovoljena ako je1 − 2y2 = 0, odnosno

ako jey = 1√
2

ili y = − 1√
2
, pa na taj nǎcin dobijamo joščetiri stacionarne tǎcke:

M2(
1√
2
, 1√

2
), M3(− 1√

2
, 1√

2
), M4(

1√
2
,− 1√

2
) i M5(− 1√

2
,− 1√

2
).

Drugi korak u rješavanju problema ovog tipa je odredjivanjehesijana funkcije

Hf(x, y) = e
−x2

−y2
[

4x3y − 6xy 4x2y2 − 2x2 − 2y2 + 1
4x2y2 − 2x2 − 2y2 + 1 4y3yx− 6xy

]

.

Sada nakon kráceg rǎcuna dobijamo

Hf(M2) = Hf(M5) = e−1
[

−2 0
0 −2

]

.

Kako jeA1 = −2e−1 < 0 i

A2 = det

[

−2e−1 0
0 −2e−1

]

= 4e−1 > 0 ,

na osnovu testa druge derivacuje zaključujemo da funkcija u tǎckamaM2 i M5 ima
lokalni maksimum, i pri tome jef(M2) = f(M5) = fmax = 1

2e
−1.
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Dalje imamo

Hf(M3) = Hf(M4) = e−1
[

2 0
0 2

]

.

Sada jeA1 = 2e−1 > 0 i

A2 = det

[

2e−1 0
0 2e−1

]

= 4e−1 > 0 ,

pa opet na osnovu testa druge derivacije zaključujemo da funkcija u tǎckamaM3 i M4

ima lokalni minimum i pri tome jef(M3) = f(M4) = fmin = − 1
2e
−1.

Ostala nam je još tǎckaM1(0, 0) u kojoj je

Hf(M1) =

[

0 1
1 0

]

.

Sada jeA1 = 0 i A2 = −1, pa je Hesijan indefinitan, a to znači da je tǎckaM1(0, 0)
sedlasta tǎcka.

x

y

z

b

Slika 17: Graf funkcijef(x, y) = xye−x
2−y2

15.3. Nalaženje globalnog ekstrema

Nalaženje globalnog ekstrema
Posmatrajmo funkcijuf(x) = 2−x2. Posmatramo li je nǎcitavomR, ona ima lokalni
maksimum u tǎcki x = 0, koji je i globalni maksimum, a globalnog minimuma nema
(slika lijevo).
Ako je posmatramo na skupu[−1, 2] i dalje je globalni maksimum ux = 0, ali sada je
globalni minimum u tǎcki x = 2 (slika u sredini). Ako je posmatramo za vrijednosti
iz [−2,−1], njen globalni minimum je ux = −2, a globalni maksimum je ux = −1
(slika desno).
Dakle, globalni ekstrem funkcije direktno zavisi od područja na kom tu funkciju po-
smatramo.
Nešto slǐcno imamo i kod funkcija više promjenljivih.

Primjer. Odrediti globalne ekstreme funkcijef(x, y) = x2 + y2 na skupu

D =
{

(x, y)| x2 + 4y2 ≤ 4
}

.
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Slika 18: Globalni ekstrem funkcije jedne varijable

SkupD je zatvoren i ograničen, pa na osnovu Teoreme 15..3, funkcijaf dostiže svoju
najmanju i najvécu vrijednost. Kako je funkcija diferencijabilna (kao polinomijalna
funkcija), njene jedine kritǐcne tǎcke su stacionarne tačke, koje dobijamo iz uslova

∇f(x, y) = (2x, 2y) = 0 .

U tački (0, 0) je mogúc lokalni ekstrem funkcije ali moramo sada posmatrati šta se
dogadja sa našom funkcijom na rubu oblastiD, tj. na skupu

∂D =
{

(x, y)| x2 + 4y2 = 4
}

.

S obzirom da su na∂D nezavisne varijable vezane relacijomx2 + 4y2 = 4, uvodéci
polarne koordinate, tj. smjenex(t) = 2 cos t i y(t) = sin t, gje je t ∈ [0, 2π], naša
funkcijaf postaje funkcija jedne varijable

g(t) = f(x(t), y(t)) = f(2 cos t, sin t)

= 4 cos2 t+ sin2 t

= 3 cos2 t+ 1 ,

gdje jet ∈ [0, 2π]. Ekstremne vrijednosti funkcijeg će biti i ekstremne vrijednosti
funkcijef . Zato posmatrajmo jednačinu

g′(t) = −6 cos t sin t = 0 .

Stacionarne tǎcke će biti t = 0, t = π
2 , t = π, t = 3π

2 i t = 2π. Dakle, pored
tačke(0, 0) imamo joščetiri kandidata za globalni ekstrem, a to su tačke(2, 0), (0, 1),
(−2, 0) i (0,−1), odredjene gornjim vrijednostima zat. Izračunavajúci sada vrijed-
nost funkcije u svakoj od ovih pet tačaka, odredjujemo globalne ekstreme.

f(0, 0) = 0 , f(2, 0) = 4 , f(0, 1) = 1 , f(−2, 0) = 4 , f(0,−1) = 1 .

Uporedjujúci gornje vrijednosti, zakljǔcujemo da funkcijaf ima globalnu maksimalnu
vrijednost 4 u tǎckama(2, 0) i (−2, 0) i globalnu minimalnu vrijednost 0 u tački (0, 0).
Kao što nam pokazuje upravo uradjeni primjer, za funkciju zadatu na zatvorenoj i ogra-
ničenoj oblasti odredjivanje globalnih ekstrema se svodi na to da pronadjemo lokalne
ekstreme i ekstreme funkcije na rubu te oblasti, a onda odredjujemo štáce biti globalne
ekstremne vrijednosti.
Ako funkciju ne posmatramo na zatvorenoj i ograničenoj oblasti, onda se problem
odredjivanja globalnih ekstrema svodi na to da pronadjemo lokalne ekstreme, a onda
nekom metodom ispitamo da li su oni ujedno i globalni ekstremi.
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Primjer. U nekoj firmi žele da naprave pravougaonu posudu bez krova, zapremine 500
m3 i da pritome utroše što je manje moguće materijala.
Oznǎcimo sax i y dužine stranica te posude u osnovi i saz visinu te posude (sve veli-
čine su izražene u metrima), tada u stvari treba pronaći minimalnu vrijednost funkcije

M ′(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz ,

pri čemu zapremina mora bitixyz = 500. Izražavajúci z iz ove jednakosti i uvrštava-
njem u funkcijuM ′, dobijamo funkciju

M(x, y) = xy +
1000

y
+

1000

x
,

kojoj treba odrediti minimalnu vrijednost na beskonačnom pravougaoniku

R = {(x, y)| x > 0 , y > 0} .

Rješavanjem sistema

∂M

∂x
= y − 1000

x2
= 0

∂M

∂y
= x− 1000

y2
= 0

dobijamo jedinu stacionarnu tačkuA(10, 10). Hesijan funkcijeM glasi

HM(x, y) =

[ 2000
x3 1
1 2000

y3

]

,

odnosno

HM(10, 10) =

[

2 1
1 2

]

.

Kako jedet(HM(10, 10)) = 3, zaključujemo da je Hesijan pozitivno definitan, a to
znǎci da funkcijaM ima lokalni minimum u tǎcki A(10, 10) i pri tome je

Mmin = M(10, 10) = 10 · 10 + 1000

10
+

1000

10
= 300 .

Ostaje nam ispitati da li je ovo i globalni minimum funkcijeM? Ako je bilo koja
varijabla manja od jedan, tj.0 < x < 1 ili 0 < y < 1, tada je 1000

x > 1000,
odnosno1000y > 1000, pa je ǒcigledno vrijednost funkcijeM veća od 300. Ako je sada
x ≥ 400 i y ≥ 1, onda jexy ≥ 400, pa bi opet vrijednosti naše funkcije bile veće od
300 (analogno i slǔcajy ≥ 400 i x ≥ 1). Dakle, ako posmatramo skup

D = {(x, y)| 1 ≤ x ≤ 400 , 1 ≤ y ≤ 400} ,

izvan skupaD vrijednosti funkcijeM su véce od 300. Na skupuD naša funkcija ima
globalni minimum u tǎcki (10, 10), pa je to onda ǒcigledno globalni minimum funkcije
načitavom skupuR.
Ostaje samo jos zaključiti da je tada

z =
500

10 · 10 = 5 ,

odnosno da posuda treba biti dimenzija10×10×5, da bi imala odgovarajúcu zapreminu
i da bi imali minimalne troškove.
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15.4. Uslovni ekstrem

U prethodnim primjerima nalazili smo ekstremne vrijednosti funkcije pod restrikcijom
na podskup koji je manje dimenzije. U prvom primjeru smo ekstremizirali funkciju
f(x, y) = x2 + y2 sa restrikcijom na jednodimenzionalnoj elipsix2 + 4y2 = 4. U
drugom primjeru smo ekstremizirali funkciju tri varijableM ′(x, y, z) = xy+2xz+2yz
sa restrikcijom na trodimenzionalnu površxyz = 500.
U prvom smo primjeru problem riješili tako što smo parametrizovali elipsu, a zatim
smo ekstremizirali funkciju jedne varijable. U drugom smo izrazili z kao funkciju od
x i y, a zatim smo ekstremizirali funkciju dvije varijable. U ovoj sekciji ćemo dati
generalni metod za rješavanje oba ova ali i drugih sličnih problema. U osnovnom
slučaju ekstremizacija, zadata je neka (diferencijabilna) funkcijaf : Rn → R za koju
želimo náci ekstremne vrijednosti. Taj problem smo rješavali nalaženjem svih kritǐcnih
tačaka funkcije, a onda testom druge derivacije ispitivali karakter tih tǎcaka.
Medjutim, kao što smo vidjeli u Primjeru 464, nekada treba izvršiti ekstremizaciju
funkcije, pričemu su nezavisne varijable te funkcije vezane nekim uslovom, tj. tražimo
ekstremnu vrijednost funkcijef(x1, x2, ..., xn) = y, pri uslovug(x1, x2, ..., xn) = 0.
Ovakvu vrstu ekstremizacije nazivamouslovna ekstremizacija.

Primjer. Neka treba odrediti minimum funkcijez = x2 + y2 pri uslovux+ y = 1, tj.

x2 + y2 −→ min

x+ y − 1 = 0 .

Očigledni minimum funkcije, bez uslova , je u tački (0, 0) i vidimo da ta tǎcka ne
zadovoljava uslovx+ y = 1. Šta geometrijski predstavlja uslov u gornjem problemu?

x
y

z

Slika 19: Uslovni ekstrem

Graf funkcijez = x2 + y2 je paraboloid, a uslovx + y = 1 predstavlja jednǎcinu
ravni uR3. Dakle, mi tražimo minimalnu vrijednost na paraboloidu alisamo u onim
tačkama u kojima se sijeku paraboloid (ciljna funkcija) i ravan (uslovna funkcija). Sa
slike vidimo da se traži minimum funkcije koja predstavlja parabolu u prostoruR3.
Zaista, koristéci uslovnu funkciju, možemo izraziti jednu varijablu, npr.y = 1− x, pa
stavljajúci to u izraz ciljne funkcije imamo,

z = x2 + (1− x)2 = 2x2 − 2x+ 1 ,
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a ovo je zaista jednačina parabole. Sada minimum ove funkcije nalazimo kao problem
ekstremizacije funkcije jedne vaerijable.z′ = 4x − 2, pa imamo jednu stacionarnu
tačkux0 = 1

2 . Kako jez′′ = 4, dakle pozitivan, to u tǎcki x0 funkcija ima minimum.
Izračunavajúci y0 = 1−x0 = 1

2 , zaključujemo da funkcijaz = x2 + y2 ima minimum
u tǎcki (12 ,

1
2 ), pri uslovux+ y = 1.

Gornji primjer nam daje jedan metod za rješavanje problema uslovne ekstremizacije,
ali jasno je daće primjena ovog metoda biti kudikamo složenija, za malo složenije
uslovne funkcije. Zato nam je u interesu imati i neki drugi metod, a najopštiji od svih
je tzv. Lagrangeov metod, kogaćemo sada izložiti.
Štaće biti motivacija za ovaj metod? Posmatrajmo ponovo gornjiprimjer i konturnu
sliku grafova ciljne i uslovne funkcije. Nivo linije funkcije z = x2 + y2 predstavljaju
koncentrǐcne centralne kružnice (x2 + y2 = k), a uslovna funkcija zbog svog položaja
(ortogonalna naxOy ravan), predstavljena je pravom linijom uxOy ravni. Na slici
uočavamo da prava neke od konturnih linija siječe, neke nivo linije néce uopšte sjéci
ali da samo jednu nivo liniju dodiruje.
Strelice na slici nam pokazuju pravce rasta ciljne funkcije(gradijentni vektor u razli-
čitim tačkama), a time je onda odredjeno da nivo linije paraboloida bliže koordinat-
nom pǒcetku, odgovaraju manjim vrijednostima funkcije (u opštemslučaju ovo nije
pravilo). Ovo onda znǎci da upravo ona nivo linija koja se dodiruje sa uslovnom funk-
cijom predstavlja bitan momenat. Naime, tačke na onim nivo linijama koje se ne sijeku
sa uslovnom funkcijom i nemogu biti kandidati za uslovne ekstreme, a jasno je da od
momenta kada prava presječe jednu od nivo linija, sjéci će i svaku "vécu" nivo liniju,
pa dakle tu i nemožemo tražiti konačnu ekstremnu vrijednost. Naravno, tražiti nivo

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

Slika 20:Nivo linije funkcije z = x2 + y2 sa uslovnom funkcijomx+ y = 1

liniju zadate površi kojáce dodirivati uslovnu funkciju ne bi bio lagan posao. Zato se
prisjetimo da je ugao izmedju dvije krive koje se sijeku, jednak uglu izmedju njihovih
tangenti u presjěcnoj tǎcki. Dakle, ako se dvije linije dodiruju, onda se njihove tangente
u dodirnoj tǎcki poklapaju, ili drugagǎcije iskazano, vektori normala na tim tangentama
su paralelni. Kako je gradijentni vektor upravo onaj vektorkoji je ortogonalan na nivo
liniju u proizvoljnoj tǎcki, a uslov paralelnosti vektora je uslov njihove kolinearnosti,
zaključujemo da mi treba da odredimo upravo one tačke(x, y) ∈ R

2 u kojima vrijedi

∇(x2 + y2) = λ∇(x + y − 1) .

Zbog paralelnog pomjeranja, takvih vektora bi bilo beskonačno mnogo. Medjutim, mi
tražimo tǎcke na uslovnoj krivoj koje to zadovoljavaju, tj. nalazimo tačke (x, y) koje
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zadovoljavaju
∇(x2 + y2) = λ∇(x + y − 1) i

x+ y − 1 = 0 .

Generalno, ako rješavamo problem

f(X) −→ ext

g(X) = 0 ,

rješenjéce biti u onim tǎckamaX(x1, x2, ..., xn) u kojima su zadovoljeni uslovi

∇f(X) = λ∇g(X) (39)

g(X) = 0 . (40)

Izloženi metod se nazivaLagrangeov metod, a nova varijablaλ ∈ R koja se pojavljuje
u uslovu (39), naziva selagrangeov multiplikator. Ako uvedemo funkciju

Λ(X,λ) = f(X)− λg(X) , (41)

koju nazivamoLagrangeova funkcijaili lagranžijan, nije teško uǒciti da su uslovi (39)
i (40), ekvivalentni uslovu

∇Λ(X,λ) = 0 . (42)

Zaista, nalazéci parcijalne izvode po promjenljivimaxi (i = 1, 2, ..., n) imamo

∂Λ

∂xi
=

∂f

∂xi
− λ

∂g

∂xi
, i = 1, 2, ..., n .

Sada zbog (42), zakljǔcujemo da je

∂f

∂xi
− λ

∂g

∂xi
= 0 ,

za svei ∈ {1, 2, ..., n}, tj. vrijedi uslov (39).
Kako je

∂Λ

∂λ
= −g(X) ,

opet zbog (42) imamo
g(X) = 0 ,

odnosno uslov (40). Na ovaj način smo praktǐcno dali i opis postupka rješavanja
uslovne ekstremizacije oblika

f(X) −→ ext

g(X) = 0 .

1. Prvo formiramo lagranžijan

Λ(x1, x2, ..., xn, λ) = f(x1, x2, ..., xn)− λg(x1, x2, ..., xn) ,

2. Odredjujemo∇Λ(x1, x2, ..., xn, λ).
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3. Rješavamo jednačinu∇Λ(x1, x2, ..., xn, λ) = 0, tj. sistem

∂Λ

∂x1
=

∂f

∂x1
− λ

∂g

∂x1
= 0

∂Λ

∂x2
=

∂f

∂x2
− λ

∂g

∂x2
= 0

..... .. .............................
∂Λ

∂xn
=

∂f

∂xn
− λ

∂g

∂xn
= 0

∂Λ

∂λ
= −g(x1, x2, ..., xn) = 0 .

Rješenja posljednjeg sistema su stacionarne tačke lagranžijana i ostaje nam još samo
utvrditi karakter tih tǎcaka.
Primjetimo odma, dáce u pronadjenim stacionarnim tačkamaX∗, biti

Λ(X∗, λ) = f(X∗) ,

(jer je g(X∗) = 0) tj. ekstremi lagranžijana ujedno su i ekstremi naše ciljnefunkcije.
Zato za ispitivanje karaktera tih tačaka možemo primjeniti test druge derivacije ili is-
pitivanjem drugog diferencijala ciljne funkcije. Naime, ako je d2f(X∗) > 0, imamo
minimum, a ako jed2f(X∗) < 0 imamo maksimum ciljne funkcije sa zadatim uslo-
vom. Ako jed2f(X∗) = 0, potrebna su dodatna ispitivanja za odredjivanje karaktera
te tǎcke.

Primjer. Riješiti problem

f(x, y) = x2 + y2 −→ ext

x+ y = 1 .

Kao što smo rekli, formiramo prvo lagranžijan

Λ(x, y, λ) = f(x, y)− λg(x, y) = x2 + y2 − λ(x + y − 1) ,

gdje je sag(x, y) = x + y − 1 zadata uslovna funkcija. U drugom koraku računamo
gradijent lagranžijana

∇Λ(x, y, λ) =

(

∂Λ

∂x
,
∂Λ

∂y
,
∂Λ

∂λ

)

= (2x− λ, 2y − λ, x + y − 1) .

Sada rješavamo sistem

2x− λ = 0

2y − λ = 0

x+ y − 1 = 0 .

Iz prve dvije jednǎcine sistema imamo2x = 2y, tj. x = y, pa uvrštavajúci to u trécu
jednǎcinu, dobijamox = y = 1

2 i za ove vrijednosti jeλ = 1. Dakle, imamo jednu
stacioarnu tǎckuX0

(

1
2 ,

1
2 , 1
)

.

Posljedni korak je utvrdjivanje karaktera tačkeX0. Rǎcunajúci druge parcijalne izvode,
imamo

d2f(X0) = 2dx2 + 2dy2 ,

i vidimo da jed2f(X0) > 0 (kao suma kvadrata), te dakle imamo minimum funkcije
f , pri uslovug, u tǎcki

(

1
2 ,

1
2

)

, i on iznosifmin = 1
2 .
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Primjer. Odrediti na kružnicik : (x − 1)2 + (y − 2)2 = 1 najbližu i najdalju tǎcku
od koordinatnog pǒcetka.

1

2

3

−1

1 2 3−1−2

b

b

b
X1

X2

Problem možemo riješiti jednostavno, povlačéci pravu
odredjenu tǎckama(0, 0) i (1, 2), i nalazéci njen presjek sa zadatom kružnicom.
Riješimo problem ipak na "teži" način. Razmišljajmo ovako: ako opišemo centralnu
kružnicu proizvoljnog poluprěcnikar, onda ona na sebi sadrži sve one tačke koje su na
istom odstojanjur od koodinatnog pǒcetka.

"Naduvajmo" neku malu centralnu kružnicu, sve do momenta njenog dodira sa zada-
tom krǔcnicomk. Tačka dodiraće upravo biti najbliža tǎcka koordinatnom pǒcetku.
Ako nastavimo "naduvavanje", kružniceće sjéci kružnicuk ali tu nemamo tǎcaka koje
su najbliže ili najdalje jer su sve one dalje od prve dodirne tačke, a naduvavanjem do-
bijamo sve dalje i dalje tǎcke. Ovo naravno vrijedi do momenta kada ponovo dobijemo
kružnicu koja dodirne kružnicuk (velika crvena kružnica).

Cijeli opisani postupak nas navodi da problem postavimo ovako: nadjimo minimum
i maksimum funkcijef(x, y) = x2 + y2 (to su centralne kružnicěcije poluprěcnike
tražimo) pri uslovu(x−1)2+(y−2)2 = 1 (na ovoj kružnici tražimo najbližu i najdalju
tačku). Dakle, rješavamo

x2 + y2 −→ ext

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 1 .

Lagranžijan problema jeΛ(x, y, λ) = x2 + y2 −λ((x− 1)2 + (y− 2)2 − 1), a njegov
gradijent,∇Λ = (2x−2λ(x−1), 2y−2λ(y−1), (x−1)2+(y−2)2−1). Rješavamo
sistem

2x− 2λ(x− 1) = 0

2y − 2λ(y − 1) = 0

(x− 1)2 + (y − 2)2 − 1 = 0 .

Stacionarne tǎcke suX1

(

1 + 1√
5
, 2 + 2√

5

)

i X2

(

1− 1√
5
, 2− 2√

5

)

. Prostom pro-

vjerom zakljǔcujemo da funkcija u ovim tǎckama ima najvécu i najmanju vrijednost,
odnosno da su to najdalja i najbliža tačka koordinatnom pǒcetku, na kružnicik.
Vratimo se na opasku "teži" način rješavanja. Postavimo problem da na proizvoljnoj
liniji g(x, y) = 0 nadjemo najbližu ili najdalju tǎcku od koordinatnog pǒcetka. Sada
onaj "lakši" nǎcin uopšte nemožemo primjeniti, a ovaj "teži" funkcioniše.Dakle, on
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je univerzalnijeg karaktera i kao takav mnogo bolji način. Npr. náci na grafu funkcije
y = x2 + x+ 1 tačku najbližu koordinatnom pǒcetku.

U prethodna dva primjera vidjeli smo kako funkcioniše Lagrangeov metod, prǐcemu
smo imali samo jedno oganičenje, a time i jednu dodatnu varijablu problema. Naravno
da ogranǐcenja može biti i više, medjutim metod se bitno neće mijenjati. Naime, neka
je zadat problem sa dva ograničenja.

f(x1, x2, ..., xn) −→ ext

h(x1, x2, ..., xn) = 0 ,

g(x1, x2, ..., xn) = 0 .

Formiramo lagranžijan, tako da svakom ograničenju pridružimo po jedan lagrangeov
multiplikator,

Λ(x1, x2, ..., xn, λ, µ) = f(x1, x2, ..., xn)− λh(x1, x2, ..., xn)− µg(x1, x2, ..., xn) .

Nalaženjem gradijenta lagranžijana, postavljamo sistem

∂Λ

∂xi
=

∂f

∂xi
− λ

∂g

∂xi
− µ

∂h

∂xi
= 0 , i = 1, 2, ..., n

∂Λ

∂λ
= g(x1, x2, ..., xn) = 0

∂Λ

∂µ
= h(x1, x2, ..., xn) = 0 ,

čijim rješavanjem dobijamo stacionarne tačke problema. Kao i u slǔcaju jednog ograni-
čenja, nekim od poznatih postupaka odredimo karakter stacionarnih tǎcaka. U opštem
slučaju, ako imamok ogranǐcenjagi(x1, x2, ..., xn) = 0, postupak je isti, a lagranžijan
je

Λ(X,λ) = f(X)−
k
∑

i=1

λigi(X) , λ = (λ1, λ2, ..., λk) .

Primjer. Riješimo problem

f(x, y, z) = 4y − 2z −→ ext

2x− y − z − 2 = 0 ,

x2 + y2 − 1 = 0 .

Za egzistenciju rješenja gornjeg problema pozivamo se na Teorem 15..3. Zaista, zbog
drugog ogranǐcenja, ǒcigledno je da vrijedi0 ≤ x, y ≤ 1, a iz prvog ogranǐcenja onda
zaključujemo da je−3 ≤ z ≤ 0, pa je skup na kome tražimo ekstremne vrijednosti
funkcije ogranǐcen i zatvoren.

Lagranžijan glasi

Λ(x, y, z, λ, µ) = 4y − 2z − λ(2x − y − z − 2)− µ(x2 + y2 − 1) .
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Nalazimo parcijalne izvode lagranžijana

∂Λ

∂x
= −2λ− 2µx

∂Λ

∂y
= 4− λ− 2µy

∂Λ

∂z
= −2− λ

∂Λ

∂λ
= −2x+ y + z + 2

∂Λ

∂µ
= −x2 − y2 + 1 .

Sistem koga rješavamo ima pet nepoznatih (x, y, z, λ, µ) i pet jednǎcina

−2λ− 2µx = 0

4 + λ− 2µy = 0

−2 + λ = 0

−2x+ y + z + 2 = 0

−x2 − y2 + 1 = 0 .

Iz treće jednǎcine direktno slijediλ = 2. Ubacujúci to u prvu i drugu jednǎcinu,
dobijamo

x = − 2

µ
, y =

3

µ
.

Stavljajúci ove rezultate u petu jednačinu, imamo

4

µ2
+

9

µ2
=

13

µ2
= 1 =⇒ µ = ±

√
13 .

Sada imamo dva slučaja. Zaµ =
√
13, x = − 2√

13
i y = 3√

13
. Iskoristimo li i četvrtu

jednǎcinu, dobijamoz = −2− 7√
13

. Time smo dobili prvu stacionarnu tačku

X1(x, y, z, λ, µ) = X1(−
2√
13

,
3√
13

,−2− 7√
13

, 2,
√
13) .

Analogno, za slǔcajµ = −
√
13, dobijamo stacionarnu tačku

X2(
2√
13

,− 3√
13

,−2 +
7√
13

, 2,−
√
13) .

Lako se sada provjerava da u tački X1 imamo maksimum

fmax = f(X1) = 4 +
26√
13

,

a minimum u tǎcki X2

fmin = f(X2) = 4− 26√
13

.
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16. Višestruki integrali

Višestruki integrali
Posmatrajmo proizvoljnu zatvorenu oblastD n-dimenzionalnog euklidskog prostora.
Sames(D) ćemo oznǎcavati mjerni broj velǐcine oblastiD (u slǔcaju dvodimenzi-
onalne oblasti to je površina, za trodimenzionalnu oblast to je zapremina).

Definicija 16..1. Podjelu oblastiD nazivamo pravilnom ako se sastoji od dijelova (će-
lija) te oblasti koji zadovoljavaju sljedeće osobine:

1. svakácelija je ogranǐcena i ima ograničenu velǐcinu,

2. Dvije razlǐcite ćelije nemaju zajedničkih unutrašnjih tǎcaka. Zajednǐcke tǎcke
dviju različitih ćelija mogu biti samo granične tǎcke tihćelija,

3. svaka tǎcka oblastiD pripada bar jednoj́celiji,

4. svaka ograničena figura koja sa svojom granicom leži u oblastiD može se sas-
tojati iz konǎcnog brojácelija.

Definicija 16..2. Ćeliju jedne podjele nazivamoδ-ćelijom ako oko nje možemo opisati
sferu prěcnika δ. Pravilna podjela se nazivaδ-podjelom ako je svaka njenácelija δ-
ćelija.

Jasno je da su u jednojδ-ćeliji bilo koje dvije tǎcke na rastojanju manjem ili jednakom
δ. Podjelećemo ozanǎcavati uobǐcajeno saσ. Razlǐcite podjele iste oblasti mogu se
porediti ili biti neuporedive.

Definicija 16..3. Podjelaσ2 je produženje podjeleσ1 ako pri prelazu na podjeluσ2

svakaćelija podjeleσ1 ostaje nepromjenjena ili se dijeli novom pravilnom podjelom.
Takodje kažemo u tom slučaju da je podjelaσ2 finija od podjeleσ1.

Integralne sume

Definicija 16..4. Neka jeD proizvoljna zatvorena oblast iσ neka njena pravilna po-
djela. Neka je funkcijaf(X) ogranǐcena naD. Integralnom sumom funkcijef u
oblastiD nazivamo svaku sumu oblika

S =
n
∑

i=1

f(Xi)mes(σi) ,

gdje suσi (i = 1, ..., n) ćelije podjeleσ, Xi ∈ σi (i = 1, 2, ..., n) proizvoljne tǎcke.

Uporedo sa integralnim sumama funkcijef posmatrat́cemo i tzv. gornje i donje inte-
gralne sume

S =

n
∑

i=1

mimes(σi) i S =

n
∑

i=1

Mimes(σi)

gdje su
mi = inf

X∈σi

f(X) , Mi = sup
X∈σi

f(X) , (i = 1, 2, ..., n) .

Ove sume nazivamo takodje i gornja odnosno donja Darbouxovasuma.
Za integralne sume vrijede sljedeća tvrdjenja:
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Teorem 16..5.Pri produženju podjele oblasti gornja suma ne raste, a donjasuma ne
opada.

Teorem 16..6.Donja suma je manja ili jednaka od gornje sume za proizvoljnupodjelu
oblast.

Teorem 16..7.Za integralne sume vrijedi

mmes(D) ≤ S ≤ S ≤ S ≤ Mmes(D) ,

gdje jem = infX∈D f(X) , M = supX∈D f(X).

Primjer. Za funkciju dvije promjenljive integralna suma je oblika

S =

n
∑

i=1

f(ξi, ηi)mes(σi) ,

gdje jeXi(ξi, ηi) ∈ σi (i = 1, 2, ..., n).

16.0.1. Definicija višestrukog integrala

Definicija višestrukog integrala
Neka jeS =

∑n
i=1 f(Xi)mes(σi), integralna suma funkcijef(X) u zatvorenoj oblasti

D.

Definicija 16..8. Broj I nazivamo višestrukim integralom funkcijef nad oblaš́cu D
ako za svakoε > 0, postojiδ = δ(ε) > 0 takav da važi

|S − I| < ε

za proizvoljnu pravilnuδ-podjelu oblastiD.

Vidimo da je brojI granǐcna vrijednost integralnih suma, tj.

I = lim
max diam(σi)→0

S .

Definicija 16..9. Ako postoji jedinstvena i konǎcna granǐcna vrijednost integralnih
suma finkcijef(X), kažemo da je funkcija integrabilna u datoj oblasti.

Pri tome je dakle

I = limS = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(Xi)mes(σi)

=

∫ ∫

...

∫

D

f(x1, x2, ..., xn)dx1dx2...dxn

=

∫

D

f(X)dσ

Za funkciju dvije promjenljivez = f(x, y), integrabilnu u oblastiD, imamo

lim
n→∞

n
∑

k=1

f(ξk, ηk)mes(σk) =

∫∫

D

f(x, y)dxdy ,
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pri čemučinjenica dan → ∞ je ekvivalentna damax diam(σk) → 0. Ovaj integral
nazivamodvojni integralfunkcijef(x, y) nad zatvorenom oblastiD.
Za funkciju tri promjenljivef(x, y, z) koja je integrabilna u zatvorenoj oblastiD, po
definiciji imamo

lim
n→∞

n
∑

k=1

f(ξk, ηk, ζk)mes(σk) =

∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz ,

i ovaj višestruki integral nazivamotrojni integral funkcije f(x, y, z) nad zatvorenom
oblastiD. Od kriterijuma za integrabilnost funkcije više promjenljivih navedimo,

Teorem 16..10.Funkcijaf(x1, x2, ..., xn) neprekidna u zatvorenoj oblastiD integra-
bilna je u datoj oblasti.

16.0.2. Osobine integrabilnih funkcija

Osobine integrabilnih funkcija
Sljedéce teoreme navodimo bez dokaza, iako se njihovo dokazivanjelako izvodi koris-
teći definiciju višestrukog integrala, potpuno analogno odgovarajúcim teoremama za
funkciju jedne promjenljive.

Teorem 16..11(Aditivnost integrala po podintegralnoj funkciji). Neka suf i fi (i =
1, 2, ..., n) integrabilne funkcije u zatvorenoj oblastiD i neka jeC ∈ R proizvoljna
konstanta. Tada vrijedi:

1.
∫

D(f1(X)± ...± fn(X))dσ =
∫

D f1(X)dσ ± ...±
∫

D fn(X)dσ.

2.
∫

D Cf(X)dσ = C
∫

D f(X)dσ.

Teorem 16..12(Aditivnost po oblasti integracije). Za proizvoljnu podjelu oblasti inte-
gracijeD na disjunktne parcijalne oblastiD1, D2,...Dn, važi

∫

D

f(X)dσ =

∫

D1

f(X)dσ +

∫

D2

f(X)dσ + ...+

∫

Dn

f(X)dσ ,

pri čemu je funkcijaf(X) integrabilna u svakom dijeluDi (i = 1, 2, ..., n) ukoliko je
ona integrabilna uD i obrnuto.

Teorem 16..13.Ako sam i M označimo infimum i supremum integrabilne funkcije
f(X) uD, tada vrijedi procjena

mes(D)m ≤
∫

D

f(X)dσ ≤ mes(D)M .

Teorem 16..14.Ako u zatvorenoj oblasti vrijedif(X) ≥ 0 (f(X) ≤ 0), tada vrijedi
∫

D

f(X)dσ ≥ 0

(
∫

D

f(X)dσ) ≤ 0

)

.

Za primjenu višestruke integracije posebno je važan sljedeći teorem.

Teorem 16..15.Ako jef(X) = 1 za svakoX ∈ D, tada je
∫

D

f(X)dσ =

∫

D

dσ = mes(D) .

U slučaju dvojnog integrala gdje je oblast integracije iz dvodimenzionalnog euklidskog
prostora, ovo znǎci da dvojni integral

∫∫

D dxdy predstavlja površinu oblastiD, a u
slučaju trojnog integrala

∫∫∫

D
dxdydz ovo predstavlja zapreminu oblastiD.
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16.1. Dvojni integral

16.1.1. Dvojni integral po pravougaonoj oblasti

Dvojni integral po pravougaonoj oblasti
Posmatrajmo funkcijuf(x, y) definisanu u zatvorenom pravougaoniku

D : a ≤ x ≤ b , c ≤ y ≤ d .

x

y

a b

c

d

Definicija 16..16. Neka je funkcija

Φ1(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

integrabilna za svakox ∈ [a, b], tada integral
∫ b

a

Φ1(x)dx =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

nazivamo dvostrukim integralom funkcijef(x, y) u zatvorenoj pravougaonoj oblastiD
pri sukcesivnoj integraciji prvo po promjenljivojy, a zatim po promjenljivojx.

Takodje, možemo posmatrati funkciju

Φ2(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

za koju zahtjevamo da je integrabilna za svakoy ∈ [c, d], onda integral
∫ d

c

Φ2(y)dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx

nazivamo dvostruki integral funkcijef(x, y) u oblastiD pri sukcesivnoj integraciji
prvo pox, a zatim poy.

Teorem 16..17.Neka je funkcijaf(x, y) integrabilna u zatvorenoj pravougaonoj oblasti
D (tj. neka postoji dvojni integral funkcijef ) i neka za proizvoljnox ∈ [a, b] postoji

integral
∫ d

c
f(x, y)dy. Tada postoji dvostruki integral

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

i pri tome vrijedi
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy .
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Na slǐcan nǎcin pod odgovarajúcim uslovima, važi
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx .

Teorem 16..17 nam u stvari daje tehniku za izračunavanje dvojnog integrala nad pra-
vougaonom oblasti. Ona se kako vidimo, svodi na prelazak iz dvojnog u dvostruki
integralčije su granice u slǔcaju pravougaone oblasti, konstantne.
Kao posljedicu Teorema 16..17 i napomene iza nje, imamo

Posljedica 16..18.Ako je funkcijaf(x, y) integrabilna u zatvorenom pravougaoniku
D i ako postoje dvostruki integrali

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy i
∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx ,

tada vrijedi
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx .

Ovo nam u stvari govori da redoslijed integracije ne utiče na vrijednost dvojnog inte-
grala.

Primjer. Izračunati integralI =
∫∫

D
cos(x+ y)dxdy, gdje jeD kvadrat

0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2
.

Dvojni integralI svodimo na dvostruki, tj.

I =

∫ π
2

0

dx

∫ π
2

0

cos(x+ y) =

∫ π
2

0

dx[sin(x+ y)] |
π
2
0

=

∫ π
2

0

[

sin
(

x+
π

2

)

− sinx
]

dx = − cos
(

x+
π

2

)

|
π
2
0 +cosx |

π
2
0

= 0 .

Primjer. Izračunati:I =
∫∫

D
6xy2dxdy, gdje jeD pravougaonik[2, 4]× [1, 2].

∫∫

D

6xy2dxdy =

∫ 4

2

(
∫ 2

1

6xy2dy

)

dx

=

∫ 4

2

(

6x

∫ 2

1

y2dy

)

dx =

∫ 4

2

(

6x
y3

3

∣

∣

∣

∣

2

1

)

dx

=

∫ 4

2

(16x− 2x) dx = 14

∫ 4

2

xdx

= 14
x2

2

∣

∣

∣

∣

4

2

= 84

Primjetimo u gornjem primjeru da je podintegralna funkcijaf(x, y) = 6xy2 oblika
f(x, y) = g(x)h(y). Kod dvojnog integrala sa konstantnim granicama to možemo
koristiti na sljedéci nǎcin

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫

D

g(x)h(y)dxdy =

∫ b

a

g(x)dx ·
∫ d

c

h(y)dy .
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Tako bi u posljednjem primjeru imali
∫ ∫

D

6xy2 = 6

∫ 4

2

xdx ·
∫ 2

1

y2dy = 6
x2

2

∣

∣

∣

∣

4

2

· y
3

3

∣

∣

∣

∣

2

1

= 84

16.1.2. Dvojni integral po proizvoljnoj oblasti

Dvojni integral po proizvoljnoj oblasti
U integraciji po proizvoljnoj oblasti mogu nastupiti dva slučaja prikazana na sljedećoj
slici. Na slici lijevo imamo situaciju kada sex nalazi izmedju konstantnih granicaa i
b, a y je izmedju krivihy1(x) i y2(x). Na desnoj slici imamo obrat, tj.c ≤ y ≤ d i
x1(y) ≤ x ≤ x2(y).
Razmotrimo situaciju prestavljenu lijevom slikom, a na potpuno analogan način se
razmatra i druga mogućnost.

1

2

3

4

−1

1 2 3 4 5
a b

y2(x)

y1(x)

D

1

2

3

4

−1

1 2 3 4 5

c

d

x2(y)

x2(y)D
Neka

su funkcijey1 i y2 takve da za svakox ∈ [a, b] vrijedi y1(x) ≤ y2(x). Posmatrajmo
oblast zadatu sa

a b

d

c

y2(x)

y1(x)

D

D : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)

Neka suc i d fiksirani
realni brojevi takvi da jec ≤ y1(x) ≤ y2(x) ≤ d. Tada je sistemom

D∗ : a ≤ x ≤ b , c ≤ y ≤ d

zadana pravougaona oblast , za koju uočavamo da je sastavljena od tri odvojene oblasti:

1. D1 : a ≤ x ≤ b , c ≤ y ≤ y1(x)

2. D : a ≤ x ≤ b , y1(x) ≤ y ≤ y(x)

3. D2 : a ≤ x ≤ b , y2(x) ≤ y ≤ d .
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Pomócu funkcijef(x, y) definisane u oblastiD, konstruišimo novu funkciju.

f∗(x, y) =

{

f(x, y) ; (x, y) ∈ D
0 ; (x, y) ∈ D1 ∪D2

Funkcijaf∗ je integrabilna u oblasti pravougaonika jer je konstantna na D1 ∪ D2, a
poklapa se sa integrabilnom funkcijomf naD. Prema prethodnoj sekciji sada imamo

∫∫

D∗
f∗(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f∗(x, y)dy . (43)

Posmatrajmo sada lijevu stranu u jednakosti (43). Na osnovuaditivnosti višestrukog
integrala po oblasti integracije, imamo

∫∫

D∗
f∗(x, y)dxdy =

∫∫

D1

f∗(x, y)dxdy +

∫∫

D

f∗(x, y)dxdy

+

∫∫

D2

f∗(x, y)dxdy . (44)

Na osnovu definicije funkcijef∗ je
∫∫

D1

f∗(x, y)dxdy =

∫∫

D2

f∗(x, y)dxdy = 0

i
∫∫

D

f∗(x, y)dxdy =

∫∫

D

f(x, y)dxdy .

Sada iz (44) imamo
∫∫

D∗
f∗(x, y)dxdy =

∫∫

D

f(x, y)dxdy . (45)

Posmatrajmo sada unutrašnji integral na desnoj strani u (43). Zbog aditivnosti odre-
djenog integrala važi

∫ d

c

f∗(x, y)dy =

∫ y1(x)

c

f∗(x, y)dy +

∫ y2(x)

y1(x)

f∗(x, y)dy (46)

+

∫ d

y2(x)

f∗(x, y)dy (47)

Opet na osnovu definicije funkcijef∗ vrijedi

∫ y1(x)

c

f∗(x, y)dy =

∫ d

y2(x)

f∗(x, y)dy = 0 ,

pa jednakost (47) postaje

∫ d

c

f∗(x, y)dy =

∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y)dy . (48)

Koristéci (45) i (48), jednakost (43) postaje

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y)dy . (49)
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Ako je oblast integracije data sistemom (desna slika)

D : x1(y) ≤ x ≤ x2(y) , c ≤ y ≤ d ,

slično gornjem rezonovanju bi dobili

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

dy

∫ x2(y)

x1(y)

f(x, y)dx . (50)

Formule (49) i (50) nam daju način izrǎcunavanja dvojnog integrala za proizvoljnu
oblast integracije. Dakle, dvojni integral rješavamo pomoću dvostrukog integrala u
kome su granice unutrašnje integracije eventualno ovisne ojednoj promjenljivoj dok
su granice spoljašnje integracije obavezno konstantne (popromjenljivima integracije).
Što se tǐce pravila za izrǎcunavanje dvojnih integrala, ona su

1. Aditivnost po podintegralnoj funkciji:
∫∫

D

(f(x, y)± g(x, y))dxdy =

∫∫

D

f(x, y)dxdy ±
∫∫

D

g(x, y)dxdy .

2. Izvlačenje konstante:
∫∫

D

cf(x, y)dxdy = c

∫∫

D

f(x, y)dxdy .

3. Aditivnost po granici integracije:
∫∫

D=D1∪D2

f(x, y)dxdy =

∫∫

D1

f(x, y)dxdy +

∫∫

D2

f(x, y)dxdy .

Primjer. Izvršiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcijef(x, y) nad oblaš́cu
D, ako je

D : y = x , y = 2x , x = 1 .

Oblast integracije je šrafirani dio na slici.

1

y = x

y = 2x

1

2

b

b

Odlučimo se za redoslijed integracije prvo (unutrašnja) po y, a zatim (spoljašnja) po
x. To nam onda diktira da granice zax moraju biti konstante, dok zay one mogu
ovisiti o varijablix. Projektujući oblastD nax-osu, dobijamo da su granice zax
od 0 do 1. Birajući proizvoljanx ∈ [0, 1] i posmatrajući vertikalu u toj tački,
konstatujemo da se najmanja vrijednosty postiže na linijiy = x, a najveća na liniji
y = 2x.

To nam upravo predstavlja granice integracije.

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 2x

x

f(x, y)dy =

∫ 1

0

(
∫ 2x

x

f(x, y)dy

)

dx .
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Ako bi zamjenili redoslijed integracije treba primjetiti da datu oblast moramo podijeliti
na dvije parcijalne oblasti, naime

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ y

y
2

f(x, y)dx+

∫ 2

1

dy

∫ 1

y
2

f(x, y)dx .

Primjer. Izvršiti prelaz iz dvojnog u dvostruki integral funkcijef(x, y) nad oblaš́cu
D : y = x , y =

√
x.

1

1

Oblast integracije je šrafirani dio na slici. Sada imamo

∫∫

D
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0
dx

∫

√
x

x
f(x, y)dy

=

∫

1

0

(

∫

√
x

x
f(x, y)dy

)

dx .

Primjetimo da u ovom slǔcaju imamo jednostavnu zamjenu redoslijeda integracije, tj.

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ x

x2

f(x, y)dx ,

što u prvom primjeru nije bio slǔcaj.

16.2. Trojni integral

16.2.1. Trojni integral po oblasti pravouglog paralelopipeda

Trojni integral po oblasti pravouglog paralelopipeda
Neka je sada funkcijaf(x, y, z) definisana i integrabilna u zatvorenoj oblasti

V : a1 ≤ x ≤ a2 , b1 ≤ y ≤ b2 , c1 ≤ z ≤ c2 .

Na slici su saVxy, Vxz i Vyz oznǎcene redom projekcije paralelepipedaV naxOy,
xOz i yOz ravan.

Definicija 16..19. Neka je funkcija

Φ1(x) =

∫ b2

b1

dy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

integrabilna na segmentu[a1, a2]. Tada integral

∫ a2

a1

Φ(x)dx =

∫ a2

a1

dx

∫ b2

b1

dy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

nazivamo trostrukim integralom funkcijef(x, y, z) u zatvorenom paralelepipedu pri
čemu se integracija vrši prvo po promjenljivojz zatim po promjenljivojy i na kraju po
promjenljivojx.
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x

y

z

a1

a2

b1
b2

c1

c2

Vxy

Vxz

Vyz

Slika 21: Trojni integral po pravougloj oblasti

Definicija 16..20. Neka je funkcija

Φ2(z) =

∫∫

Vxy

f(x, y, z)dxdy

integrabilna na segmentu[c1, c2]. Integral
∫ c2

c1

Φ(z)dz =

∫ c2

c1

dz

∫∫

Vxy

f(x, y, z)dxdy

nazivamo trostrukim integralom funkcijef(x, y, z) po oblasti zatvorenog paralelepi-
peda, pri sukcesivnoj integraciji prvo unutrašnja integracija po projekciji paralelepi-
peda uxOy ravan (dvojni integral), a zatim spoljna integracija po promjenljivoj z.

Definicija 16..21. Neka je funkcija

Φ3(x, y) =

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

integrabilna u oblastiVxy. Integral
∫∫

Vxy

Φ3(x, y)dxdy =

∫∫

Vxy

dxdy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

nazivamo trostruki integral funkcijef(x, y, z) po oblasti paralelepipeda, pri sukcesiv-
noj integraciji prvo po promjenljivojz (unutrašnja integracija), a zatim po oblastiVxy

(spoljašnja integracija).

Jasno da sve tri gornje definicije definišu isti pojam trostrukog integrala, samo sa razli-
čitim redoslijedima integracije. Analogno gornjim definicijama mogli smo posmatrati
i bilo koju drugu varijantu redoslijeda integracija na desnim stranama jednakosti.
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Teorem 16..22.Neka je funkcijaf(x, y, z) integrabilna u zatvorenom paralelepipedu
V i neka za proizvoljno(x, y) ∈ Vxy postoji integral

∫ c2
c1

f(x, y, z)dz , tada postoji i
integral

∫∫

Vxy

dxdy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

i vrijedi jednakost
∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫

Vxy

dxdy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz

=

∫ a2

a1

dx

∫ b2

b1

dy

∫ c2

c1

f(x, y, z)dz .

Primjer. Izračunati
∫∫∫

V xyzdxdydz , gdje je oblastV zadata sa:

0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1 , 0 ≤ z ≤ 1 .

Dakle, u pitanju je integracija po paralelepipedu, zato vrijedi

∫∫∫

V

xyzdxdydz =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

xyzdz

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

(

xy
z2

2

)1

0

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

xy

2
dy

=

∫ 1

0

dx

(

x

2

y2

2

)1

0

=

∫ 1

0

x

4
dx =

1

8
.

16.2.2. Trojni integral po proizvoljnoj oblasti

Trojni integral po proizvoljnoj oblasti
Neka je u trodimenzionalnom euklidskom prostoru zadata oblast

V : a1 ≤ x ≤ a2 , y1(x) ≤ y ≤ y2(x) , z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y) .
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x

y

z

b

b

b

b

b

b

z2(x, y)

z1(x, y)

a1

a2

y1(x)

y2(x)

Neka je funkcijaf(x, y, z)
integrabilna u oblastiV . Slično rezonovanju kod dvojnog integrala i ovdje bi smo
oko oblastiV opisali paralelepiped, pa bi smo dijeleći taj paralelepiped na disjunktne
oblasti došli do jednakosti

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ a2

a1

dx

∫ y2(x)

y1(x)

dy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z)dz ,

koja nam daje jedan od načina rješavanja trojnog integrala.

Primjer. Izračunati
∫∫∫

V
xyzdxdydz , gdje je oblastV zadata sa

x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 , x2 + y2 + z2 ≤ 1 .

Sada imamo integraciju po dijelu lopte centra(0, 0, 0), poluprěcnika 1, koji se nalazi u
prvom oktantu. Neka prva integracija bude poz, druga poy i treća pox. To znǎci da
su granice zax konstantne, pa zato projektujmo tijeloV u xOy ravan (slika desno) iz
koje vidimo granice

0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤
√

1− x2 .

Granice zaz odredjujemo na sličan nǎcin kao zay: u oblasti projekcije izaberemo
proizvoljnu tǎcku i iz nje vǔcemo vertikalu. Na toj vertikali odredjujemo najmanju i
najvécu vrijednost zaz, odnosno na kojim površima se nalaze te vrijednosti. Na slici
vidimo da je najmanja vrijednost zaz u ravni z = 0, a najvéca se uvijek nalazi na
površiz =

√

1− x2 − y2.
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x

y

z

1

1

1
b

b

1

2

3

−1

1 2 3−1

1

1

y =
√
1− x2

x

y

b

b

Ovo nam sada daje prelaz iz trojnog u trostruki integral

∫∫∫

V

xyzdxdydz =

∫ 1

0

xdx

∫

√
1−x2

0

ydy

∫

√
1−x2−y2

0

zdz .

Ostaje još "rǎcunski" dio zadatka.

∫∫∫

V

xyzdxdydz =

∫ 1

0

xdx

∫

√
1−x2

0

ydy

∫

√
1−x2−y2

0

zdz

=

∫ 1

0

xdx

∫

√
1−x2

0

ydy
z2

2

∣

∣

∣

∣

√
1−x2−y2

0

=
1

2

∫ 1

0

dx

∫

√
1−x2

0

y(1− x2 − y2)dy

=
1

2

∫ 1

0

dx
y2

2
(1 − x2)− y4

4

∣

∣

∣

∣

√
1−x2

0

=
1

8

∫ 1

0

x(1 − x2)2dx =
1

48

16.3. Jacobijeva determinanta

Jabobijeva determinanta
U linearnoj algebri smo vidjeli da matrice nisu ništa drugo do preslikavanja vektorskog
prostora. Pri tome smo se upoznali sa matricama prelaza i vidjeli da je dovoljno znati
u šta se preslikavaju vektori baze. Tako na primjer matrica

A =

[

1 1
−1 1

]
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predstavlja rotaciju ravni odnosnoR2 prostora. Ako sada posmatramo proizvoljan
sistem

y1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn

.................................................

yn = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn

možemo ga zapisati u matričnom obliku

Y = AX

pa on dakle predstavlja neko preslikavanjeA : Rn → R
n. Ukoliko postoji inverzno

preslikavanje datog preslikavanja, takvo preslikavanje nazivamoregularnim. U gor-
njem slǔcaju toće biti ako postojiA−1, tj. ako je matricaA regularna matrica. Po-
smatrajmo sada opšti slučaj preslikavanja

y1 = f1(x1, x2, ..., xn)
y2 = f2(x1, x2, ..., xn)
..... ... .............................
yn = fn(x1, x2, ..., xn)

(51)

Na osnovu ovog sistema možemo formirati funkcionalnu determinantu

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂x1

... ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

... ∂f2
∂xn

...... ... ......
∂fn
∂x1

... ∂fn
∂xn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Definicija 16..23. Za preslikavanje (51) kažemo da je regularno u oblastiD ako vrijedi

1. funkcijef1, ..., fn imaju neprekidne parcijalne izvode po svakoj promjenljivoj,

2. J 6= 0.

DeterminantuJ nazivamoJacobijeva determinantaili jakobijanpreslikavanja (51). U
literaturi sečesto za jakobijan preslikavanja (51) koristi oznaka

J =
D(f1, f2, ..., fn)

D(x1, x2, ..., xn)
.

Ako je dato preslikavanje (51) i preslikavanje

x1 = g1(t1, t2, ..., tn)
x2 = g2(t1, t2, ..., tn)
..... ... .............................
xn = gn(t1, t2, ..., tn) ,

(52)

nije teško pokazati da za jakobijane ovih preslikavanja važi

D(f1, f2, ..., fn)

D(x1, x2, ..., xn)

D(g1, g2, ..., gn)

D(t1, t2, ..., tn)
=

D(f1, f2, ..., fn)

D(t1, t2, ..., tn)
.
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Iz ovoga onda proizilazi važna osobina jakobijana:

D(y1, y2, ..., yn)

D(x1, x2, ..., xn)

D(x1, x2, ..., xn)

D(y1, y2, ..., yn)
= 1 ,

naravno pod pretpostavkom postojanja inverznih preslikavanjay−1i (i = 1, 2, ..., n).

Primjer. Odrediti jakobijan preslikavanja

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣

∣

∣

∣

= ρ .

16.3.1. Smjena promjenljivih u dvojnom integralu

Izračunavanje integrala, kao što smo to vidjeli kod običnog jednostrukog Riemanovog
integrala,često je olakšano uvodjenjem povoljne smjene. Ista je situacija i kod n-
integrala, tj. pogodnom smjenom uprošćava se rǎcunanjen-integrala. Neka je zadat
sistem

x = x(u, v) , y = y(u, v) (53)

Dati sistem predstavlja transformacijuuv-ravni uxy-ravan, tj. svakoj tǎcki P ∗(u, v) iz
uv-ravni odgovara tǎckaP (x, y) iz xy-ravni. Ako tǎckiP ∗ ∈ D∗ odgovara jedinstvena
tačka P ∈ D i obratno, tada je gornjom transformacijom uspostavljeno bijektivno
preslikavanje oblastiD∗ naD.

u

v

b

P ∗(u, v)

u = u0

v = v0

D∗

x

y

b
P (x, y)

u = u0

v = v0

D

Gornjom transformacijom se pravau = u0 oblastiD∗, koja se nalazi uuv-ravni,
preslikava na krivuu-liniju u xy-ravni

x = x(u0, v) , y = y(u0, v) .

Analogno, pravav = v0 oblastiD∗ iz uv-ravni se preslikava u krivuv-liniju u xy-ravni

x = x(u, v0) , y = y(u, v0) .

Ukoliko je oblastD∗ podjeljena mrežom pravihu = u0, v = v0, na pravolinijske
ćelije-pravougaonikeσ∗i , transformacijom (53) se ta podjela preslikava u krivolinijske
ćelijeσi u xy-ravni.
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u

v

σ∗i

x

y

σi

Pri tome se pokazuje da vrijedi

lim
diamσi→0

mes(σi)

mes(σ∗i )
=

∣

∣

∣

∣

D(x, y)

D(u, v)

∣

∣

∣

∣

= |J(xi, yi)| ,

u nekoj tǎcki (xi, yi) ∈ σi.
Ovo nam daje princip promjene oblasti integracije prilikomuvodjenja smjena.

Teorem 16..24.Ako se sistemom funkcija

x = x(u, v) , y = y(u, v)

realizuje bijektivno preslikavanje oblastiD∗ u oblastD i ako je funkcijaf(x, y) inte-
grabilna u oblastiD, tada je

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

D∗
f(x(u, v), y(x, y))|J(u, v)|dudv .

Kao specijalnu smjenu kod dvojnih integrala navodimo ovdjepolarne koordinate, tj.
transformaciju

x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ , (54)

pri čemu su prirodne granice novih varijabli date sa

0 ≤ ρ < +∞ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

x

y
(x, y)b

ρ

ϕ

Geometrijski,ρ predstavlja udalje-
nost tǎcke od koordinatnog pǒcetka,
aϕ je ugao izmedju pozitivnog di-
jela x-ose i dužiρ, te odatle pro-
izilaze prirodne granice za ove ve-
li čine.

Naravno, sada se postavlja pitanje da li postoje različite tǎcke uxy-ravni kojima bi
odgovarale iste veličine ρ i ϕ? Ako posmatramo neko fiksnoρ0, koristéci smjene
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54 zakljǔcujemo da sve tǎcke na kružnicix2 + y2 = ρ20 imaju istu udaljenost od
koordinatnog pǒcetka. Analogno, ako fiksiramo neki ugaoϕ0, ponovo koristéci smjene
(54) dobijamo da sve tačke na polupravojy = tgϕ0x imaju isti ugao prema pozitivnom
dijelu x-ose.

x

y

x2 + y2 = ρ20

y
=
tg
ϕ 0
x

Iz ovoga zakljǔcujemo da polarne koordinate(ρ0, ϕ0) odredjuju tǎcno jednu tǎcku u
xy-ravni, što je i odgovor na postavljeno pitanje. Osim toga, iz gornjeg razmatranja se
vidi da se linijeϕ = ϕ0 iz polarnog sistema preslikavaju u poluprave uxy-sistemu, a
da se linijeρ = ρ0 preslikavaju u kružnice.

ρ

ϕ

ϕ1

ϕ2

ρ1 ρ2

D∗

x

y

ρ1 ρ2

ϕ1

ϕ2

D

Dakle slika preslikavanjem (54) oblastiD∗ iz polarnog sistema, je oblastD u pravo-
uglom koordinatnom sistemu.
Kako je jakobijan ovog preslikavanja dat saJ = ρ, to na osnovu gornje teoreme imamo

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

D∗
f(ρ cosϕ, ρ sinϕ))ρdρdϕ .

Primjer. Izračunati:
∫∫

D e−x
2−y2

dxdy, gdje je oblast integracijeD : x2 + y2 = 1.
Uvedimo polarne koordinate:x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Ubacujúci ove smjene u
jednǎcinu kružnice, dobijamo da jeρ = 1. Kako nemamo nikakav uslov na ugaoϕ, to
je nova oblast integracije data sa

D∗ : 0 ≤ ρ ≤ 1 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

Sada imamo
∫ ∫

D

e−x
2−y2

dxdy =

∫ ∫

D∗
e−ρ

2

ρdρdϕ

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

ρe−ρ
2

dρ

= π(1− e−1) .
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Primjer. Izračunati:
∫∫

D

1

(x2 + y2)2
dxdy, gdje je oblast zadata sa

D : (k1) x
2 + y2 = 2x , (k2) x

2 + y2 = 4x , (l1) y =
x

2
, (l2) y = 2x .

1

2

−1

−2

1 2 3 4−1

k1
k2

l2

l1

Uvedimo polarne koordinate

x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ , J = ρ .

Ubacujúci smjene u jednǎcine kruž-
nicek1 i k2, dobijamo redom

ρ = 2 cosϕ , ρ = 4 cosϕ . (55)

Jednǎcine linija l1 i l2 daju nam
veze

tgϕ =
1

2
, tgϕ = 2 . (56)

Veze (55) i (56) nam daju upravo donju i gornju granicu novih varijabli, tj. novodobi-
jena oblast je

D∗ : ρ ≥ 2 cosϕ , ρ ≤ 4 cosϕ , arctg
1

2
≤ ϕ ≤ arctg2 .

Sada je prelaz u dvostruki integral dat sa

∫∫

D

1

(x2 + y2)2
dxdy =

∫∫

D∗

1

ρ4
ρdρdϕ

=

∫ arctg2

arctg 1
2

dϕ

∫ 4cosϕ

2 cosϕ

1

ρ3
dρ

= −1

2

∫ arctg2

arctg 1
2

(

1

16 cos2 ϕ
− 1

4 cos2 ϕ

)

dϕ

=
3

32

∫ arctg2

arctg 1
2

1

cos2 ϕ
dϕ

=
3

32
tgϕ

∣

∣

∣

arctg2

arctg 1
2

=
9

64
.

Opštija smjena od gornje smjene su tzv.uopštene polarne koordinate, tj.

x = aρ cosϕ , y = bρ sinϕ ,

gdje sua i b pozitivni realni brojevi. Ovom smjenom se elipsax
2

a2 + y2

b2 = 1 u xy-
ravni, prevodi u jedinǐcnu kružnicuρ = 1 u ρϕ-ravni. Jakobijan ovog preslikavanja je
J = abρ. Napomenimo još i to da ako želimo jednačinu opšte elipse

(x− p)2

a2
+

(y − q)2

b2
= 1 ,
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prevesti u jedinǐcnu kružnicu uρϕ-ravni, toćemo postíci smjenama

x = a(ρ cosϕ+ p) , y = b(ρ sinϕ+ q) ,

sa jakobijanomJ = abρ.

16.3.2. Smjena promjenljivih u trojnom integralu

Smjena promjenljivih u trojnom integralu
Neka je dat sistem

x = x(u, v, w) , y = y(u, v, w) , z = z(u, v, w) , (57)

kojim je definisano bijektivno preslikavanje tačakaP ∗(u, v, w) uvw-prostora, u tǎcke
P (x, y, z) iz xyz-prostora. Ako jeJ jakobijan preslikavanja (57) tada vrijedi

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

V ∗
f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))|J |dudvdw ,

gdje jeV ∗ oblast uuvw-prostoru nastala preslikavanjem (57) oblastiV uxyz-prostoru.
Kako smo se véc ranije upoznali sa cilindričnim i sfernim koordinatnim sistemom, ov-
dje ćemo specijalno pokazati ove dvije vrste smjena u trojnom integralu.
Dakle, ako pravougli Descartesov koordinatni sistem zamjenimo cilindričnim koordi-
natnim sistemom, što ostvarujemo sistemom

x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ , z = z ,

jakobijan kojeg jeJ = D(x,y,z)
D(ρ,ϕ,z) = ρ, tada imamo

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

V ∗
f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)ρdρdϕdz .

Geometrijska interpretacija cilindričnih koordinata je ta da svakoj tački (x, y, z) iz
xyz-prostora, pridružimo njen položaj naz-osi, udaljenost projekcije te tačke uxy-
ravni od koordinatnog pǒcetka,ρ, i ugao izmedju potegaρ i pozitivnog dijelax-ose,ϕ.
Pri tome su prirodne granice novih varijabli

0 ≤ ρ < +∞ ; 0 ≤ ϕ ≤ 2π ; −∞ < z < +∞ .

x

y

z

b
(x, y, z)

ρϕ

x

y

z

b
(x, y, z)

ρ0ϕ0

Držéci po jednu od cilindrǐcnih koordinata konstantnom, dobijamo takozvane koordi-
natne površi uxyz-prostoru. Ako jeρ = ρ0, dobijamo koordinatnu površx2+y2 = ρ20
(cilindar).
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Ako je ϕ = ϕ0, odgovarajúca površ je data say = tgϕ0x, a to je poluravan u prostoru
koja sadržiz-osu. Na kraju, akoz držimo fiksnim, tj. z = z0, odgovarajúca površ je
ravanz = z0. Sferni koordinatni sistem ima za ideju orijentaciju na sfernoj površini.
Sferu možemo podijeliti "paralelnim" kružnicama, medju kojima je i ekvatorijalna,
koje nazivamo paralelama i "velikim" kružnicama koje sve prolaze kroz polove sfere,
koje nazivamo meridijanima.
U takvoj podjeli sfere, pokazuje se boljim opis položaja tačke u smislu koliko smo da-
leko (u stepenima) od nekog fiksnog meridijana i koliko smo daleko (u stepenima) od
neke fiksne paralele, od uobičajenih koordinata, dužine, širine i visine. Naravno, uko-
liko sferu "naduvavamo", tréca bitna stvar o položaju je i udaljenost od koordinatnog
početka. Postoje dva pristupa sfernim koordinatama, u zavisnosti koju paralelu biramo
za fiksnu. Posmatrajmo gornju sliku desno. Uzimamo da jeρ udaljenost tǎcke

x

y

z

b
(x, y, z)

ρθ

ϕ

x

y

z

b
M(x, y, z)

M ′(x, y, 0)

A

O

ρ

θ

ϕ

Slika 22: Dva pristupa sfernim koordinatama

M od koordinatnog pǒcetka,ϕ je udaljenost od meridijana, tj. ugao izmedju potega
OM ′, gdje jeM ′ projekcija tǎckeM uOxy ravan i pozitivnog dijelax-ose iθ je ugao
izmedjuρ i Oxy ravni, tj. udaljenost tǎckeM od ekvatorijalne ravni.
Uočimo trougao△OM ′M . To je pravougli trougao, pa iz njega očitavamo

cos θ =
OM ′

OM
, sin θ =

MM ′

OM
,

odnosno
OM ′ = ρ cos θ , MM ′ = z = ρ sin θ . (58)

Iz pravouglog trougla△OAM ′ očitavamo

cosϕ =
OA

OM ′
, sinϕ =

AM ′

OM ′
,

tj.

OM ′ =
x

cosϕ
, OM ′ =

y

sinϕ
. (59)
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Kombinujúci (58) i (59) dobijamo sferne koordinate za slučaj kada ugaoθ mjerimo od
ekvatorijalne ravni.

x = ρ cosϕ cos θ , y = ρ sinϕ cos θ , z = ρ sin θ .

Prirodne granice su

0 ≤ ρ < +∞ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , −π

2
≤ θ ≤ π

2
,

jer su od "ekvatora" najudaljeniji polovi i to sjeverni90◦, a južni−90◦. Jakobijan za
ovakve smjene jeJ = ρ2 cos θ, tako sada smjena u trojnom integralu izgleda

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

=

∫∫∫

V ∗
f(ρ cosϕ cos θ, ρ sinϕ cos θ, ρ sin θ)ρ2 cos θdρdϕdθ .

Uvodéci sferni koordinatni sistem, mjereći ugaoθ od sjevernog pola (Slika 22, lijevo),
sistem glasi

x = ρ cosϕ sin θ , y = ρ sinϕ sin θ , z = ρ cos θ ,

gdje su prirodne granice novih koordinata

0 ≤ ρ < +∞ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ θ ≤ π .

Sada je najudaljenija tačka od sjevernog pola, južni pol i to180◦. Jakobijan jeJ =
ρ2 sin θ, i smjena u trojnom integralu izgleda ovako

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

=

∫∫∫

V ∗
f(ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ)ρ2 sin θdρdϕdθ .

16.4. Primjena višestrukih integrala

Izra čunavanje zapremine
Neka jez = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R

2, z ≥ 0, površ u prostoruxyz. Sal′ oznǎcimo
granicu oblastiD.
Cilindrična površ sa vodiljoml′ i izvodnicama paralelnim osiOz, siječe površf(x, y)
po krivoj l. SaV oznǎcimo zapreminu tijela ograničeno sa pomenutom cilindarskom
površi (sa strane), oblašćuD (odozdo) i površif(x, y) (odozgo).
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x

y

z

V

l

f(x, y)

D

Tada je

V =

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy . (60)

Zaista, iz same definicije trojnog integrala jesno je da vrijedi

V =

∫∫∫

V

dxdydz ,

a ovo na osnovu Definicije 16..21, možemo zapisati kao

V =

∫ ∫

D

dxdy

∫ f(x,y)

0

dz =

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy .

U slučaju da jef(x, y) ≤ 0, jasno je da vrijedi

V = −
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy .

Primjer. Izračunati zapreminu tijela ograničenog paraboloidomz = x2 + y2, cilin-
darskim površimax2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x i sa ravniOxy.
Ako saD oznǎcimo oblast uOxy ravni, omedjenu krugovimax2+y2 = x i x2+y2 =
2x, tražena zapremina je

V =

∫ ∫

D

(x2 + y2)dxdy .

Uvedimo polarne koordinate:x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Jednǎcine krugova u polarnim
koordinatama suρ = cosϕ i ρ = 2 cosϕ.
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D

y

x

Sada imamo

V =

∫ π
2

−π
2

dϕ

∫ 2 cosϕ

cosϕ

ρ3dρ

=
15

4

∫ π
2

−π
2

cos4 ϕdϕ

=
45

32
π .

Izra čunavanje površine ravnih likova
Posmatrajmo funkcijuy = f(x) ≥ 0 definisanu na razmaku[a, b]. Neka jeD oblast
ogranǐcena sa gornje strane krivomf(x) sa donje strane razmakom[a, b] i sa strana
pravamax = a i x = b.

D

y

x

f(x)

Iz ranijeg izu-
čavanja znamo da je površina oblastiD data sa

mes(D) =

∫ b

a

f(x)dx .

Medjutim, gornji izraz se može zapisati i sa

mes(D) =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

dx

∫ f(x)

0

dy =

∫ ∫

D

dxdy ,

što daje formulu za izrǎcunavanje površine ravnog likaD.

Primjer. Izračunati površinu kruga poluprečnikar. U pitanju je proizvoljan krug, pa
ćemo izabrati centralni krug poluprečnikar. Sada je tražena površina

P =

∫ ∫

D

dxdy , D : x2 + y2 = r2 .
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Uvedemo li polarne koordinate, tj. smjenex = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, imamo

P =

∫ 2π

0

dϕ

∫ r

0

ρdρ = r2π .

Izra čunavanje mase tijela
Posmatrajmo tijelo masem u dijelu V prostoraR3 u pravouglom koordinatnom sis-
temuOxyz. Količnik m

mes(V ) naziva se srednja gustina datog tijela. Ako sada uočimo
proizvoljnu tǎckuA(x, y, z) ∈ V i proizvoljnu kugluK(A, ε) oko te tǎcke koja leži u
tijelu V , gustinu tijela u tǎcki A, u oznaciρ(A) po definiciji rǎcunamo sa

ρ(A) = ρ(x, y, z) = lim
ε→0

mK

mes(K(A, ε))
,

gdje jemK masa lopteK(A, ε). Ako je ρ(A) = const, za tijelo kažemo da je homo-
geno i u tom slǔcaju veza izmedju gustineρ i zapreminemes(V ), data je poznatom
nam formulomm = mes(V )ρ. Pretpostavimo zato da tijelo nije homogeno i da mu je
gustinaρ(x, y, z), (x, y, z) ∈ V , poznata. Izvršimo podjelu tijelaV na podoblastiVi,
i = 1, 2, ..., n kojih je dijametar proizvoljno malen i u kojima onda možemo smatrati
da je gustina konstantna i jednakaρ(xi, yi, zi) za neku tǎcku (xi, yi, zi) ∈ Vi. Jasno je
tada da vrijedi

mi = ρ(xi, yi, zi)mes(Vi) , i = 1, 2, ..., n ,

pa ako izvršimo sumiranje svih ovih masa, dobijamo približnu masu tijela. Prelaskom
na limes

lim
maxmes(Vi)→0

n
∑

i=1

ρ(xi, yi, zi)mes(Vi) ,

dobija se masa tijela, tj.

m =

∫∫∫

V

ρ(x, y, z)dxdydz .

Moment inercije
Pod momentom inercije materijalne tačke u odnosu na pravu podrazumijeva se pro-
izvod mase tǎcke i kvadrata rastojanja te tačke od prave. Moment inercije konačnog
skupa materijalnih tǎcaka jednak je zbiru momenata pojedinačnih tǎcaka. U cilju defi-
nisanja i izrǎcunavanja momenta inercije tijela, postupam na sljedeći nǎcin.
Pretpostavimo da tijeloV u prostoruOxyz ima gustinuρ(x, y, z), (x, y, z) ∈ V . Po-
dijelimo V na manje oblstiVi, i = 1, 2, ..., n, i izaberimo istaknute tǎcke (xi, yi, zi)
u svakoj od podoblastiVi. Smatrat́cemo da je momenat inercijeIi dijela tijelaVi u
odnosu na osuOz ima vrijednost

Ii = (x2
i + y2i )ρ(xi, yi, zi)mes(Vi) .

Sumirajúci i prelazéci na limes, dobija se po definiciji moment inercijeI datog tijela

I = lim
maxmes(Vi)→0

n
∑

i=1

(x2
i + y2i )ρ(xi, yi, zi)mes(Vi) =

=

∫∫∫

v

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz .

125



17. Krivolinijski integral

Krivolinijski integral
Pojam odredjenog integrala, definisanog na nekom segmentu realne prave, u prethod-
noj smo glavi uopštili proširujúci integraciju na oblast uR2 i R3 prostoru. Sadácemo
uopštavanje izvršiti u drugom pravcu. Naime, ako za oblast integracije ne posmatramo
segment prave linije, nego luk proizvoljne krive u prostoru, a podintegralna funkcija se
definiše na tom luku, dolazimo do pojma krivolinijskog integrala.
Krivolinijski integral se koristi, kako u matematici, takoi u raznim primjenama (izra-
čunavanje rada sile na putu, cirkulacija fluida, izračunavanje mase tijela itd.).
Uobičajeno se razmatraju dvije vrste krivolinijskih integrala, krivolinijski integral prve
i krivolinijski integral druge vrste i mícemo ovdje uraditi isto uz napomenu da su sva
razmatranja izvedena u prostoruR3.

17.1. Krivolinijski integral prve vrste

Posmatrajmo u prostoruOxyz dio kriveL od tǎckeA do tǎckeB, koja se može rekti-
ficirati i koja nema samopresjeka. Neka su njene jednačine date sa

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) ; t ∈ [α, β] .

Neka je funkcijaf(x, y, z) definisana i ograničena na krivojL. Podijelimo segment
[α, β] nan dijelova

α = t0 < t1 < ... < tn = β .

Svakoj vrijednostiti, i = 1, 2, ..., n odgovara na krivoj tǎckaAi čije su koordinate
(xi, yi, zi), gdje jexi = x(ti), yi = y(ti) i zi = z(ti).
Specijalno, zat = t0 imamo tǎckuA(x0, y0, z0) i za t = tn tačkuB(xn, yn, zn).
Na svakom segmentu[ti−1, ti] izaberimo proizvoljnu vrijednostτi parametrat. Ovoj
vrijednosti odgovara tǎckaMi(ξi, ηi, ζi) kriveL, pri čemu je

ξi = x(τi) , ηi = y(τi) , ζi = z(τi) ; i = 1, 2, ..., n .

x

y

z

b

b

b

b

b

b

b

b

A

A1

A2

Ai−1

Mi

Ai

An−1
B

Sa∆si ozna-
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čimo dužinu lukaAi−1Ai kriveL. Posmatrajmo sljedeću integralnu sumu

σ(f, L) =

n
∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si (61)

Za brojI kažemo da je limes integralne sumeσ(f, L) kadamax∆si teži 0, u oznaci

lim
max∆si→0

σ(f, L) = I ,

ako za svakoε > 0, postojiδ > 0, tako da je|σ(f, L) − I| < ε, zamax∆si < δ i za
proizvoljan izbor tǎcaka(ξi, ηi, ζi) na lukovimaAi−1Ai (i = 1, 2, ..., n).

Definicija 17..1. Ako za funkcijuf(x, y, z) definisanu i ograničenu na lukuL postoji

lim
max∆si→0

σ(f, L) ,

onda se on naziva krivolinijski integral prve vrste funkcije f(x, y, z) po krivoj L i
oznǎcava se sa

∫

L

f(x, y, z)ds ili
∫

AB

f(x, y, z)ds .

Čestoćemo umjesto o krivoj integracije govoriti o luku ili putanji integracije i nadalje
ćemo podrazumijevati da jeL dio-po-dio glatka kriva, a da jef(x, y, z) ogranǐcena na
L i neprekidna u svim tǎckama kriveL, osim u njih konǎcno mnogo.
Ove posljednje pretpostavke su ustvari neophodni uslovi postojanja krivolinijskog in-
tegrala prve vrste.
Sljedécim teoremom navodimo neke od osnovnih svojstava ovog integrala.

Teorem 17..2.Neka jeL dio krive od tačkeA do tačkeB, neka su daljef i g funkcije
definisane na lukuL i neka integrali

∫

L
f(x, y, z)ds i

∫

L
g(x, y, z)ds postoje.

1.
∫

L

(af(x, y, z) + bg(x, y, z))ds = a

∫

L

f(x, y, z)ds+ b

∫

L

g(x, y, z)ds .

2. Za proizvoljnu tačkuC lukaL, izmedju tačakaA i B vrijedi
∫

AB

f(x, y, z)ds =

∫

AC

f(x, y, z)ds+

∫

CB

f(x, y, z)ds .

3.
∣

∣

∫

L
f(x, y, z)ds

∣

∣ ≤
∫

L
|f(x, y, z)|ds.

4. Ako jef(x, y, z) ≤ g(x, y, z) za(x, y, z) ∈ L, onda je
∫

L

f(x, y, z)ds ≤
∫

L

g(x, y, z)ds .

Teorem 17..3.Neka jef(x, y, z) neprekidna funkcija na lukuL. Postoji tačkaM∗(x∗, y∗, z∗)
na lukuL, takva da vrijedi

∫

L

f(x, y, z)ds = f(x∗, y∗, z∗) · l(L) ,

gdje smo sal(L) označili dužinu lukaL.
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Teorem 17..4.Ako postoji
∫

AB
f(x, y, z)ds, onda vrijedi

∫

AB

f(x, y, z)ds =

∫

BA

f(x, y, z)ds .

Dokaz. Dokaz slijedi izčinjenice da velǐcina ∆si predstavlja dužinu luka od tačke
Ai−1 do tǎckeAi, pa je ǒcigledno svejedno da li je posmatramo odAi−1 doAi ili od
Ai doAi−1.

17.1.1. Izrǎcunavanje krivolinijskog integrala prve vrste

Izra čunavanje krivolinijskog integrala prve vrste

Teorem 17..5.Neka je luk kriveL = AB zadat jednačinama

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) ; t ∈ [α, β] , (62)

glatka kriva bez singuarnih tačaka i neka jef(x, y, z) neprekidna funkcija na lukuL.
Tada vrijedi formula

∫

AB

f(x, y, z)ds =

∫ β

α

f(x(t), y(t), z(t))
√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt . (63)

Vidimo da se u stvari krivolinijski integral prve vrste, akoje lukL zadat parametarskim
jednǎcinama, svodi na obični Riemanov integral jedne varijable.

Primjer. Izračunati
∫

L
(x2 + y2 + z2)ds, gdje je lukL zadat parametarskim jednači-

nama kružne zavojnice

L : x = a cos t , y = a sin t , z = bt ; t ∈ [0, π] .

Na osnovu formule 63 imamo
∫

L

(x2 + y2 + z2)ds =

∫ π

0

(a2 cos2 t+ a2 sin2 t+ b2t2)

√

a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ b2 dt

=
√

a2 + b2
∫ π

0

(a2 + b2t2)dt

=

(

πa2 +
4

3
π3b2

)

√

a2 + b2

Primjer. Izračunati:
∫

AB
(x + y + z)ds, gdje je luk dio prave od tǎckeA(1, 1, 1) do

tačkeB(3, 3, 3).
Jednǎcina prave zadata tačkamaA i B je x−1

2 = y−1
2 = z−1

2 ili u parametarskom
obliku x = 2t+ 1 , y = 2t+ 1 , z = 2t+ 1, pa je na osnovu formule (63)

∫

AB

(x+ y + z)ds =

∫ 1

0

(2t+ 1 + 2t+ 1 + 2t+ 1)
√
6 dt

=
√
6

∫ 1

0

(6t+ 3)dt

=
√
6
9

2
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17.2. Krivolinijski integral druge vrste

Krivolinijski integral druge vrste
Neka je krivaL u prostoru data jednačinama

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) ; t ∈ [α, β]

i neka su funkcijeP (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) definisane i ograničene na lukuL.
Podjelimo segment[α, β] nan dijelova tǎckamati i na svakom podsegmentu[ti−1, ti]
izaberimo proizvoljnu vrijednostτi, i = 1, 2, ..., n.
Vrijednostimati, odnosnoτi, odgovaraju tǎckeAi(xi, yi, zi), odnosnoMi(ξi, ηi, ζi),
pri čemu jexi = x(ti), yi = y(ti), zi = z(ti), ξi = x(τi), ηi = y(τi) i ζi = z(τi), i =
1, 2, ..., n. Uvedimo još oznake∆xi = xi−xi−1, ∆yi = yi−yi−1 i ∆zi = yi−yi−1.
Sada možemo formirati sljedeće integralne sume:

σ1(P,L) =

n
∑

i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi ,

σ2(Q,L) =
n
∑

i=1

Q(ξi, ηi, ζi)∆yi ,

σ3(R,L) =

n
∑

i=1

R(ξi, ηi, ζi)∆zi .

Definicija 17..6. Neka za funkcijuP (x, y, z) (Q(x, y, z), R(x, y, z)), definisanu na
lukuL, postoji limes integralne sumeσ1(P,L) (σ2(Q,L), σ3(R,L)) kadamax∆xi →
0 (max∆yi → 0, max∆zi → 0).
Tada se on naziva krivolinijskim integralom druge vrste funkcijeP (x, y, z) (Q(x, y, z),
R(x, y, z)) po lukuL i oznǎcava se sa

∫

L

P (x, y, z)dx

(
∫

L

Q(x, y, z)dy ,

∫

L

R(x, y, z)dy

)

,

ili
∫

AB

P (x, y, z)dx

(
∫

AB

Q(x, y, z)dy ,

∫

AB

R(x, y, z)dy

)

.

Zbir
∫

L
P (x, y, z)dx+

∫

L
Q(x, y, z)dy+

∫

L
R(x, y, z)dy se obǐcno zapisuje u skráce-

noj formi
∫

L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dy

i naziva se (opštim) krivolinijskim integralom druge vrste.

Teorem 17..7.Neka jeL = AB luk krive,P i P1 funkcije definisane na lukuL i neka
postoje integrali

∫

L
P (x, y, z)dx i

∫

L
P1(x, y, z)dx.

1. Za proizvoljnea, b ∈ R vrijedi
∫

L

(aP (x, y, z) + bP1(x, y, z))dx = a

∫

L

P (x, y, z)dx

+ b

∫

L

P1(x, y, z)dx .
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2. Neka jeC ∈ L izmedju tačakaA i B. Tada vrijedi
∫

AB

P (x, y, z)dx =

∫

AC

P (x, y, z)dx+

∫

CB

P (x, y, z)dx .

Teorem 17..8.Ako jeP (x, y, z) neprekidna funkcija na lukuAB, onda postoji tačka
M∗(x∗, y∗, z∗) na lukuAB, takva da je

∫

AB

P (x, y, z)dx = P (x∗, y∗, z∗)(b − a) ,

gdje jex(α) = a, x(β) = b.

Svojstvo da krivolinijski integral prve vrste ne ovisi o orijentaciji putanje integracije
nije isto za krivolinijski integral druge vrste. Naime vrijedi,

Teorem 17..9.Ako postoji integral
∫

AB
P (x, y, z)dx, tada vrijedi

∫

AB

P (x, y, z)dx = −
∫

BA

P (x, y, z)dx .

17.2.1. Izrǎcunavanje krivolinijskog integrala druge vrste

Teorem 17..10.Neka je krivaAB zadata jednačinama

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) ; t ∈ [α, β] ,

glatka i nema singularnih tačaka i neka je funkcijaP (x, y, z) neprekidna na lukuAB.
Tada važi formula

∫

AB

P (x, y, z)dx =

∫ β

α

P (x(t), y(t), z(t)) · x′(t)dt . (64)

Analogno se iskazuje tvrdnja i za funkcijeQ i R, tj.
∫

AB

Q(x, y, z)dx =

∫ β

α

Q(x(t), y(t), z(t)) · y′(t)dt ,

∫

AB

R(x, y, z)dx =

∫ β

α

R(x(t), y(t), z(t)) · z′(t)dt .

Sada za sumarnu formulu imamo
∫

AB

Pdx+Qdy + Rdz =

∫ β

α

(Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t))dt . (65)

Primjer. Izračunati:
∫

L

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy ,

gdje jeL luk paraboley = x2, od tǎckeA(−1, 1) do tǎckeB(1, 1).
Za parametar krive uzimamox. Formula (65) nam daje (R = 0)

∫

L

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy =

∫ 1

−1
(x2 − 2x3 + 2x5 − 4x4)dx

= −14

15
.
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Primjer. Izračunati:
∫

L
(y−z)dx+(z−x)dy+(x−y)dz, gdje jeL kružnica odredjena

sferomx2+y2+z2 = a2 i ravni y = x. Pri tome je smjer integracije suprotan kretanju
kazaljke na satu, ako se gleda iz pozitivnog dijelax-ose.

x

y

z

b

(x, y, z)

ϕ0

Za parametar ǒcigledno možemo izabrati ugao izmedju radijus-vektora tačke na kruž-
nici i ekvatorijalne ravni. Iz sfernih koordinata onda imamo

x =
a
√
2

2
cos t , y =

a
√
2

2
cos t , z = a sin t,

pri čemu se zbog zadate orijentacije, parametart mijenja od 0 do2π. Sada na osnovu
formule (65) imamo
∫

L
(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz =

=

∫ 2π

0

[

−a2
√
2

2
(

√
2

2
cos t− sin t) sin t−

− a2
√
2

2
(sin t−

√
2

2
cos t) sin t

]

dt = 0 .

18. Nezavisnost integracije od putanje. Grinova for-
mula

Nezavisnost integracije od putanje
Krivolinijski integral druge vrste u opštem slučaju zavisi od putanje po kojoj se vrši
integracija. Medjutim, to nije uvijek slǔcaj.
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Ukoliko izrazPdx+Qdy+Rdz predstavlja totalni diferencijal neke funkcijeu(x, y, z),
onda integral vektora(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) po lukuL = AB zavisi samo
od tǎcakaA i B, a ne i od linije kojom su te tǎcke povezane.

Teorem 18..1.Neka je u oblastiV ⊂ R
3 zadata neprekidna vektorska funkcija

−→v = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) .

Tada su sljedeća tvrdjenja ekvivalentna:

• Postoji funkcijau(x, y, z) sa neprekidnim prvim parcijalnim izvodima, defini-
sana u oblastiV , takva da je

∂u

∂x
= P (x, y, z) ,

∂u

∂y
= Q(x, y, z) ,

∂u

∂z
= R(x, y, z) .

• Krivolinijski integral druge vrste
∫

AB Pdx + Qdy + Rdz po putanjiAB ⊂ V ,
gdje suA(x0, y0, z0) i B(x1, y1, z1) početna, odnosno krajnja tačka te putanje,
ne zavisi od oblika putanje, nego samo od tačakaA i B. Pri tome vrijedi

∫

AB

Pdx+Qdy +Rdz = u(x1, y1, z1)− u(x0, y0, z0) .

• Krivolinijski integral
∮

c

Pdx+Qdy +Rdz

po proizvoljnoj zatvorenoj putanjic ⊂ V jednak je nuli.

Na osnovu gornjeg teorema jasno je da se problem izračunavanja krivolinijskog inte-
grala druge vrste, kada on ne ovisi o putu integracije, svodina raspoznavanje kada
je podintegralna funkcija totalni diferencijal neke vektorske funkcije. Zato nam je od
interesa dati još neki kriterijum za takvo "raspoznavanje".

Definicija 18..2. Za oblastV ⊂ R
3 kažemo da je prosto povezana ako se svaka za-

torena dio-po-dio glatka krivac ⊂ V , može "stegnuti" u proizvoljnu tačku M0 ∈ c,
ostajúci pri tome u oblastiV .

Strogu matematičku formulaciju pojma "stegnuti" ovdje nećemo razmatrati. Neka on
ostane u domenu intuitivnog ali navedimo neke primjere prosto povezanih i nepoveza-
nih oblasti.
Unutrašnjost proizvoljnog kruga i kvadrata su prosto povezane oblasti uR2, ali krug
bez svog centra to nije.
U R

3 primjer prosto povezane oblasti su lopta i kocka, takodje i oblast ogranǐcena
dvjema koncentrǐcnim sferama. Torus je primjer oblasti uR3 koja nije prosto povezana.

Teorem 18..3.Neka je u prosto povezanoj oblastiV ⊂ R
3 zadata neprekdna vektor-

ska funkcija−→v = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) koja ima neprekidne parcijalne
izvode∂P

∂y , ∂P
∂z , ∂Q

∂x , ∂Q
∂z , ∂R

∂x i ∂R
∂y .

Potreban i dovoljan uslov da integral
∫

AB
Pdx+Qdy + Rdz, AB ⊂ V , ne zavisi od

putanjeAB, jeste da su ispunjeni uslovi

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
,
∂Q

∂z
=

∂R

∂y
,
∂R

∂x
=

∂P

∂z
.
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Primjer. Izračunati:
∮

c

−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ,

po putanjic koja predstavlja krǔcnicu(x − 3)2 + y2 = 1.
Kako suP (x, y) = −y

x2+y2 i Q(x, y) = x
x2+y2 neprekidne u oblasti ograničenoj krivom

c i kako su
∂P

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
=

∂Q

∂x

i uz to neprekidne funkcije u istoj oblasti, to na osnovu Teorema 18..1 zakljǔcujemo da
je dati integral jednak 0.

Primjer. Izračunati:
∮

c

−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ,

po putanjic koja predstavlja krǔcnicux = a cos t, y = a sin t, t ∈ [0, 2π].Za razliku od
gornjeg primjera, ovdje su funkcijeP,Q, ∂P

∂y i ∂Q
∂x neprekidne u svim tǎckama oblasti

ogranǐcenom krivomc osim u tǎcki (0, 0), ali oblast datog kruga bez tačke(0, 0) nije
prosto povezana pa se ne možemo pozvati na prethodne dvije teoreme. Zato sada
imamo

∮

c

−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy =

∫ 2π

0

(−a sin t

a2
(−a sin t)+

+
a cos t

a2
a cos t

)

dt = 2π .

18.1. Greenova formula

Veza izmedju dvojnog integrala po nekoj oblasti i krivolinijskog integrala po granici te
oblasti data je poznatomGreenovom formulom. Uočimo prostu zatvorenu krivuc ⊂ R

2

koja ogranǐcava oblastD.
Ako sec sastoji od dijelova grafika dviju neprekidnih funkcijaf i g, definisanih na
[a, b] i takvih da jef(x) ≤ g(x) zax ∈ [a, b], i eventualno dijelova pravihx = a i
x = b, ondaćemo oblastD nazvati elementarnom oblašću u odnosu na osuOx.
Na slǐcan bi nǎcin definisali elementarnu oblast u odnosu na osuOy. Oblasti koje su
elementarne u odnosu na obje ose zovemo prosto elementarnimoblastima.

Teorem 18..4(Greenova teorema). Neka jeD ⊂ R
2 oblast ograničena dio-po-dio

glatkom krivomc. Ako su funkcijeP (x, y) i Q(x, y) neprekidne zajedno sa svojim
parcijalnim izvodima∂P∂y , ∂Q

∂x , na zatvorenoj oblastiD, tada važi jednakost

∮

c+
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ ∫

D

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy . (66)

Pri tome, oznakac+ u krivolinijskom integralu označava da se integracija vrši u smjeru
pri kome tačke oblastiD uvijek ostaju s lijeve strane u odnosu na kretanje.

Dokaz
Pretpostavimo za početak da je oblastD elementarna oblast u odnosu na osuOx.
Dakle, neka je granica oblastiD kriva c odredjena jednǎcinamay = f(x), y = g(x)
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D

y

xa b

f(x)

g(x)

(a) Elementarna oblast u odnosu naOx

1

2

3

1 2 3

f(y) g(y)

a

b

(b) Elementarna oblast u odnosu na
Oy

Slika 23:

(f(x) ≤ g(x) za a ≤ x ≤ b), zatim sax = a i f(a) ≤ y ≤ g(a), kao i x = b,
f(b) ≤ y ≤ g(b), što je predstavljeno slikom

D

y

xa b

f(x)

g(x)

b

b b

bE F

H G

Sada imamo,

∫ ∫

D

∂P (x, y)

∂y
dxdy =

∫ b

a

dx

∫ g(x)

f(x)

∂P (x, y)

∂y
dy

=

∫ b

a

(P (x, g(x)) − P (x, f(x))) dx

=

∫ b

a

P (x, g(x))dx −
∫ b

a

P (x, f(x))dx

= −
∫

GH

P (x, y)dx −
∫

EF

P (x, y)dx .

Uzimajúci u obzir da na pravamax = a i x = b vrijedi dx = 0, imamo
∫

HE

P (x, y)dx = 0 ,

∫

FG

P (x, y)dx = 0 ,
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pa zajedno sa prethodnim vrijedi
∫ ∫

D

∂P (x, y)

∂y
dxdy = −

∫

GH

P (x, y)dx −
∫

HE

P (x, y)dx

−
∫

EF

P (x, y)dx −
∫

FG

P (x, y)dx ,

odnosno
∫ ∫

D

∂P (x, y)

∂y
dxdy = −

∮

c+
P (x, y)dx .

Na slǐcan nǎcin bi dobili
∫ ∫

D

∂Q(x, y)

∂x
dxdy =

∮

c+
Q(x, y)dy .

Sabiranjem posljednje dvije jednakosti dobijamo traženu formulu
∮

c+
P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

∫ ∫

D

(

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)

dxdy .

Ako oblastD nije elementarna, onda je prvo pravim linijama paralelnim koordinatnim
osama podijelimo na elementarne oblastiDi, i = 1, 2, ..., n, što je prikazano na slici.

Di

y

x

Nakon toga na
svaku podoblastDi primjenimo dobijenu jednakost

∮

c+
i

P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

∫ ∫

Di

(

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)

dxdy ,

gdje jeci granica oblastiDi. Sabiranjem ovih jednakosti poi = 1, 2, ..., n, dobijamo
formulu

∮

c+
P (x, y)dx +Q(x, y)dy =

∫ ∫

D

(

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)

dxdy .

Pri tome treba uǒciti da se krivolinijski integral druge vrste po onim granicama susjed-
nih oblasti koje su im zajedničke, i nalaze se unutar oblstiD, pojavljuje uvijek dva puta
i to krećući se suprotnim smjerovima, pa se svi ti integrali poništavaju zbog poznate
nam osobine krivolinijskog integrala druge vrste. Izvedimo i
jednu primjenu krivolinijskog integrala druge vrste i Greenove teoreme. Ona se odnosi
na izrǎcunavanje površine ravnog lika.

135



Primjer. Neka jeD zatvorena oblast u ravniOxy, ogranǐcena dio-po-dio glatkom
krivom c. Poznato nam je da vrijedi

mes(D) =

∫ ∫

D

dxdy .

S druge strane, koristeći Greenovu formulu, uzimajúci P (x, y) = 0 i Q(x, y) = x,
dobijamo vezu

∫ ∫

D

dxdy =

∮

c+
xdy .

Ako uzmemoP (x, y) = −y i Q(x, y) = 0, dobija se
∫ ∫

D

dxdy = −
∮

c+
ydx .

Objedinjujúci gornje, dobijamo formulu za izračunavanje površine ravne figure

mes(D) =

∫ ∫

D

dxdy =
1

2

∮

c+
xdy − ydx .

U sljedécem primjeru ilustovat́cemo primjenu Greenove teoreme.

Primjer. Izrčunati:
∫

c

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy ,

gdje jec luk paraboley = x2, od tǎckeA(−1, 1) do tǎckeB(1, 1).

1

−1

1−1

OblastD koju posmatramo u Greenovoj te-
oremi je zatvorena i ograničena, pa je li-
nija c koja je ogranǐcava, zatvorena linija.
Dakle, da bi mogli primjeniti Greenovu te-
oremu, neophodno je da putanja integracije
bude zatvorena kontura, što u našem pri-
mjeru nije slǔcaj.

S druge strane, motiv za primjenu Greenove teoreme ječinjenica da vrijedi uslov

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
,

jer je u tom slǔcaju izraz na desnoj strani u (66) jednak 0. Kod nas je taj uslov zadovo-
ljen, tj. vrijedi

∂P

∂y
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
=

∂Q

∂x
,

a to znǎci da bi bilo dobro iskoristiti Greenov teorem. U tom cilju našu putanju in-
tegracije ( dio parabole ), zatvorimo proizvoljnom krivom (zatvaranje treba izvesti sa
krivom po kojoj je krivolinijska integracija lahka). Neka to bude prava koja spaja tačke
A i B, tj. linija
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l : y = 1 , −1 ≤ x ≤ 1 .

Sada jec ∪ l zatvorena putanja, pa vrijedi

∫

c∪l

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy =

∫ ∫

D

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy = 0 .

S druge strane, prema pravilima za krivolinijski integral drugwe vrste, imamo
∫

c∪l

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy =

∫

c

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy+

+

∫

l

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy .

Iz posljednje dvije jednakosti onda vrijedi
∫

c

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy = −

∫

l

y

x2 + y2
dx − x

x2 + y2
dy .

Kako je na krivojl, y = 1, odnosnody = 0, onda je

∫

l

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy =

∫ 1

−1

dx

x2 + 1
= arctgx

∣

∣

1
−1 =

π

2
.

Dakle,
∫

c

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy = −π

2
.

19. Diferencijalne jednǎcine

Diferencijalne jednačine

Definicija 19..1. Diferencijalna jednǎcina (n-tog reda) je jednačina oblika

f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

gdje jex nezavisna promjenljiva,y nepoznata funkcija, ay′, y′′, . . . su izvodi nepoznate
funkcije.

Primjer.
2xy′′ − (x− 3)y′ − 2y = 6x sinx

y′′′ − 9y = 0.

Rješenje diferencijalne jednačine je svaka funkcija koja zadovoljava tu diferencijalnu
jednǎcinu.

Primjer. Pokazati da je funkcijay = c1 sin 3x + c2 cos 3x, gdje suc1, c2 proizvoljne
konstante, rješenje jednačine

y′′ + 9y = 0.
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Ako se uy pojavljujen proizvoljnih konstanti, onda je onaopće rješenjeDJn-tog reda.
Ako nema proizvoljnih konstanti, onda jey partikularno rješenje.
Na primjer,y = sin 3x + 2 cos 3x je partikularno rješenje u gornjem primjeru. Ti-
povi diferencijalnih jednǎcina čija se rješenja mogu izraziti pomoću konǎcnog broja
elementarnih funkcija i njihovih integrala su veoma malobrojni. To posebno vrijedi za
jednǎcine drugog i višeg reda, gdje postoje samo posebni slučajevi koji se mogu riješiti
elementarno u gore navedenom smislu.
Historijski gledano, njihov znǎcaj je veliki jer su prva saznanja o diferencijalnim jed-
nǎcinama i stěcena proǔcavanjem takvih tipova jednačina, pǒcevši od Newtona i Leib-
nitza.
Kako je osnovni momenat njihovog rješavanja uvijek bila integracija kao postupak
inverzan izvodu, takvi tipovi jednačina se nazivaju integrabilnim, postupak rješavanja
nazivamo integracija, a samo rješenje se zoveintegral diferencijalne jednačine. U
prvom dijelu posmatrat́cemo jednǎcine prvog reda, tj. rješavatćemo problem

y′ = f(x, y) , (67)

sa pǒcetnim (inicijalnim) uslovom

y(x0) = y0 .

19.1. Jednǎcina sa razdvojenim promjenljivima

Jednǎcina sa razdvojenim promjenljivima
To je jednǎcina kod koje se u (67) desna strana može napisati kao proizvod dviju funk-
cija od kojih jedna zavisi samo odx, a druga samo ody, tj. jednǎcina koja ima formu

y′ = f(x)g(y) . (68)

Sljedécim teoremom dati su uslovi za postojanje i jedinstvenost rješenja jednǎcine (68).

Teorem 19..2.Neka je funkcijaf(x) neprekidna na intervalu(a, b) i neka je funkcija
g(y) neprekidna i različita od nule na intervalu(c, d). Tada postoji jedinstveno rješenje
jednačine (68) koje zadovoljava polazni uslovy(x0) = y0 (x0 ∈ (a, b) , y0 ∈ (c, d)) i
definisano je u nekoj okolini tačkex0.

Primjer. Riješiti jednǎcinu:xy′ =
y

y + 1
.Jednǎcinu dovodimo u oblik

y′ =
y

x(y + 1)
,

iz koga uǒcavamo da je data jednačina sa razdvojenim promenljivima (f(x) = 1
x ,

g(y) = y
y+1 ). Razdvajamo promjenljive koristeći jednakosty′ = dy

dx ,

(y + 1)dy

y
=

dx

x
.

Sada integralimo posljednju jednačinu i rješavanjem integrala na lijevoj i desnoj strani
dobijamo rješenje diferencijalne jednačine,y + ln y = lnx+ C .
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Primjer. Odrediti ono rješenje diferencijalne jednačiney′ = 6y2x koje zadovoljava
uslovy(1) = 1

25 .
Data diferencijalna jednačina je jednǎcina sa razdvojenim promjenljivima. Zato prvo
razdvojimo promjenljive

y′ =
dy

dx
= 6y2x ⇐⇒ dy

y2
= 6xdx .

Nakon integriranja posljednje jednakosti
∫

y−2dy = 6

∫

xdx ,

dobijamo

−1

y
= 3x2 + C ,

odnosno, rješenje diferencijalne jednačine je

y(x) = − 1

3x2 + C
,

gdje jeC proizvoljna realna konstanta. Za razneC imamo razlǐcite funkcije rješenja,
što je prikazano na Slici??.
Naći ono rješenje koje zadovoljava uslovy(1) = 1

25 , znǎci od svih funkcija izabrati
onu za koju jeC odredjen ovim uslovom, tj.

1

25
= − 1

3 + C
,

odakle nakon kráceg rǎcuna dobijamoC = −28, čiji je graf dat na Slici 26.

1

2

3

−1

1 2−1−2

C = −2 —
C = −3 —
C = −4 —
C = −5 —

Slika 24: Grafovi rješenja zaC < 0

19.2. Homogena jednǎcina

Homogena jednǎcina
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1

2

3

−1

1 2−1−2

C = 2 —
C = 3 —
C = 4 —
C = 5 —

Slika 25: Grafovi rješenja zaC > 0

1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

Slika 26: Graf funkcijey(x) = − 1
3x2−28

Homogena jednǎcina je jednǎcina oblika

y′ = f
(y

x

)

, (69)

gdje je f neprekidna funkcija u nekom intervalu(a, b). Datu jednǎcinu riješavamo
smjenom

u(x) =
y(x)

x
,

odakle se nalaženjem izvoda pox ima

y′(x) = u′(x)x + u(x) .

Ubacujúci posljednje dvije jednakosti u jednačinu (69), dobijamo jednǎcinu

u′ =
f(u)− u

x

koja predstavlja jednǎcinu sa razdvojnim promjenljivima.

Primjer. Riješiti diferencijalnu jednǎcinu: y′ = x+y
x−y . Prvo uǒcimo da desnu stranu

date jednǎcine možemo trnsformisati, tj.

y′ =
1 + y

x

1− y
x

,
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odakle je ǒcigledno da je data jednačina homogena. Sada uvodimo smjenu

u =
y

x
, y′ = u′x+ u .

Polazna jednǎcina sada dobija oblik

u′x+ u =
1 + u

1− u
,

odnosno

u′ =
2u

x(1− u)
.

Posljednja jednǎcina je jednǎcina sa razdvojenim promjenljivima,čijim rješavanjem
prema ranije izloženom postupku dobijamo

1

2
(lnu− u) = lnx+ C ,

odnosno, vrácajúci smjenu

1

2

(

ln
y

x
− y

x

)

= lnx+ C .

Primjer. Odrediti ono rješenje diferencijalne jednačine

y′ =
2x

y
+

y

x
,

koje zadovoljava uslovy(1) = 2. Nakon smjeneu = y
x , odakle jey′ = u′x + u,

dobijamo diferencijalnu jednačinu pou

u′x =
2

u
,

a to je jednǎcina sa razdvojenim promjenljivima

udu =
2dx

x
.

Integraléci ovu jednǎcinu dobijamo

u2

2
= 2(lnx+ C) ,

odnosno, rješenje pou je
u(x) = ±2

√
lnx+ C .

Vraćajúci se na polaznu funkcijuy, imamo

y(x) = ±2x
√
lnx+ C .

Koristéci uslovy(1) = 2, jasno je da od gornja dva rješenja koristimo ono sa znakom
+, a onda dobijamo jednačinu poC

2
√
C = 2 ,
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1

2

3

−1

−2

−3

1 2

C = 0 —
C = 1 —
C = 2 —
C = 3 —
C = 4 —
C = 5 —

Slika 27: Grafik funkcijey(x) = ±2x
√
lnx+ C

odakle jeC = 1. Dakle rješenje zadatka je funkcija

y(x) = ±2x
√
lnx+ 1 .

Ideju rješavanja iz prvog primjera primjenjujemo generalno na rješavanje diferencijal-
nih jednǎcina oblika

y′ =
ax+ by

cx+ dy
.

Medjutim, ako imamo jednǎcinu oblika

y′ =
ax+ by + c

dx+ ey + f
, (70)

jasno je da gornja ideja nije primjenljiva. Ali i ovakve jednačine rješavamo na sličan
nǎcin, prvo ih transformišúci sljedécim smjenama.

x = u+ α , y = v + β ,

gdje suα i β proizvoljni realni brojevi. Uvrštavajúci ove smjene u jednačinu (70),
dobijamo

y′ =
au+ bv + aα+ bβ + c

du+ ev + dα+ eβ + f
. (71)

Povoljnim izborom zaα i β, tj. birajući ih tako da bude zadovoljen sistem

aα+ bβ + c = 0

dα+ eβ + f = 0 ,

jednǎcina (70) prelazi u poznati nam oblik jednačine. Naravno, sistem iz koga odre-
djujemo vrijednosti zaα i β će imati rješenje ako je njegova determinanta različita od
nule, tj. ako vrijedi uslovae− bd 6= 0.
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20. Linearna jednǎcina

Linearna jadnačina
Diferencijalnu jednǎcina oblika

y′ + f(x)y = g(x) , (72)

gdje suf i g proizvoljne neprekidne funkcije, nazivamolinearna diferencijalna jedna-
čina.
Posmatrajmo sljedeću tehniku nalaženja rješenja jednačine (72), neǒcekivana ali jako
korisna. Pomnožimo nekom funkcijomµ(x) jednǎcinu (72) dakle,

µ(x)y′ + µ(x)f(x)y = µ(x)g(x) . (73)

Neǒcekivanu ulogu ove funkcijeµ(x), kakva god ona bila, pojačajmo i zahtjevom

µ(x)f(x) = µ′(x) . (74)

Stavljajúci (74) u (73), dobijamo

µ(x)y′ + µ′(x)y = µ(x)g(x) , (75)

i primjećujemo da je tada izraz na lijevoj strani izvod proizvoda, tj.

µ(x)y′ + µ′(x)y = (µ(x)y)′ , (76)

te stavljajúci (76) u (75), dobijamo

(µ(x)y)′ = µ(x)g(x) . (77)

Integrirajmo sada jednačinu (77), imamo
∫

(µ(x)y)′dx =

∫

µ(x)g(x)dx ,

odnosno, primjenjujúci poznato pravilo za neodredjeni integral, slijedi

µ(x)y + C =

∫

µ(x)g(x)dx . (78)

Kako nam je cilj náci funkciju y(x), onda iz (78) lagano računamo

y(x) =

∫

µ(x)g(x)dx + C

µ(x)
, (79)

pri čemu smo iskoristilǐcinjenicu da je konstanta integracijeC nepoznata, pa smo njen
zapis na desnoj strani, jednostavnosti radi, zapisali sa+C, a ne kako bi rǎcun dao sa
−C. Posljednom jednǎcinom mi smo dobili rješenje jednačine (72). Ostaje "samo" da
se odgonetne, a šta je ona neočekivana funkcijaµ(x). Iz jednǎcine (74) imamo

µ′(x)

µ(x)
= f(x) ⇐⇒ (lnµ(x))′ = f(x) .

Opet, integrirajúci posljednju jednakost, dobijamo

lnµ(x) +D =

∫

f(x)dx ,
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pa po istom principu kao malo prije, možemo pisati

lnµ(x) =

∫

f(x)dx +D .

Eksponencirajúci obje strane posljednje jednakosti, i koristeći pravila stepenovanja,
imamo

µ(x) = e
∫

f(x)dx+D = eDe
∫

f(x)dx .

Kako je ieD konstanta, ne gubeći na opštosti, konǎcno imamo

µ(x) = De
∫

f(x)dx , (80)

i uobičejeno se ovakve funkcije sa ovakvom ulogom nazivajuintegracioni faktor. Stav-
ljajući (80) u (79), slijedi

y(x) =

∫

De
∫

f(x)dxg(x) + C

eD
∫

f(x)dx

= e−
∫

f(x)dx

(
∫

e
∫

f(x)dxg(x) +
C

D

)

,

pa konǎcno uzimajúci da je C
D nova konstantaC, dobijamo krajnji oblik rješenja jed-

nǎcine (72)

y(x) = e−
∫

f(x)dx

(
∫

e
∫

f(x)dxg(x) + C

)

.

Sve ovo gore rěceno iskazujemo tvrdjenjem

Teorem 20..1.Neka suf(x) i g(x) neprekidne funkcije na intervalu(a, b). Tada pos-
toji jedinstveno rješenje jednačine (72) koje zadovoljava polazni uslovy(x0) = y0
(x0 ∈ (a, b) , y0 ∈ R) i definisano je u(a, b). Rješenje jednačine je dato sa

y(x) = e−
∫

f(x)dx

(

C +

∫

g(x)e
∫

f(x)dxdx

)

Primjer. Riješiti diferencijalnu jednǎcinu: y′ + xy − x3 = 0 i odrediti ono rješenje
koje zadovoljava uslovy(0) = 1.
Dovedimo jednǎcinu na zahtijevani oblik

y′ + xy = x3 .

To je linearna jednǎcina kod koje jef(x) = x i g(x) = x3. Sada je rješenje dato sa

y(x) = e−
∫

xdx

(

C +

∫

x3e
∫

xdxdx

)

= e−
x2

2

(

C +

∫

x3e
x2

2 dx

)

= e−
x2

2

(

C + (x2 − 2)e
x2

2

)

Postavljeni uslov daje nam jednačinu poC

1 = 1 · (C + (0− 2) · 1) ,

iz koje dobijamoC = 3, a to je graf obojen crvenom bojom na Slici 28.
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1

2

3

−1

−2

−3

1 2−1−2

C = −1
C = 0
C = 1
C = 2
C = 3
C = 4
C = 5

Slika 28: Grafik funkcijey(x) = e−
x2

2

(

C + (x2 − 2)e
x2

2

)

20.1. Bernoullijeva jednǎcina

Bernoullijeva jednačina
To je jednǎcina oblika

y′ + f(x)y = g(x)yα , (81)

gdje jeα proizvoljan realan broj različit od 0 i od 1 (u oba ova slǔcaja jednǎcina (81)
bi se svela na linearnu jednačinu). Jednǎcinu (81) riješavamo smjenom

z(x) = (y(x))1−α ,

odakle se dobija
z′(x) = (1− α)(y(x))−αy′(x) .

Iz posljednje dvije jednakosti lako se dobija

y = z
1

1−α , y′ =
1

1− α
z

α
1−α z′

čijim uvrštavanjem u (81) i elementarnim računom imamo

z′ + (1− α)f(x)z = (1− α)g(x) ,

tj. linearna jednǎcina poz.

Primjer. Riješiti diferencijalnu jednǎcinu: y′ − y = xy2.
Data jednǎcina je Bernoullijeva jednǎcina saα = 2, pa uvodimo smjenu

z = y1−2 = y−1 .

Sada rǎcunamo potrebne zamjene

y = z−1 , y′ = −z−2z′
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čijim uvrštavanjem u polaznu jednačinu dobijamo

−z−2z′ − z−1 = xz−2 .

Množenjem posljednje jednakosti sa−z2 imamo

z′ + z = −x ,

a to je linearna jednǎcinačije je rješenje

z = e−x(C − (x+ 1)ex) ,

odakle vrácajúci se na polaznu funkcijuy imamo

y(x) =
1

e−x(C − (x+ 1)ex)
.

1

2

3

−1

−2

−3

1 2−1−2

C = −3
C = −2
C = −1
C = 0
C = 1
C = 2

Slika 29: Graf funkcijey(x) = 1
e−x(C−(x+1)ex)

20.2. Jednǎcina totalnog diferencijala

Jednǎcina totalnog diferencijala
Opšta jednǎcina prvog reda u normalnom obliku

y′ = f(x, y)

koristéci jednakosty′ = dy
dx , može se pisati u obliku

dy − f(x, y)dx = 0 ,

što predstavlja specijalan slučaj jednǎcine

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 . (82)

146



Ako postoji funkcijaF (x, y) takva da je lijeva strana u (82) totalni diferencijal te
funkcije u nekoj oblasti, tj. da važi

dF (x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy ,

pri čemu je
∂F

∂x
= P (x, y) i

∂F

∂y
= Q(x, y) ,

onda jednǎcinu (82) nazivamojednačina totalnog diferencijala. Ako postoji funkcija
F (x, y) sa navedeim osobinama, onda zbog (82), tj.dF (x, y) = 0, vrijedi

F (x, y) = c , c konstanta. (83)

Jednakoš́cu (83) je implicitno definisana funkcijay = g(x) na nekom intervalu, i na
tom intervalu je ta funkcija rješenje jednačine (82).
Napomenimo, da bi funkcija (83) definisala diferencijabilnu funkcijuy = g(x), funk-
cija F , tj. funkcijeP i Q moraju zadovoljavati uslove teorema o implicitnoj funkciji.
Ostaje nam još odgovoriti na dva pitanja. Prvo, kako ustanoviti da lijeva strana u (82)
jeste totalni diferencijal neke funkcije, i drugo, ako znamo da lijeva strana jeste totalni
difernecijal neke funkcije, kako odrediti tu funkciju.

Teorem 20..2. Neka suP (x, y), Q(x, y), ∂P
∂y (x, y) i ∂Q

∂x (x, y) neprekidne funkcije u
jednostruko povezanoj oblastiD. Da bi jednačina (82) bila jednačina totalnog dife-
rencijala neophodno je i dovoljno da za svako(x, y) ∈ D vrijedi

∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y) . (84)

Pri tome, funkcijaF (x, y) čiji je to totalni diferencijal data je sa

F (x, y) =

∫ x

x0

P (t, y)dt+

∫ y

y0

Q(x, t)dt ,

gdje je(x0, y0) proizvoljna tačka oblastiD.

Postavlja se pitanje šta učiniti ako uslov (84) nije ispunjen pa jednačina (82) nije jedna-
čina totalnog diferencijala?Jedan od načina da se prevazidje taj problem jeste pronaći
eventualno funkcijuh(x, y), različitu od nule, takvu da jednačina

h(x, y)P (x, y)dx + h(x, y)Q(x, y)dy = 0

bude jednǎcina totalnog diferencijala. Funkcijah(x, y), ukoliko postoji, naziva sente-
gracioni množitelj. Potreban i dovoljan uslov za njeno postojanje imamo na osnovu
iskazanog teorema, tj. mora vrijediti

∂(hP )

dy
=

∂(hQ)

dx
,

odnosno, nakon izračunavanja ovih parcijalnih izvoda

1

h

(

P
∂h

∂y
−Q

∂h

∂x

)

=
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
. (85)

Nalaženje integracionog množitelja predstavlja težak problem,čak složeniji i od samog
polaznog problema i u opštem slučaju je nerješiv, jer bi u protivnom svaku jednačinu
prvog reday′ = f(x, y) mogli riješiti elementarno. Ovdjécemo dati dva specijalna
slučaja kada se integracioni množitelj ipak može eksplicitno izrǎcunati. Ti slǔcajevi su
okarakterisani specijalnim oblikom funkcijeh koju tražimo i oni su
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1. h je funkcija ovisna samo o promjenljivojx

2. h je funkcija ovisna samo o promjenljivojy.

U prvom slǔcaju, uslov (85) se svodi na jednačinu

h′(x)

h(x)
=

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

/Q .

Ova jednǎcina ima smisla samo ako je desna strana funkcija samo promjenljive x.
Ukoliko je to slǔcaj, tj.

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

/Q = u(x) ,

tada je
h′(x)

h(x)
= u(x) pa je h(x) = Ce

∫

u(x)dx .

Dakle zbog pojavljivanja konstanteC, integracionih množitelja ima beskonačno mnogo,
ali u konkretnim situacijama se uzima najprostiji, tjC = 1. Identǐcna je situacija za
slučaj2.. Tada, ako je

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

/Q = v(y) ,

onda integracioni množitelj ovisi samo oy i dat je sa

h(y) = Ce
∫

v(y)dy .

Primjer. Riješiti jednǎcinu: dy − (y tg x+ cosx)dx = 0.
Provjerom uslova∂P∂y = ∂Q

∂x lako utvrdjujemo da polazna jednačina nije jednǎcina
totalnog diferencijala. Ostaje pokušati naći integracioni množitelj. Kako je

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

/Q = − tg x ,

zaključujemo da integracioni množitelj postoji i da je on funkcijapromjenljive x.
Prema navedenoj formuli za ovaj slučaj, imamo

h(x) = Ce−
∫

tg xdx = cosx .

Sada je jednǎcina
cosxdy − cosx(y tg x+ cosx)dx = 0

jednǎcina totalnog diferencijala, i njeno je rješenje je dato sa

F (x, y) = −
∫ x

x0

(y tg t+ cos t) cos tdt+

∫ y

y0

cosxdt ,

tj.

F (x, y) =
y cosx− x

2 − 1
2 (sin 2x− sin 2x0) + 2y0 cosx0

2 cosx
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21. Linearne jednǎcine višeg reda sa konstantnim ko-
eficijentima

Linearne jednačine višeg reda sa konstantnim koeficijentima
Opšti oblik linearne jednǎcinen-tog reda je

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + ...+ an(x)y = f(x) ,

gdje za funkcijef(x) i ai(x) (i = 1, 2, ..., n) pretpostavljamo da su neprekidne funkcije
na nekom segmentuI.
Mi ćemo se ovdje baviti iskljǔcivo linearnim jednǎcinama višeg reda kod kojih su funk-
cije ai(x) (i = 1, 2, ..., n) konstantne funkcije (realne konstante), tj. razmatraćemo
linearne jednǎcinen-tog reda sa konstantnim koeficijentima

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ...+ any = f(x) .

21.1. Homogena jednǎcina sa konstantnim koeficijentima

Homogena jednǎcina sa konstantnim koeficijentima
Kao prvo riješitćemo homogenu jednačinu, tj. jednǎcinu

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ...+ any = 0 . (86)

Tražéci rješenje u obliku
y(x) = erx ,

gdje jer ∈ R, polazna jednǎcina postaje

(a0r
n + a1r

n−1 + ...+ an)e
rx = 0 .

Kako jeerx 6= 0, iz posljednje jednǎcine dobijamo jednǎcinu

a0r
n + a1r

n−1 + ...+ an = 0 (87)

koju nazivamokarakteristična jednačinapolazne homogene jednačine. Karakteristǐcna
jednǎcina je polinom stepenan pa ona iman rješenjari (i = 1, 2, ..., n). Primjetimo
da pojedina rješenja mogu biti i kompleksni brojevi. Kako nas zanimaju samo realna
to će nam trebati sljedeća tvrdnja koja se lako dokazuje.

Lema 21..1. Ako jey(x) = u(x) + iv(x) rješenje jednačine (86) tada su njen realni i
njen imaginarni dio takodje rješenja te jednačine.

Pod ovim imamo u vidu sljedeće: Ako jerk = α+ iβ, tada je

y(x) = erkx = eαx+iβx = eαx(cos βx+ i sinβx) ,

pa ako jey(x) rješenje polazne homogene jednačine, tada su to ieαx cosβx i eαx sinβx.
Treba jos naglasiti da ako je jedno od rješenja kompleksan broj α + iβ, tada postoji i
rješenje karakteristične jednǎcine koje je oblikaα− iβ.
Pri tome, na osnovu gore rečenog, tom rješenju odgovara rješenje polazne jednačine
koje se do na znak razlikuje od rješenja koje dobijemo pomoću rješenjaα+ iβ karak-
teristǐcne jednǎcine.
Ovo znǎci da ćemo paru konjugovano-kompleksnih rješenjaα ± iβ karakteristǐcne
jednǎcine, dodjeljivati jedan par rješenja polazne jednačine,eαx cosβx i eαx sinβx.
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Teorem 21..2. Neka sur1, r2, ..., rs različita rješenja karakteristične jednačine (87),
višestrukostim1,m2, ...,ms, pri čemu jem1 +m2 + ...+ms = n. Tada su funkcije

erix, xerix, x2erix, ..., xmi−1erix , i = 1, 2, ..., s (88)

rješenja jednačine (86) i pri tome su ta rješenja linearno nezavisna.

Sa gornjom lemom i teoremom smo načelno opisali sva rješenja jednačine (86).

Primjer. Rješiti diferencijalnu jednǎcinu: y′′′ − 3y′ + 2y = 0.
Rješenja tražimo u oblikuy = erx pa je karakteristǐcna jednǎcina data sa

r3 − 3r + 2 = (r − 1)2(r + 2) = 0 .

Razlǐcita rješenja ove jednačine sur1 = 1, višestrukostim1 = 2 i r2 = −2, višestru-
kostim2 = 1, dakle ukupno imamom1 +m2 = 3 rješenja karakteristične jednǎcine.
Rješenjur1 = 1 odgovaraju funkcijeex i xex (zbog višestrukosti 2), a rješenjur2 =
−2 odgovara funkcijae−2x. Sada je rješenje polazne homogene jednačine dato sa

y(x) = C1e
x + C2xe

x + C3e
−2x .

Primjer. Rješiti diferencijalnu jednǎcinu:

y(6) − 2y(5) + 4y(4) − 4y′′′ + 5y′′ − 2y′ + 2y = 0 .

Odgovarajúca karakteristǐcna jednǎcina je

r6 − 2r5 + 4r4 − 4r3 + 5r2 − 2r + 2 = (r2 + 1)2(r2 − 2r + 2) = 0 .

Rješenja karakteristične jednǎcine sur1/2 = ±i, višestrukostim1/2 = 2 i r3/4 =
1 ± i, višestrukostim3/4 = 1. Funkcije koje odgovaraju parur1/2 konjugovano-
kompleksnih rješenja su

cosx , sinx , x cosx , x sinx ,

a funkcije koje odgovaraju drugom paru su

ex cosx i ex sinx .

Rješenje polazne jednačine je dato sa

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ x(C3 cosx+ C4 sinx)+

+ex(C5 cosx+ C6 sinx) .

Primjer. Riješiti diferencijalnu jednǎcinu

y′′′ − 5y′′ − 22y′ + 56y = 0 ,

a zatim odrediti ono rješenje koje zadovoljava uslov

y(0) = 1 , y′(0) = −2 , y′′(0) = −4 .

Karakteristǐcna jednǎcina zadate diferencijalne jednačine glasi

r3 − 5r2 − 22r + 56 = (r + 4)(r − 2)(r − 7) = 0 ,

i njena rješenja su
r1 = −4 , r2 = 2 , r3 = 7 .
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Rješenja su realna i različita (višestrukosti 1), pa je rješenje jednačine

y(x) = C1e
−4x + C2e

2x + C3e
7x .

Nalazéci prvi i drugi izvod rješenjay(x), postavljeni uslovi nam daju sljedeći sistem
jednǎcina po nepoznatim konstantamaC1, C2 i C3,

y(0) = C1 + C2 + C3 = 1

y′(0) = −4C1 + 2C2 + 7C3 = −2

y′′(0) = 16C1 + 4C2 + 49C3 = −4 .

Rješenje ovog sistema je

C1 =
14

33
, C2 =

13

15
, C3 = −16

55
,

te je traženo rješenje

y(x) =
14

33
e−4x +

13

15
e2x − 16

55
e7x .

21.2. Nehomogena jednǎcina sa konstantnim koeficijentima

Nehomogena jednǎcina sa konstantnim koeficijentima
Sadácemo razmatrati nehomogenu jednačinun-tog reda sa konstantnim koeficijentima

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + ...+ an(x)y = f(x) .

Rješavanje ove jednačine se odvija u dva koraka.
Prvi korak: rješavamo odgovarajuću homogenu jednačinu na nǎcin izložen u prethod-
noj sekciji. Pri tome dobijamo odgovarajuće rješenjeyh(x).
Drugi korak: nalazimo bar jednopartikularno rješenjenehomogene jednačine,yp(x).

21.3. Metod jednakih koeficijenata

Metod jednakih koeficijenata
Rješenje polazne nehomogene jednačine je tada dato sa

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Za neke specijalne oblike funkcijef(x), jednopartikularno rješenjepolazne jednǎcine
možemo odrediti jednostavnom metodom koju nazivamometod jednakih koeficijenata.
1. Neka jef(x) = eαx.
Ukolikoα nije rješenje karakteristične jednǎcine, partikularno rješenje tražimo u obliku

yp(x) = Aeαx ,

gdje jeA ∈ R konstanta koju treba odrediti.
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Primjer. Rješiti jednǎcinu: y′′ − y = e2x.
Karakteristǐcna jednǎcina jer2 − 1 = 0 i njena su rješenjar1 = 1 i r2 = −1 pa je
yh = C1e

x + C2e
−x.

U ovom slǔcaju jeα = 2 i vidimo nije rješenje karakteristične jednǎcine te partikularno
rješenje tražimo u oblikuyp = Ae2x.
Nalazéci odgovarajúce izvode ove funkcije i ubacujući u polazu jednǎcinu, dobijamo

4Ae2x −Ae2x = e2x ,

odnosno
3A = 1 .

Dakle,A = 1
3 , a odgovarajúce partikularno rješenje jeyp = 1

3e
2x.

Konǎcno, rješenje polazne jednačine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x + C2e

−x +
1

3
e2x .

Ukoliko α jeste rješenje karakteristične jednǎcine i to višestrukostim, onda partiku-
larno rješenje tražimo u obliku

yp(x) = Axmeαx .

Primjer. Rješiti jednǎcinu: y′′ − y = ex.
Karakteristǐcna jednǎcina jer2 − 1 = 0 i rješenja sur1 = 1, r2 = −1. yh = C1e

x +
C2e

−x.
Sada jeα = r1 = 1 (višestrukosti 1) pa partikularno rješenje tražimo u obliku yp =
Axex. Kako jey′′p = 2Aex+Axex, ubacujúci ove podatke u polaznu jednačinu imamo

2Aex +Axex −Axex = ex ,

odakle sredjivanjem dobijamoA = 1
2 , odnosnoyp = 1

2xe
x, pa je rješenje polazne

jednǎcine

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x + C2e

−x +
1

2
xex .

2. Neka jef(x) = Pk(x) (polinom stepenak).
Opet razlikujemo dva slǔcaja: Ako su sva rješenja karakteristične jednǎcine razlǐcita
od nule, onda partikularno rješenje tražimo u oblikuyp(x) = Qk(x), tj. u obliku
polinomak-tog stepenǎcije koeficijente treba odrediti.

Primjer. Riješiti jednǎcinu: y′′ − 3y′ + 2y = x+ 1.
Karakteristǐcna jednǎcina jer2 − 3r + 2 = 0 i njena rješenja sur1 = 1 (m1 = 1) i
r2 = 2 (m2 = 1), te jeyh(x) = C1e

x + C2e
2x.

Kako nula nije korijen karakteristične jednǎcine, a desna strana je polinom prvog ste-
pena, partikularno rješenje tražimo u oblikuyp(x) = Ax + B. Sada suy′p = A i
y′′p = 0, pa ubacujúci to u polaznu jednǎcinu imamo,

−3A+Ax+B = x+ 1 tj. Ax+ (−3A+B) = x+ 1 ,
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odakle izjednǎcavajúci odgovarajúce koeficijente dobijamo sistem jednačina

A = 1

−3A+ B = 1 .

Rješavanjem ovog sistema dobijamo tražene koeficijente,A = 1, B = 4, pa je parti-
kularno rješenje dato sayp(x) = x+ 4, a rješenje polazne jednačine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x + C2e

2x + x+ 4 .

Ako je 0 rješenje karakteristične jednǎcine višestrukostim, onda partikularno rješenje
tražimo u oblikuyp(x) = xmQk(x).

Primjer. Riješiti jednǎcinu: y′′′ + 2y′ = x− 1.
Karakteristǐcna jednǎcina jer3 + 2r = 0 i njena rješenja sur1 = 0 (m1 = 1), r2/3 =

±i
√
2 (m2/3 = 1). Rješenje homogene jednačine jeyh(x) = C1 + C2 cos

√
2x +

C3 sin
√
2x.

Kako je 0(= r1) korijen karakteristǐcne jednǎcine, partikularno rješenje ne tražimo u
obliku polinoma prvog stepena nego kaoyp(x) = x(Ax+B). Sad suy′p = 2Ax+B,
y′′p = 2A i y′′′p = 0, pa stavljajúci sve ovo u polaznu jednačinu imamo

4Ax+ 2B = x− 1 .

Izjednǎcavajúci odgovarajúce koeficijente dobijamoA = 1
4 i B = − 1

2 , tj. yp(x) =
1
4x

2 − 1
2x.

Konǎcno rješenje je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 + C2 cos
√
2x+ C3 sin

√
2x+

1

4
x2 − 1

2
x .

3. Neka jef(x) = Pk(x)e
αx.

Ukolikoα nije rješenje karakteristične jednǎcine, partikularno rješenje tražimo u obliku

yp(x) = Qk(x)e
αx .

Ukoliko α jeste rješenje karakteristične jednǎcine i to višestrukostim, partikularno
rješenje tražimo u obliku

yp(x) = xmQk(x)e
αx .

4. Neka jef(x) = eαx(a sinβx+ b cosβx).
Ukoliko ne postoji rješenje karakteristične jednǎcine oblikar = α ± iβ, partikularno
rješenje tražimo u obliku

yp(x) = eαx(A sinβx +B cosβx) ,

gdje suA,B ∈ R koeficijenti koje treba odrediti.
Ako postoji rješenje karakteristične jednǎcine oblikar = α ± iβ, višestrukostim,
partikularno rješenje tražimo u obliku

yp(x) = xmeαx(A sin βx+B cosβx) .

5. Neka jef(x) = Pk(x)e
αx(a sinβx + b cosβx).
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Ukoliko ne postoji rješenje karakteristične jednǎcine oblikar = α ± iβ, partikularno
rješenje tražimo u obliku

yp(x) = eαx(Q1
k(x) sin βx+Q2

k(x) cosβx) ,

gdje suQ1
k i Q2

k polinomi istog stepena kao polinomPk, čije koeficijente treba odrediti.
Ako postoji rješenje karakteristične jednǎcine oblikar = α ± iβ, višestrukostim,
partikularno rješenje tražimo u obliku

yp(x) = xmeαx(Q1
k(x) sin βx+Q2

k(x) cos βx) .

Ukoliko je funkcija na desnoj strani jednačine zbir više funkcija koje su nekog oblika
od gore spomenutih, tj.

f(x) = f1(x) + f2(x) + ...+ fl(x) , (89)

tada se služimo sljedećim rasudjivanjem: neka jeyp1(x) partikularno rješenje kada bi
desna strana bila samo funkcijaf1, yp2(x) partikularno rješenje ako je desna strana
samo funkcijaf2 i tako za svaku funkciju koja je sabirak na desnoj strani, tada par-
tikularno rješenje nehomogene jednačine čija desna strana ima oblik (89), tražimo u
obliku

yp(x) = yp1(x) + yp2(x) + ...+ ypl(x) .
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