1 Uvod

1.1 Riemannov integral
Riemannov integral

Potsjetimo se Sta smo podrazumjevali pod integralom datsd@ncepta Rieman-
novog integrala.

Stoga neka j¢ realna i ograriena funkcija definisana na, b]. Neka je
r={a=x0 <1 <T < <xy_1 < T+ <Xy =b}

podjela segmentg, b] taCkamax, z1, ..., x,. Za svaku podjelu segmenia, b] defi-
niSemo sume

n n
Sﬂ':ZMi (ICifﬂfiq) Sﬂ'zzmi (%‘*%‘71)
i=1 i=1

gdje suM; = sup {f(x)}im; = inf  {f(x)}. DefiniSimo gornji Ri-

zi_1<x<m, i 1<x<xz;

emannov integral funkcij¢ sa

b
E/f(m)dm = inf S,

gdje se infimum uzima po svim mogim podjelamar segmentéa, ] .

Analogno definiSemo donji Riemannov integral kao

b
E/f(x)dx = sup Sy.

Jasno je da je donji Riemannov integral uvijek maniji ili jatrod gornjeg Rieman-
novog integrala.

U sluCaju jednakosti, kaZzemo da feintegrabilna u Riemannovom smislaajed-
nicka vrijednost naziva se Riemannov integral funkgijeoznatava sa

b

R / f(z)dz.

a

Pitanje

Ako je funkcija f Riemann integrabilna na svakom segmepts] , a < a < 8 < b
, dalije f integrabilnai nda, b)?



Ne mora biti! Posmatrajmo funkciju :
1, T#0
@)= { f)c; x=0
Jasno je da za proizvoljnb> 0 vaZzi

() [ Ha)ds == 1n(6)
dok je X
(R)/O f(z)dr = +o0.

1.2 Motivacija
Motivacija
U prethodnom poglavlju ispitivali smo osnovne osobine e funkcija, koje

su veoma Siroka generalizacija neprekidnih funkcija.

Za mijerljive funkcije, klastna definicija (Riemannovog) integrala nije generalno
primjenljiva.

Naprimjer, dobro znana Dirichletova funkcija definisandha]

pw={g | e
ocito je mjerljiva funkcija (zasto?), ali nije Riemann intadilna (zasto?).
Stoga je koncept Riemannovog integraféto ne bas koristan Sto s&é mjerljivih
funkcija.
Pitanje
Da li je tatno tvdenje:
Ako je E C [a,b],m(F) =0, tada jexr € R([a,b]).
Tvrdenje nije t&no. Posmatrajmo skupg = Q N [0, 1].
Jasno je da jen(E) = 0 kao mjera prebrojivog skupa.
Ali u tom slui€ajuy g ima neprebrojivo mnogo &ka prekida n§, 1], te kao takva

nije Riemann integrabilna.

Pretpostavimo za trenutak zbog jednostavnosti da posmatfankcije na seg-
mentu. Uvodéi koncept Riemannovog integrala, podijelili smo segmemtknjem



je funkcija definisana na podsegmente, te uzeli proizvahilu &, u svakom od njih
i formirali sumu
> f(&) Ay
k

Esencijalno, zamjenili smo vrijednost funkcjféz) u svakoj t&ki segmentéey,, 1]
sa njenom vrijedndd u proizvoljnoj t&ki tog segmenta.

Medutim, ovo je jedino prirodno uraditi ukoliko su vrijednotinkcije f(z) u
susjednim tékama 'blizu’ jedne drugima, tj. kad je ilf neprekidna funkcija ili kada
skup t&aka prekida nijgretjerano veliki Osnovna ideja Lebesguevog integrala se
sastoji izCinjenice da, suprotno Riemannovom integralékear se ne grupisu prema
svojoj bliskosti naz-osi, veE po bliskosti vrijednosti funkcije u ovim &amal

Ovo odmah daje mogunost generalizacije koncepta integrala na dosta Siraaukl
funkcija.

Stavide, Lebesgueov integral se definide Baddsti n&in za funkcije koje su defi-
nisane na bilo kojem mjerljivom prostoru, dok se Riemanmtgdral prvo definiSe za
funkcije jedne promijenljive, te se tek naknadno genera&edgovarajgim promje-
nama na sltaj vise promjenljivih. Sam Lebesgue je rekao u pismu Pawatelu:

Moram platiti odrelenu sumu, koju sam skupio u svom dZepu. Uzimam novcanice i
novcice iz dzepa i dajem ih kreditoru redom kojim ih natadiok ne ddem do ukupne
sume. Ovo je Riemannov integral.

Ali mogu ovom problemu pristupiti druk€ije: Nakon Sto sarvaidio sam novac iz
dZepa, grupiSem novcanice i novCite prema identi¢mijednostima i onda platim
kreditoru u razlicitim grupisanjima. Ovo je moj integral.

Definicija 1.1. Funkciju¥ koja ima svojstvo da j@ (z) = ¢;, za ;-1 < = < z; za
neku podjelu segmenta, b] i za neki skup konstantic; }, zovemaostepenasta funkcija

Imamo da je
b

R/\I/(m)da: _ z::c (@i — 1)

a

Primjedba: Svaka integrabilna funkcija u Riemannovom Bmis [, b] je ograni-
cena.

2 Lebesgueov integral

2.1 Lebesgueov integral ograriiene funkcije na skupu kon&ne mjere

Lebesgueov integral ograntene funkcije na skupu kon&ne mjere



Prisjetimo sekarakteristi¢nih funkcijanekog skupai:

1, z€A
Xa(x) = 0, z¢ A

Definicija 2.1. Linearna kombinacija
®() = caxs, (@) (1)
naziva seprosta funkcijaako suF; mjerljivi skupovi.
Proste funkcije su stoga mijerljive funkcije koje uzimajunkono (ili prebrojivo)

mnogo vrijednosti.

Primijetimo da je svaka stepenasta funkcija prosta, te geerentacijad(z) =
> . CnXE, () proste funkcije nije jedinstvena.

Ako je @ prosta funkcija a1, ag, ..., an, . . .} skup vrijednosti funkcije razliCitih
od nule, tada je

O(x) =Y anxa, 2)

gdje jeA; = {z : ®(z) = a;}. Ova se reprezentacija naziva kantka reprezentacija
i okarakterisana jéinjenicom da su skupow; disjunktni, a realni brojev; razliciti i
razliciti od nule.

Integral proste funkcije

Ako je ® nula van nekog skupa konane mjere, tada prirodno definiSemo integral
funkcije ® pomctu

JRECTED ST 3)
sa® sa kanorikom reprezentacijor® = > a,xa,, - Cesto, krae piSemo[ .

Definicija 2.2. Prosta funkcija®(z) naziva sentegrabilnom(u odnosu na mjery),
preko skupad ako red (3) konvergira apsolutno.

Ako je ®(z) integrabilna, onda se suma reda (3) naziva integral fuakefjr)
preko skup&.

Ako je E mjerljiv skup tada definiSemo

/Eq>:/<1>xE.



Lema 2.3. Neka je®(z) = > _anxs,, gdje E; N E; = @ pri i # j. Pretpostavimo

da je svakiF,, mjerljiv skup kré)naéne mjere. Tada je
/CI) = ZG/TLM(ETL)

Dokaz. DefiniSimo skup4, = {z : ®(z) = a} = |J E;. Zbog aditivhosti mjere:

a;=a

p(Aa) = > u(E))

a;=a

a:u(Aa) = Z aiu(Ei)

a; =a

[ v =3 ana) = 3 ann(E,).

pa dobijamo

Teorem 2.4. Ako suf i g dvije proste funkcije koje su jednake nuli van skupa kogacn

mjere, tada
[arsr=afss0]q
A A A

Ako je f > g skoro svuda, tada j¢, f > [, g.

gdje sua i b konstante.

Dokaz

DokaZimo prvo da je zbir integrala jednak integralu zbirekBlf uzima vrijednostif;
na skupovima; C A i nekag uzima vrijednosty; na skupovimaz; C A, kako je

h= [ ey - S k)

Jo = /Ag(fﬂ)dﬂ = zi:gm(Gi)-

Koristeti prethodnu lemu, imamo
7= [ @)+ gl = 3 3 + 0PN Gy,

z J

Medutim, za mjere individualnih skupova imamo

u(Fy) = Zu(ﬂ naG,),



wGy) = Zu(Fi NG;),

Stoga iz apsolutne konvergencije redola Js, slijedi i apsolutna konvergencija reda
JiimamodajeJ = J; + Js.

Dokaz da je
b [ sadu= | st
A A
ostavljamo za vjeZbu (direktno slijedi!).
Da dokazemo drugi dio teoreme koristimfof — [ g = [ (f — g) i €injenicu da
ako je h prosta funkcija koja je skoro svuda pozitivna i= ﬁj dix 4, kanontna

i=1

reprezentacija tad@ > 0 osim na skupu mjere 0.

Tadaje[ h = an dip(A;) > 0. [ |
=1

Neka je sadg ograntena mjerljiva funkcija i neka j& mijerljiv skup ograniene
mjere.
Slicno kao kod Riemannovog integrala, posmatramo za proskeiferd i ¥ bro-
jeve oblikainf [Wi sup [®.
v=f o< f
Da li su ovi brojevi jednaki?

Odgovor na ovo pitanje daje sljetléeorem.

Teorem 2.5. Neka jef definisanai ogranicena na mjerljivom skupikonacne mjere.
Tada vaZzi jednakost

inf/E\II(:c)du:sup/ECD(x)du

f<v o< f

za sve proste funkci@ i ¥ ako i samo ako je funkcijd mjerljiva.

p

Neka jef ograntena sal i neka jef mjerljiva funkcija. Posmatrajmo skupove
-1 M
Ek:{x:kTM<f(x)§k:;,—n§k:§n}

koji su mjerljivi (jer je f mjerljiva funkcija), disjunktnii njihova unija jednaka gkupu
E.
Tada je

n

w(E) = 3 u(B).

k=—n



DefiniSimo proste funkcije

o) = 20 k(@) 0 Bl =0 D (k- D)

k=—n k=—n

koje ctito zadovoljavaju uslov

Tada
M n
f | o < g = — FE
ol [ o< [ vawn =3k
su /cp(x)d >/<1> )y = 2 zn: (k—1)E
<I>§I; 5 H = = n 12 n — k
paje

Kako jen proizvoljan prirodan broj to je

inf /E\Il(:c)du - sup/E@(x)du =0

< o< f
¢ime je dokazano da je uslov dovoljan.
=
Nekajefirglfll S5 ¥ (z)dp = ilg} S @(x)dp.
Za dati prirodan broj. postoje proste funkcij@,, i ¥, takve da jed,, < f < ¥,,.
Stavise,
1
/ lI/n(x)du - / (I)n(x)dﬂ <-
E E n
(jer vrijedi pretpostavka).

DefiniSimo

\El(:c) =inf U, (x), ®(x) = sup @, ()



koje su mjerljive kao infimum i supremum mijerljivih funkcijgos visSe
D(x) < f(x) < V(a).

Neka jeA = {z : ®(z) < U(z)}.

Dokazattemo da jeu(A) = 0, tj. g)(a:) =
skupova

v
~ ~ 1
A, = {:c:@(:r) < \IJ(:U)—};I/ 1,2,....

Svaki od skupova\, je sadrzan u skupd = {:c t 0 () < Up(x) — %} ,N0Aima

mjeru manju od- jer

A {:c : % < U(x) — cf»n(x)} _ {x 1< <\ffn(x) - cin(;c)>}

Stoga je

Kako jen proizvoljno onda jeu(A,) =0 i u(A) =0 paje% — ¥ osim na skupu\
Cija je mjera nula.

Tako je@ = f sem na skupW Cija je mjera nula.

Kako je% mjerljiva funkcija onda je if mjerljiva funkcija pa je uslov potrebarll

Lebesgueov integral ograntene funkcije

Definicija 2.6. Ako je f ograntena izmjerljiva funkcija definisana na mijerljivom
skupuF kon&ne mjere, definiSemo Lebesgueov integral funkgijea skupuE sa

/ flx)du = inf/ U (z)du
E E
za sve proste funkcij& > f.

. b
Cesto se koristi oznakfi,, f. Ako je E = [a,b] tada piSemof f(z)du umjesto

[ fx)dp.

[a,b]



Generalizacija Riemannovog integrala?

Teorem 2.7. Neka jef ogranicena funkcija nu, b] . Ako je f R-integrabilna nga, b],

tada je f mjerljiva i vaZi:
b b
R [ o = [ ra)an

Dokaz. Posto je svaka stepenasta funkcija prosta imamo:

b b
/f Ydx < ig}:;/@(:c)du < flgf\'y/\ll(x)du < R/f(:c)d:c

a

Kako je f integrabilna u Riemannovom smislu, prethodne nejednaswsjednakosti.
Zasto jef mjerljiva funkcija? Teorem 2.5! |

Teorem 2.8. Ako suf i g ogranic¢ene mijerljive funkcije definisane na skupkonacne
mjere, tada vaZi:

=

g (af +bg)=a [, f+b [y
2. Akojef = g skoro svuda, tada j¢,, [ = [.g
3. Akojef < g skoro svuda, tada j¢, f < [ g.
Specijalno) [ f |< [LIf].
4. AkoA < f(z) < BtadaAu(E) < [, f < Bu(E).
5. Ako sud i B disjunktni mjerljivi skupovi konagne mjere, tada j¢ f = ff +

AUB
1.
B

Ako je ¥ prosta funkcija tada jed V¥ takodje prosta funkcija i obrnuto (za# 0.)
Neka jea > 0. Imamo, zbog teoreme 2.4,

/af—lnf/a‘ll:infa/\llza/f.
E <y =<v Jg E

Akojea < 0i® < ftadajea® > af paje

Laf&%a%%(/ )a;ze/ o]t

Koristili smoinf aM = asup M za a > 0iteoremu 2.4. Time smo pokazali homo-
genost integrala. Pokazimo sada aditivnost integrala. jaKio, > fi Wy > g, ¥y i
¥, proste funkcije tada jeV; + W, prosta funkcijai vaziv, + U, > f + g odakle je

/E(f+g)§/E(\Ifl+@2):/qul+/E% Jinf s desna

9



paje

[E(f+g)§/Ef+/Eg~

Sdruge stran@; < fi &, < g. Tadad; + ¥ je prostai vrijedi

/E(erg)Z/E(@lJr‘I’z):/E@lJr/ECIDQ /sup s desna

[E(f+9)2/Ef+[Eg-

Ovim je tatka 1. dokazana. Ostalettee ostavljene za vjezbu.

paje

Teorem 2.9(Teorem o ograienoj konvergenciji) Neka je( f,,) niz ograni€enih funk-
cija, definisanih na skup&' konactne mjere. Pretpostavimo da postoji realan bvbj
takav daje f, |< M zasvakar € E i za svakon. AKo jelim,, o fn(z) = f(z) za

svakor € FE, tada je
[ 1=t [ 1.
E n—oo E

Primjedba: Zakljgak teoreme je trivijalan akgf,,) konvergira uniformno ka funk-
ciji f.
Dokaz

Korisicemo teoremu Jegorova koja glasi: Za date- 0 postoji prirodan brojyy i
mijerljivi skup A C E sa svojstvonu(A) < ;57 takavdazan > ngiz € E— A
imamo| f,(z) — f(z) |< () - 1adaimamo

| @[ 1@

/ (fn(fc)—f(fc))‘ < [ 1) - 5@ =

[ 15w~ s+ /A fule) — £(@)] <

E—-A

§5i55/1+mwé1:

E-A

- ; w(E — A) +2Mpu(A) <

€ e €
EY4+2M—< -4 - ==¢.
w(E) + 4M<2+2 €

Primjer. Data je funkcija:

1; zeK



gdje je K Cantor-ov skup. Dokazati da jz) Lebesgue integrabilna i iz€anati
(W) Jy f(x)dp.

Ocigledno je funkcijaf ograntena. Osim toga za proizvoljnoe R skup{z €
[0,1] : f(x) > ¢} je mjerljiv, pa je funkcijaf mjerljiva. Iz ograntenosti funcijef tj.
f(z) < M < oo imamo

@) [ s@in < @) [ 2= 31 < o0

daklef je Lebesgue integrabilna.

Imamo da jg0, 1] = K U K©. Na osnovu aditivnosti Lebesgueovog integrala, imamo

@ [ 1= (@) [ 1@da+ @) [ faan

Kako jemn(K) = 0 slijedi (L) [, f(x)du = 0.
Na K¢ je f(z) = 2 odakle je

@) [ s@dn=() [ 2du=2m(K) =2
K¢ K¢
Dakle: (L) f, f(z)du=0+2=2
Primjer. Data je funkcija:

f(@{ 3, xelnl0,1]=D

1; =zeDC
1. Dalije funkcijaf 2R integrabilna?
2. Dalije f £ integrabilna?

3. lzr&unati odgovarajte integrale.
Rjesenje

1. Funkcijaf ima prekide u svim tékama intervald0, 1). Dakle skup téaka pre-
kida je pozitivne mjere tj. funkcijg («) ima neprebrojivo mnogo prekida i kao
takva nijefk integrabilna.

2. Neka jec € R proizvoljno. Neka jed = {z € [0,1] : f(x) > c}.

Akojec < 0= m(A) =m([0,1]) = 1.

Akojec>1= m(A)=0.

Za0<c<l= m(A)=1- e

Dakle, za proizvoljn@ € R skup A je mjerljiv te je i funkcijaf mjerljiva.
Otigledno je funkcijaf ograntena. Daklef € £([0, 1]).

11



3. Posmatrajmo sada funkcififz) = z3.
Tada jef(xz) = h(x) skoro svuda n@, 1].
Odatle onda imaméL) fol f(x)du = (L) fol h(x)dp.
Kakojeh € R([0,1]) = (L) [y f(z)dp = (R) [, h(z)dz = 1.

Primjer. Data je funkcija

I ECE zelIn [0,1]

1. Dokazati da je funkcija Riemann integrabilna.

1

2. Bez koritenja Lebesgueova integrala pokazati dafig (x)dz = 0.
0

3. Koristeti Lebesgueovu teoremu pokazati da je funkgijRiemann integrabilna

idaje R}f(x)dx = 0.
0

Pitanja pod (a) i (b) su vrlo netrivijalna, ali i iz ranijih kseva, pa ih ostavljam@taocu
za vjezbu. Téke prekida funkcijef su racionalni brojevi iZ0, 1] i taj skup je prebro-
jiv odakle dobijamo neprekidnost funkcijé skoro svuda ndD, 1] a time dobijamo i

1
integrabilnost funkcijef u Riemanovom smislu i vrijedR [ f(z)dz = 0.
0

2.2 Lebesgueov integral nenegativne funkcije
Lebesgueov integral nenegativne funkcije

Do sada smo pretpostavljali da vrijedi(E) < occ.
Posmatréemo proizvoljan sléaj Sto se tem (E).

Ako je f nenegativna i mjerljiva funkcija, definisana na mjerljivekupul, defi-

niSemo:
/f:sup/ h
E h<fJE

gdje jeh ograntena mjerljiva funkcija sa svojstvom da je
m{z: h(xz) # 0} < oc.

Teorem 2.10. Ako suf i g nenegativne, mjerljive funkcije, tada vaZzi:

1. fch:cEff (¢>0)

12



2. fE(f+g)=fEf+£g

3. Akojef < g skoro svuda, tada j¢, f < [ g..

Dokaz
(1) slijedi iz teoreme 2.8. Dokazaemo samo drugu tvrdnju.

Ako je h(z) < f(z) i k(z) < g(x) imamoh(z) + k(z) < f(z) + g(z) i tada
Jeh+ Jgk < [p(f +9).
Ako uzmemo supremum na lijevoj strani tada

[Ef+/Egs/E<f+g>. (4)

Sa druge strane, nekalj@grantena mjerljiva funkcija koja je jednaka nuli van nekog
skupa konane mjere takva da je< f + g.

DefiniSimo funkcije

h(z) = min{f(z),1(z)}
k(x) =l(x) — k().

Tada imamai(z) < f(x) i k(x) < g(z).

Stavie,h i k su majorirane sa i anuliraju se gdje se anulira funkcija Sada

imamo:
/El/Eth/Ekgler/Eg

odakle je

/Ef+[Egz/E<f+g> (5)

jerje f + g > I. 1z nejednakosti (4) i (5) slijedi

[E<f+g)=/Ef+/g-

3. je jasno zbog 2.¢&injenice

fég:&gffZO:&/ngfZO.

13



Teorem 2.11(Fatouova lema)Ako je( f,,) niz nenegativnih mjerljivih funkcijafi, (z) —
f(z) skoro svuda na skupli, tada

g<m [

n—oo

Dokaz

Opstost se @ito ne umanjuje ako pretpostavimo da je konvergencijaayedintegral
na skupu mjere nula je jednak nuli.

Neka je h ograntena mjerljiva funkcija takva d& < f i h(z) = 0 zaz ¢
Ey,m(E4) < oo. DefinisSimo funkcijeh,, (z) sa

Tada jeh,, (z) ograntena sa istom granicomi h,,(x) zax ¢ E1, h,(x) — h(z).

Zbog teorema o ograteénoj konvergencijiimamo

/ /h, lim [ h, < lim -
n—00 n—ooo JE

Uzmemo li sada supremum po svinK f, dobijamo

f< lim fn
n—oo
i
Primjer. Nekaje(f,), cy definisan pomou
o, 0<:c< 1, 0<z<3
f%(m)_{ 1 leae<1 fan@)= { 0, f<z<1

Jasno jelim f, = 0za0 < z < 1. Medutim,

n—o0

pa vrijedi

/fw<1m, Fadp.

n—oo J E

Teorem 2.12(Teorem o monotonoj konvergencijiNeka je( f,,) rastuti niz nenega-
tivnih mjerljivih funkcijai neka jef (x) = lim f,(x). Tada
n—oo

/f — lim fn()

14



Dokaz. Prema Fatouovoj lemiimamg f < lim fn-
E E

n—oo

Za svakon je f, < f paje/ f, < [ f zbog monotonosti integrala, pa imamo:

s

Dakle,

n—oo n—oo n—oo

Ef>hm fn > lim fn /f:>/ffhm fn(x).

Posljedica 2.13.Neka jeu,, niz mjerljivih nenegativnih funkcija i neka je

o0
= Zun-
n=1

Tada je

g.

n n
Dokaz. f = klim > ug. Kako je nizé, = > uy rasti€i i sve su mjerljive kao ko-
T Ok=1 k=1
natna suma mjerljivih, zadovoljeni su uslovi Teorema o monojd&onvergenciji. |

Teorem 2.14. Neka jef nenegativna mjerljiva funkcija i neka j&;) niz disjunktnih
mjerljivih skupova. Neka j& = U E;. Tada je

[-5s

Dokaz.Neka jeu; = fxg,. Tadafxg = > u,;. Primijenimo posljedicu prethodne
=1

teoreme, paje

[Efszfsz/Eguizg/Eui=§;/E%fm=§;/Eif.

15



Integral nenegativne mjerljive funkcije

Definicija 2.15. Nenegativna mjerljiva funkcijg naziva se integrabilnom na mjerlji-
vom skupuFE ako
/ f < oo.
E

Teorem 2.16.Neka suf i g dvije nenegativne mjerljive funkcije. Ako fantegrabilna
na skupuE i ako vaZig(x) < f(x) na E, tada jeg integrabilna funkcija i vazi:

Ju-a=[1-]s

Dokaz. Zbog teoreme 2.10 (prva u ovoj sekcijifi= (f —g)+gi f—g>0ig>0

slijedi da je
[1=[u-9+ s
E E
E
Kako je na lijevoj strani kon@an broj (jer jef integrabilna) to je i na desnoj strani
konaan broj pa je iy integrabilna. |

Teorem 2.17. Neka jef nenegativna funkcija koja je integrabilna na skupu Tada,
za datos > 0 postojié > 0 takav da za svaki skup C E'i m(A) < 6 imamo

/f<5.

A

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. za neki> 0 mozemo nai skup A sa proizvoljno
malom mjerom takav da j¢ f > &, i specijalno postoji mjerljiv skupd,, za svakon
A
takavda [ f > eim(4,) < 5.
An

(o] [ee]
Neka jeg, = fxa, . Tada &ito g,, — 0 osim na skupu( ( U Ai) .

n=1 \i=n

Posto jen ( U Ai) < 52— ondag,, — 0 skoro svuda. Nekaj§, = f—g,.Tada
ie (fr) niz neneéativnih funkcija f,, — f skoro svuda.

Koristeti Fatouovu lemu:

[r<im [ oz [r-Tm [ouz [ -
E n—oo JE E n—o Jg E

Medutim, ova nejednakost samo vazi faf = +oco, $to je suprotno pretpostavcill
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2.3 Opsti Lebesgueov integral
Lebesgueov integral

Do sada smo posmatrali samo nenegativne funkcije. Aogmizvoljna funkcija,
tada je pozitivni diof ™ funkcije f definisan pomou

ft =max{f(z),0}.
Negativni diof ~ funkcije f definisan je pomeu
[~ =max{—f(z),0}.
lzmedu fT i f~ vaZi
f=f"—=f
fl=r+f
Ako je f mjerljiva funkcija, tada su mjerljive f*, £, | f| .

Definicija 2.18. Mijerljiva funkcija f je integrabilna na skup& ako suf* i f~ inte-
grabilne istovremeno na skugti U tom sliEaju, definiSimo:

Lo=fr=1r
E E E
Koristeti teoreme 2.10 i 2.16 imamo sljetleteoremu:

Teorem 2.19. Neka suf i g integrabilne funkcije na skupf. Tada:

1. funkcijaaf + bg je integrabilna na skup& i vaZi

/E(aerbg):a/erb/g.

E E

<]

3. Ako sud i B disjunktni mjerljivi skupovi sadrZani u skugt tada je
1= o
AUB A B

Primjedba: Funkcijaaf + bg nije definisana u &kama gdje jeaf = +oo i
bg = —oo. Medutim, skup svih takvih téaka ima mjeru nula jer sy i g integra-
bilne funkcije.

2. Akof < g skoro svuda, tada

17



Posljedica 2.20.Ako je na mjerljivom skupd konatne mjerep < f(z) < M, onda
je

(4) < /A F(@)dp < Mp(A).
Posljedica 2.21.Ako je

A=Up4,, AinNA;j=0zai#j,

/A =3 /A R

Stavise, postojanje integrala na lijevog strani implicpastojanje integrala i apsolutnu
konvergenciju reda na desnoj.

onda

Teorem 2.22(Lebesgueova teorema o ogréemoj konvergenciji) Ako je g integra-
bilna funkcija na skupW& i neka je(f,,) niz mjerljivih funkcija na skupw&, takav da
| fn(2)] < g(z)iako za skoro sve € E imamo

f(z) = lim f,(x)

n—oo

tada vazi
/ / lim fo(z) = lim [ fu(z).
E E n—oo n—o0 E

Dokaz

Funkcijeg(z) — f.(x) su nenegativne jaif,, (x)| < g(x) odakle je—g(x) < fn(x) <
g(z)pajeg(z)— fu(z) > 0i g(z)+fn(z) > 0. primijenimo naniz{g — f,} Fatouovu
lemu:

/(gff)é lim [ (g9—fa)-
E

n—oo JE

Zbog| f| < g skoro svuda posljednja nejednakost pévtia je i f integrabilna funkcija

i imamo da je
Jo-[r<[o-Fm [
E E n—oo
odakle
f> Tim fn *)
E n—oo

Analogno, ako pdemo od nizg g + f,,} dobijamo:

n—oo J E n— 00

/(9+f)§1i_m (g + fn) = lim fn+/g
E E =

18



odakle

n—oo

[r<im [, )
1z (*) i (**) dobijamo

/fgh_m fng lim fn /f
E n—oo E n—o0

f= lim fn( )
E

n—oo

paje

Posljedica 2.23. Ako je mjerljiva funkcijaf Lebesgue integrabilna preko skuph
tada je f takader integrabilna prekad’ C A.

Teorem 2.24. Ako je funkcijag integrabilna prekod i |f(x)| < ¢(z), onda je i funk-
cija f integrabila prekoA.

Dokaz. Ako su f i ¢ proste funkcije, onda s& moZe predstaviti kao unija kobaog
ili prebrojivog broja skupova, na svakom od kojih gul ¢ konstante:

f(l') = Qn, ¢(3C) = Qn, |an| < ay.

Kako je ¢ integrabilna, imamo

3 lanli(Aa) < 3 o )= [ o

Stoga jef takoder integrabilna i

[ 5| = | E anstan| < Elanlutan = [ 1as
Za ogti slucaj, teorem se dokazuje uzimajlimes. |
Primjer. Niz funkcija (
n%x
o) = 13

konvergirang0, 1) prema funkcijif () = 0. Ali niz (f,,) nije ogran€en na(0, 1) jer

nir  nynr o
L+n%? 14 (nz)® 14 (nz)’

f‘n (l‘) -

izaz = 1 imamo

fn( ) fn( ) TU)Q = T — maX{fn(x)} =7 X

pa se teorema o ogramnoj konvergenciji ne moze primijeniti.
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Medutim, za0 < = < 1 imamo:

niz nynz _ \/n 1
= < X P
fn(2) 1+ n2a? ST1TOST = NZY
pa
fule) < —
s

Zal <z < 1limamo

fol) = nix <n\/ﬁx:@: 1 <L
1+n2x2 = n2a? nr x/n  Jx
Pa
fult) < =
n \/E

1 i

za svakar € (0,1). No, funkcija f(x) = —= je integrabilna pa primjenom teoreme

2.8 dobijamo

B

1
lim [ f,(x)dr = 0.

n—00
0

Lema 2.25. Ako jef integrabilna funkcija na i ako je [ f(x)dz = 0 za svaki mjerljiv
A

skupA C E'tada je f(x) = 0 skoro svuda na skup#.

Dokaz

Nekajef = f* — f—, pri temu su funkcijef* i = nenegativne na skuph.
NekasuA={x € E: f(x) >0}iB={zx € E: f(z) <0}.
TadajeE = AUBiANB=g.

Tada je0 = [f(z)dz = [f*(x)dz a sléno se pokazuje da je = [ f(z)dx =
[~ (x)dz, paje%ovoljno pogmatrati sbaj nenegativne integrabilne furfkcije na skupu
o}

Akoje f > Oiakoje0 = [ f(z)dx, tadastavljgjaidajeE, = {z € E: f(z) > 1},
E

imamo

m(E,) =m({z € E:nf(x) >1}) = /XE,LdfC < n/f(x)d:r =0

E
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Sto zn&i da jem(E,) = 0.1z

[e.°]

1
: = : > —
{r e E: f(x) >0} yl{meE f(m)_n}
dobijamo
m({z€E: f(z)>0}) <Y m(E,) =0
n=1
tj. funkcija f je jednaka nuli skoro svuda na skupu |

Primjer. Neka jef pozitivna integrabilna funkcija n& i neka je(L) [, f(x)xkdm =
ak*t1 k= 0,1,2 zanekaz € R. Dokazati da jef = 0 s.s. naR.

Neka sup, ¢, € R proizvoljni. Tada zbog pretpostavke zadatka vazi

p/Rf(x):chm +q /R f@)zdm +r /R f(x)dm = pa® + qa® + ra,

odnosno vazi

f(@)(p2® + gz + r)dm = a(pa® + ga + 1)
R

Ovo vazi za svaki polinomeg P < 2, pa mora vaZiti i za polinon?(z) = (z — a)? ;.
Jg f(x)(z — a)?dm = a(a — a)?* = 0.

Kako je f(z)(x — a)? > 0 onda mora bitif (z)(z — a)? = 0 s.s odnosng = 0
S.S. neR.

2.4 Vezaizméu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

Veza izmalu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

Teorem 2.26. Ako postoji Riemannov integral

b
1=®) [ f@is,
onda je funkcijaf Lebesgue integrabilna na, b] i

(x)dp = J.
[a,b]

Dokaz

Posmatrajmo podjelu intervala, b] na2™ dijelova sa

mk:a—i-;l(b—a)
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i Darbouxove sume koje odgovaraju ovoj podjeli su

b—a on
Sn = > k=12 My,

b—a n
Sn = o Zk =17 Mnk,
gdje je M, gornja granica funkcije na segmeriuy 1, x| am. donja granica funk-
cije na istom segmentu.

Po definiciji Riemannovog integrala,

J = lim S, = lim s,.
n—oo n—oo

Stavimo da je

fn(m) = My, zaxp—1 < x < 2,
in(x) = Mnpk, 24 Tk—1 § r < Tg.

Jednostavno se stoga iztmada je

?n (.T/')d/,[/ = STL;
]

/ [, (@)dp = sp.
[a,0]

BudLti da je niz(f,,) nerastéi i da je nizin neopadaji, imamo da je skoro svuda

Fu(z) = f(2) > f(a),
[,(@) = f(2) < f(a),

Tada je po teoremu 0 monotonoj konvergenciji

f(@)dy = lim S, =J = lim s, :/ f(z)dp.
[(L,b] n—oo n—oo [a,b]

Stoga je
o)~ flldn = [ (Fla) = fla))du =0,
[a,b] [a,b]
tojest, skoro svuda je _
f(z) = f(z) =0,
odnosno _
f(@) = f(z) = f(z),
paje
f@)dp= | fx)dp=J
[a,b] [a,b]
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Veza izmeaiu nesvojstvenog i Lebesgueovog integrala

Neka jef data funkcija na intervalli, +o00) . Pretpostavimo da je funkcijainte-
grabilna u Riemannovom smislu fig A], A > a. Nesvojstveni Riemannov integral

+oo
/f(m)dm

definiSe se granicom

e

ukoliko ona postoji.

Teorem 2.27. Ako je funkcijaf integrabilna (u Lebesgueovom smislu), te akgfje
Riemann integrabilna rja, A], tada postoji nesvojstveni Riemannov integral.

Dokaz. Ako je f integrabilna, tada je integrabilna i funkcijé tj.

+oo A +o0
/ 1 ()] dy < +o. Dane:/|f(x)|da: < / 1 ()] da
A
a odavdje slijedi da je sk f|f )| dx » ograntenirastgi, papOStOJI hm f|f )| dx

tj | f| je integrabilna u smlslu nesvolstvenog Riemannovog istegodakle S|Ijedl da
je i funkcija f integrabilna u Riemannovom smislu fila+o00) . |

Primjedba. Postoje funkcije koje imaju nesvojstven Riemannov integlianisu inte-
grabilne u Lebesgueovom smislu. Dakle, obraflenja ne vaZi.

Primjer. Funkcijaf(x) = % ima na(0, +oc0) nesvojstveni integral Riemanna. No,
ova funkcija nije integrabilna n@, +co0) u Lebesgueovom smislu, jer:

=

0 k()O

sinx

T+ km H=

/ |bmx| |sm (x + kﬂ)|d

o0

= [ |sinz| = 2 1
> = _ = — R
_I;/WJrlmrdu Z k+1 |smx|du k+1—>oo
=0%

Teorem 2.28. Mjerljiva funkcija f je Lebesgue integrabilna na mjerljivom skuputj
f € L(E,m) ako i samo ako j¢f| € L(E, m). Drugim rije€ima, Lebesgueov integral
je apsolutno integrabilan.
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Dokaz

Ako je f € L(E,m) tada su oba broja

/f+dm i /f_dm (»)
E E

kon&ni pa je konéan i njihov zbir, tj.
/f*dm+/f*dm:/(f++f*)dm:/|f|dm. (An)
E E E E

Buduti da iz mjerljivosti funkcijef slijedi mjerljivost funkcije| f|, iz (A A) zakljucu-
jemodalf| € L(E, m).Obrnuto, ako jef| € L(E,m),tj. [ |f|dm < oo, tada su oba
E

broja u (0) kon&ni, pa je

/fdm:/f+dm+/f*dm<oo

E E E
§. f € L(E,m). N

Posmatrajmo prethodni primjer. Kao $to znamo

—+o0

/smxdx _ :
x 2

0

Posmatrajmo parametarski integral

—+o0

I(a) = /%e“”dw (o> 0). *
0

Buditi da je zac > 0 funkcijae—“* monotona pa: (opadaj&a nal0, +o0)) i ogra-
+oo
nicena, a integral (0) = [ #22dx konvergira, ondd («) uniformno konvergira za
0
a > 0. Osim toga, funkcijf%e*‘“ zax > 0,a > 0 je neprekidna pa pajel(«)
kao integral neprekidne funkcije za> 0 neprekidna funkcija.

Zaa>6>0
|f sinxe*az‘ < e O Lo

i integral
—+oo
1

@ 1 s,
/e—(hd:c — 756_&' (J)roo: E
0
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konvergira, pa integral
—+o0

/ (—sinze ") dx
0
zaa > ¢ > 0 uniformno konvergira. Sve ovo zajedno sa nepreki@ndsinkcije
—sinze”** sax > 0,a > 0 daje nam pravo da mozemo diferencirati (*). Imamo:
1

)= ———
(a) 1+ o2

= I(a) = ¢ — arctga, (a>0) **)

c je konstanta koju treba odrediti.

Kako je|#22| < 1,to zaa > 0

Ako u (**) pustimo dac — +oc dobijamo0 = ¢ — § pajec = 3. kon&no,

I(a) = g —arctga (> 0) (***)

Ali, zbog neprekidnosti/(«)) ,(***) vaziiza o« = 0 paje
I(a) = g —arctga (a € [0,+00)).

Jasnho, zax = 0
+o0o

o [0t

€T
0

Dakle, Riemannov nesvojstveni integral funkfier) = =22 postojii on je jednaks .
(Nesvojstveni se zove zato $to nema sva svojstva Riemagriotegrala; naime nije
apsolutno integrabilan.)

Primjer. Posmatrajmo:

f(:c){ 72 zel

0 z2z€Q
Ova funkcija je Lebesgue integrabilna fig +c0), ali nema nesvojtveni integral Ri-
emanna jer nije Riemann integrabilna(iab) za svakd > 1.

Dakle, klase funkcija koje imaju nesvojstven Riemannogdnél i klasa Lebesgue
integrabilnih funkcija su m@usobno neuporedive, kao Sto pokazuju dva prethodna pri-
mjera.
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Konvergencija po mijeri

Ako je (f,) niz mjerljivih funkcija, takav daf | f,| — 0, postavlja se pitanje ko-
nvergencije nizg|f,|) Najbitnije svojstvo takvog niza je da za svako> 0 mjere
skupova{zx : | fn(x)| > e} konvergiraju nuli.

Definicija 2.29. Za niz(f,,) mjerljivih funkcija kaze se da konvergira funkcfjiz) po
mjeri ako za dat@ > 0 postoji prirodan brojV takav da za svaka > N imamo

miz: [f(z) — falz)| >} <e
ili
m{z:|f(x)— fu(z) >} =0 (n— ).
Primjer. Posmatrajmo na segmerjtu 1] funkcije

1, xe[%

oWw={g I5a

Ove funkcije zapiSimo u obliku niza, tako da ih numeriSemapyo gornjem indeksu,
a zatim za stalni gornji indeks numeriSemo ih po donjem isdek

fi(@) = 0V (@), fo(z) = 2P (@), f3(2) = 8 (2), falz) = @V (2), ...

Pokaz&emo da niZ f,,) konvergira nuli po mjeri.

EalEESIEN

% (i=1,2,...k)

Zaista, funkcijaf,, je razlita od nule samo na segmentg!, +] pri temuk raste kad
i n (i obratno). Neka je > 0. Tada:

m{x:|fn(x)70|25}§%%0 (n — 00).

Primijetimo da niz funkcijg f,,) ne konvergira nuli ni u jednoj &i segmentdo, 1].

Neka jez, € [0, 1]. Ma kako veliko bilok imamoz, € [, £] za nekoi, postoji
proizvoljno velikon tako da vaZif,, (x¢) = 1.

Teorem 2.30. Neka jd f,,) niz mjerljivih funkcija koji konvergira po mjeri ka funkcij
f. Tada postoji podnizf,, ) koji konvergira funkcijif skoro svuda.

Dokaz

Za datov postoji prirodan broj,, takav da za sve > n, imamo

1 1
m{asliute) -~ f@)) > ;b <
zbog konvergencije po mjeri. Neka je

B ={o:1fule) = )] 2 37}

26



Tada, akar ¢ J E, imamo|f,, (z) — f(z)| < 5 zav > k odnosnof,, (z) —

v=~k

f(x). Dakle, f,. (z) — f(x) zasvakar ¢ A= () ( U E) .
k=1 \v=k

Medutim, N < U El,> c UE, pa
k=1 \v=k v=k

m(A) <m <®El,> < im(EZ) =271 50 (k— o0).
v=~k

a odavdije je
m(A) = 0.

Teorem 2.31. Fatouova lema, teorema o monotonoj konvergenciji i Lebesga te-
orema o ograni¢enoj konvergenciji ostaju u vaznosti akka®ergencija skoro svuda
zamijeni sa konvergencijom po mjeri.

3 Diferenciranje

Diferenciranje

Osnovno pravilo diferencijalnog i integralnogttaa, koje kazuje da su operacije
diferenciranja i integracije inverzne jedna drugoj, moZ@sgako formulisati:

(A) Ako je f integrabilna funkcija ng, b], njen neodrdeniintegral ili jednos-
tavno, integral

F(z) = /f(t)dt (a<zxz<D)

imaizvod i F'(z) = f(x) nala, b].
(B) Ako funkcijaG imaizvod

G'(x) =g(x) nala,b]

tadaje:

G je primitivna funkcija ody.
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Ako je rije¢ o Rimanovom integralu, iskazi (A) i (B) vaZze uz znatna ogtanja:
naprimjer, ako sy i g neprekidne. Kada je u pitanju Lebegova integracija, ta-ogra
ni¢enja, kao St@emo vidjeti mogu se znatno oslabiti. Kod iskaza (A), St visje
potrebno nikakvo ograbéenje da bit” = f skoro svuda. néu, b]. Iskaz (B)ce vrijediti
za specijalnu klasu funkcija (Apsolutno neprekidne fujeci

Ako je f integrabilna nda, b] jasno njen integrak’(x) = [ f(t)dt je neprekidna
funkcija, jer ‘
x+h

[ f(t)dt

x

[F(z+h) - F(x)| =

i birajuci h dovoljno malo, zahvaljujti apsolutnoj neprekidnosti integrala (Teorema
2.17).

3.1 Diferenciranje monotonih funkcija

Definicija 3.1. Neka je E' skup kon&ne spoljaSnje mjere. Za familij¢, segmenata
kon&ne i ne nula mjere, kazemo dagekrivac VitalijaskupaF, ako za svake > 0 i
bilo kojex € E postoji segment € F takavdar € I'il(I) < e.

Teorem 3.2(Vitali). Neka jeE skup konacne spoljasSnje mjer&ifamilija segmenata
koja pokriva skupE’ u smislu Vitalija. Tada za date > 0, postoji konatna familija

N
I, I, ..., Iy disjunktnih segmenata i# takva dam* {E\ U In} <e.
n=1

Neka je f monotono rasta funkcija. 1z predmeta Analiza | imamo:
Ako je dat niz t&aka(z,) i z, — xo (z, > z) tada3 1i_>m f(zy). JoS vise,
n [ee]

n—oo

postoji sup {f(x)} = lim f(w,).

<o

lim f(z,) = in<f {f(z)}. Ovaj limes se ozriava saf (z] ). Sli€no, dokazuje se da
To<T

Tn<Zo

Primjer. Monotona funkcija na intervallu, b] ima najviSe prebrojivo mnogo daka
prekida. Neka je: tacka prekida funkcijef.

Sy = f(zy) — f(z—) > 0. Neka jeS, = f(y4+) — f(y—) > 0. Posmatrajmo
intervalel, = (f(x_), f(z4+)), Iy, = (f(y=), f(y4)). Tadazar #y = I, NI, =
(. Kako je familija disjunktih intervala najviSe prebrojivMa je zadatak rijeSen.

Sadacemo pokazati da svaka monotona funkcija ima izvod skordavu

Neka jef : £ — R* proizvoljna funkcija izg € F. Za svakic > 0 definiSemo
sada brojeve:

® M, = sup {f(z)} (Moze biti M, = +00)

z€(zo—e,x0+€),x#T0
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1z 0 < &’ < " slijedi M., < M. pa postoji grarina vrijednosﬂin%Me € R* (
e—

zbog monotonosti ). Tako dobijeni braj zovemo limes superior funkcijé u tecki
xo. PiSemoM = limsupf(x)ili M = lim f(z). ( Primjetimo da jelim supz,,
Tr—rTo

T—x0 n— 00

specijalan sl@aj limes superiora funkcije. ) Ako j&/ = limsupf(z), tada postoji
Tr—xo
niz brojeva(z,,), z, € R,i lim x,, = o i lim f(z,) =M.
n—oo n—oo

M je, u sliedéem smislu, maximalan "broj"sa tim svojstvom. Ako &/’ >
M, ne postoji niz brojevdz,,), z, € R,takav da jelim =, = zo i hm f(:cn) =

n— 00
M. (i) m = liminf f(z) = lim f(x) = sup inf {f( } zovemo
T z—x0 e>0TE(o—&,x0+¢),x#T0

limes inferior funkcijef u teCki xy. Ako je m = lim inf f(x) postoji niz(z,,), z, € R,
Tr—rTo

takav da Je hm 02, = To i 11_>m f(z,) = m. Ako je m’ < m takav niz zam’ ne

postoji. Mogu se definisabietiri "broja":

(1) limsupf(z)=inf sup {f(z)}=MT

T—x0+ 8>0£CE("L‘0,"L‘0+8)
2 lim inf =su inf z)}=mt
2 :c—>:co+f( ) 5>Io)we(:co7wo+8) {f( )}
(3) limsupf(xz) = inf  sup  {f(x)} =M~
T—xo— £>0 pe(zo—¢,20)
T—x0— r€(ro—e,x0)

postoji grantna vrijednost funkcue sa desne strane, a akd/je = m~ tada postoji
grantna vrijednost sa lijeve strane. Ako su sitiri vrijednosti iste, tada postoji
granina vrijednost funkcije u toj i, i obratno. Za funkcijuf (x) kazemo da ima

izvod ako postoji}llim)M koji se ozn&ava saf’ (z).

Posmatrajmaetiri broja ( Dinijeviizvodnibrojevi): (1)  D* f(z) = lim sup /&= @)
h—0+

- 7 f(x)—f(z—h)
(2) D f(z) = limsupE=—-—

h—0+

— Tim inf L &th) —f(@)

(4) D f(x) = liminf L=[C=0)
h—0-+

Otitoje D f(x) > Do f(x)i D™ f(x) > D_f(x). Akoje D* f(z) = Dy f(z) =
D~ f(x) = D_f(x) # +oo, tada kazemo da je funkcij(z) diferencijabilna u téki
x i njihova zajedntka vrijednost oznzava se dg’(z) i predstavlja izvod funkcije u
tacki x.

. xsm yx >0
Primjer. f(z) = { 0, : <0

Tada imamo:
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DT f(0) = 1imsupw = limsuphsm}# = lim sin,—ll =1

h—0+ h—0+ h—0+
D~ f(0) = limsupw = limsup%2 =0
h—0+ h—0+
L1
D 0) = lim i ff(;c+h)_f(g;) — limi fhsmﬁf() — 1 S 1
O = m R = R = e v

Primjer. D_f(0) = I}Lrg%)rifih I}Lrg%)rif " 0
Teorem 3.3(Lebesgue) Neka jef rastuta realna funkcija na intervalia, b]. Tada je
f diferencijabilna skoro svuda. Izvofl(x) je mjerljiva funkcija i vazi:

b
/ F(@)dp < F(b) — f(a)

Dokaz Lebesguove teoreme

Prvo trebamo pokazati da je skup gdje funkdijaije diferencijabilna mjere nula.
Pokaz&emo da skup gdje ta funkcija nema izvod je mjere nula ( a iiggehcijabilna
ni u tatkama gdje je izvodco ).

Skupova na kojem su svi Dinijevi izvodi ko6ai, ali se barem neka dva ithesobno
razlikuju ( tada izvod ne postoji ) ima koé@ao mnogo, te ako pokazemo da svaki od
njih ima mjeru nula, i njihova unija - spomenuti skup u kojionkcija f nema izvod -
¢e biti mjere nula ( kao kortaa unija skupova mjere nula ). Naveddm®mno pokazati
za jedan od tih skupova, a za ostale je dokaz analogan.

Posmatrajmof = {z € [a,b] : DT f(z) > D_f(z)}. PokazattemodajenF =
0. SkupF je unija skupova

Eyo={2z:D"f(z) >u>v>D_f(z)}

gdje suu i v racionalni brojevi. Dovoljno je dokazat*E,, , = 0 Vu,v € Q.
Pretpostavimo suprotng3p,q € Q) m*E, , = 0. Neka jee > 0 dati broj, tada
postoji otvoreni skupD, takav dak,, C O i mO < m*E,, + ¢. Kako za t&ku

z € E,, vrijedi D_f(z) = 1}Lm(lﬁfw < ¢, zasvaku t&kuz € E, , postoji
—
segmenfx — h, z] sadrzan O takav daf (z) — f(x — h) < qh

Na osnovu teoreme Vitali, moge je iz ovog Vitalijevog pokrivanja skupg, ,
odabrati konénu disjunktnu familiju{ Iy, Io, ..., Ix} t.d.

N
m* (Eu,v\ U Ik> <e€
k=1
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Dalje imamo:

e e 3] 0

k=1

N
— m*E,, <m* <Ep7q\ Ik> +m* <U Ik>
k=1 k=1

Ako izvrS§imo sumiranje po svim ovim segmentima imamo:

N

Z [f(zn) = flon —hy)] < q Z h, =q Z mli, disj. IntI,

n=1 n=1 n=1

N
=gqm (U Ik> < gmO < q(m*E, 4+ ¢)

k=1

Zbog D" f(z) = hmsupM > p imamo da svaka tkay € U I, je lijevi
—0+

kraj proizvoljno malog intervaly, y + k] koji je sadrzan u nekom,, takav daje

fly+k)— fly) > pk

Ponovno, na osnovu Teoreme Vitalija maéguje n&i kona&nu disjunktnu familiju
intervala{Jy, Jo, ..., J,, } takvu da:

N m
m* <UI}€\UJ1> <e€
k=1 =1
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pa dobijamo:

C=
=
I
C=
=
—
s
&~
~
C
/~
=
N
~

~
Il
—
o
Il
—
<
I
—

*

I
3

C=zy

=~
Il
_

£
Il
—

3
_/_\/_\A

=

: =
N———

IA

()

+

3*

<
N——

*

I
3

5*
SN
Cric:
-
V. —
WV,
5* s
"ij /—i
< el
=
& =
N——
\
o

s
Il
—

IzvrS§imo sumiranje po svim takvim intervalima i dobijamo:

m m

Ui disjunktnost intervala/;
Doyt k)= fy)]l >p) ki=p) mJ; =

i=1 i=1 i=1
=pm <U Ji> > p(m*Ep, 4 — 2¢)
i=1

Svaki intervalJ; je sadrzan u nekorf, i ako izvrSimo sumiranje po svim indeksima
za koje jeJ; C I, imamo:

DUyt ka) = fy)] < flan) = flan — ha),

%

jer je funkcijaf(xz) monotono rastte. Tada:

D wn) = flwn = ha)) = 3 [F i+ ki) = f (3]

odakle je

> Z [f(yi + ki) — f(yi)] = p(m"Ep 4 — 2¢)

Kako je posliednje @noVe > 0, vrijedi gm*E, , > pm*E, , odakle jep > ¢ pa
je m*E,, = 0. Dokazali smo da jg(z) = }f%w definirana skoro svuda
—
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i da je f(z) diferencijabilna u onim t&kama u kojim jeg(z) kon&na. Neka je
(@) = n[fz+ 1)~ f(2)], gdje jef(x) = f(b) zax > b. Tadag,(z) — g(x)

za skoro svaka: i dobijamo da jeg(z) mjerljiva funkcija. Imamof’(z) = g(x) skoro
svuda, te kako jg(x) mjerljiva, onda je if’(x«) mjerljiva Definirajmof’(x) = 0 na
skupu mjere nula ( gdj¢’(x) ne postaji ), a onda imamo:

/bf’(:v)du = /bg(:v)du

Zbog monotonosti funkcij¢ imamog,, () > 0. Koristimo Fatouovu lemu:

r o b bt at
—tw | [ S+ Ddu—n [ f(w)du] —tw |0 [ fOdu-n [ s
L a a at+d a
r at+
— i 100 [ 0de| < i [76) - ns@)7]
= /() - f(a)
Dakle, g(z) je integrabilna pa je kortma skoro svuda, pa j¢ (z) kona&na skoro
svuda. |

Primjedba. Drugi dio dokaza ove teoreme moZe se izvesti i na drugimaNaime,
umjesto da prvobitno pokazujemo da je skup u kojem funkgijgema izvod mjere
nula, a onda pokazujemo kaireost tog izvoda preko integrabilnosti poome funkcije
g, mozemo to uraditi pokazufiii da e skupovi u kojima je neki Dinijev izvogoco
biti mjere nula, Sto je stino prvom dijelu prethodnog dokaza.

3.2 Funkcije ograniCene varijacije
Funkcije ogranicene varijacije
Pokazali smo da monotone funkcije imaju izvod skoro svudakaPaticemo da

postoji Sira klasa funkcija od njih koja ima izvod skoro saud

Primjetimo da razlika monotonih funkcija nije monotonaynp(z) = = — 22 nije
monotona ngo, 1].

Definicija 3.4. Neka je konaan intervalla, b] podijeljen t&€kamazy, z1, ..., , Na
n dijelova tako da jer = {a = x0 < 21 < ... <z, = b}. Svakoj takvoj podjelir
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intervalala, b] dodijelimo zbir

n

Ve = Z |f(:r2) - f(fﬂz'—l)} .

=1
Ako postoji realan brofX > 0 takav da j&/, < K za svaku podijelu, tada se funkcija
f naziva funkcija ograitiene varijacije. Brojup >_ | f(x;) — f(x;_1)| (Supremum se
T =1
uzima po svim mogtim podjelama intervalg, b]) naziva se totalna varijacija funkcije
b
fnala,b] i ozn&ava se s& (f).
Primjer. Svaka monotona funkcija na segmefitub] je ogran€ene varijacije. Zaista,

neka jef monotona rastta funkcija. Tada, za bilo koju podjelu segmentda, b]
imamo:

Z |f(zi) = fzioy)| = _Z F@i) = fzimay = £(b) — f(a).

Primjer. Posmatrajmo funkciju

zsini, x € (0,1]

f(x){ 0,2=0

Data funkcija nije ogramene varijacije nd0,1]. Naime, uzmimo podjelu oD, 1]
pomctu teCaka

2 2 2 2 2
ro =121 = T2 = 5o &3 = e Dol = o T = 5

27 3 2n—r""" " 2nr
Imamo:
2 2k
flam) = gpsin == =
2 2k + 1)« 2
J@an) = Gy s Qk+ 1)
odakle je
2n+1
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= !f(l’l) — f($0)| + !f(m) - f(%)! + |f($3) - f(m2)| + ot
f(x2n) — f($2n—1)| + !f(l’2n+1) - f(mzn)|

= 2sin—flsinl Jr‘lsinw*gsinE + lsin:}—ﬁflsinw + ...+
s 2 s 2 3 2 2
—&—'isinnﬂ'— 2 sin (2n — Dm +‘ —lsinnﬂ'
2nm (2n -7 2 2nm
. 2 2 2
= zflsinl +z+l+...+#>
™ T 3r (2n— )7
>z(1+1+...+ 1 )
™ 3 2n —1

kadan — oco. Tadasup Xn: | (i) = f(xi1)| = +o0.
=1

Teorem 3.5. Svaka funkcija sa ogranicenom varijacijom je ogranic¢edhir i proizvod
funkcija sa ogranitenom varijacijom je funkcija sa ogréemom varijacijom.

Dokaz
Neka jex proizvoljna téka nala, b] . Imamo:
@) = 1£@) ~ (@) + £(@)] < 1) - F(a)] + |f(a)] <
<F0) ~ F@)] + (@)~ F@)] + |F(@)] < V() +1£(@)

Sto pokazuje da j¢ je ograntena funkcija. Neka sii i g funkcije ograntene varija-
cije. Posmatrajmo:

‘Z/(f +9) = Z ‘f(lﬂz) + (i) — f(xiz1) — 9($i71)| <

=1
<Y O F@s) = Flaimy| + D o) — glaiy| <
i=1 =1
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Sto pokazuje da j¢ + g je funkcija ograntene varijacije. Takder imamo:

o
&

|f(zi)g(ai) = f(zinyg(zioi)| =

@
Il
N

=
S
I

)9(xi) — f(wi)g(wi1)+

I
INgE
=

&5

<
I
—

+
=

zi)g(zio1) + f(ziog(zioy)|

(@)l |g(@:) = g(ain)| + D lg(@ia)| [ £(2:) = f(ziopy)

i=1

-

<
I
—

Na osnovu prethodnogteorenfaj g su ograniene funkcije (kao funkcije ogratene
varijacije ), tj(3M;, M> € R) tako daje f ()] < Myi |g(z)| < M paje

V(7)< MV (9) + My ()

Dakle, f¢g je funkcija ograntene varijacije. |

Teorem 3.6. Ako funkcijaf ima ogranicenu varijaciju néa, b] tada f ima ograni€enu
varijaciju na segmentiméa, c] i [c,b] zaa < ¢ < b. Obrnuto, ako jef funkcija
ogranicene varijacije nda, c] i [c, b] tada je f funkcija ogranitene varijacije néu, b]

i vazi jednakost:

Dokaz

Neka jef ograntene varijacije naa, b]. Uzmimo proizvoljnu podjelu segmenf@& c|
pomcu: a = zg < 1 < ... < T, = c¢. Dodavanjem proizvoljnih dodatnihdaka
Tmt1 < Tmio < ... < T, = b na segmentlr, b] dobijamo

n n

Z|f($i)*f(lvi—1)‘ :Z‘f(ﬂfi)*f(fﬂi—l)‘Jr Z | f(z:) = f(zin]

i=m-+1

n b
Z |f(33z) - f(fﬂi—1)| < Z }f(xz) - f(fﬂz'—n} < ‘({(f)
=1 =1

Dakle, funkcijaf je ograntene varijacije nda, c]. Isto tako i ndc, b].

Neka je sadg ograntene varijacije i nda, c] i na[c, b]. Zelimo pokazati da j¢
ograntene varijacije naa, b]. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljnu podjelu segmenta
[a,b] m = {a =29 <z1 < .. <z, =0b}. Dodavanjem novih teaka dijeljenja, tj.
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profinjenjem podjeler suma |f(:cz-) — f(xi_1)| se samo uveava, tako da dodava-
=1

njem nove takez’ = ¢ dobijamo:

D @) = flin] < 3 [F@) = fl@en]+ 3 @) = fl@iy] <

z;<c x;>c

odakle je

Sto pokazuje da je funkcija ograntene varijacije néu, b].Ostalo je joS da pokazemo

b
jednakost iz tvrdnje teorema. Zbog definicijé /) imamo da vrijedi:

m n

S If) — |+ Y |F) — | < V)

1=1 1=m-+1
Ako fiksiramo brojever;, xo, ..., z,, i Uzmemo supremum po svim mogm podje-
lamazr,,+1 < Tmi2 < ... < z, dobijamo:

m

S| — flay| + V() <

i=1

]

()

Uzimajlti sada supremum po svim magm podjelamary, zs, ..., ., dobijamo:

VIR + V() V()

Kako vrijedi 12*(]»’) <V(f) + Xi/(f) V() + Xi/(f) < 12’(]»’), mora da vrijedi:

|
Posljedica 3.7. Ako je f funkcija ogranicene varijacije na segmeniu b], tada je
V(f), a < x < bmonotono rastuca funkcija ad

Dokaz.Zaa < x < y imamon/(f) = \x/(f)+ Iy/(f), a kako je‘y/(f) > 0toje

x
x

V() < V(). "

a

Teorem 3.8. Funkcija f ima ogranicenu varijaciju nda, b] ako i samo ako je razlika
dvaju monotono rastucih funkcija fa, b] .
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Definigimo®(z) = V(f) i ¥(z) = xzk(f) ~ f(z). Tadaf(z) = ®(z) — U(x),

a

a zbog prethodne teoreme i njene posljedice imam® @a monotono raste ng, b].
Jedino treba dokazati monotonost funkeljeNeka jey > .

s
—
&
|
s
—
8
N~—
[
=
N~—
|

g<le o <lw

|

B<le a<lg s <lw
S
+

<
S~—
|
=
—~
S
|
“\h
&

Kako je P = {x = 2o < 21 = y} jedna podjela segmenta, y], aXy/(f) je po defini-
ciji supremum po svim podjelama segmeptay], jasno je da vrijedi:

) = F@) < 1)~ f@) <V

— V() - V(@) = V() - ) - )] 20
= Y(y) > ¥(),

pa funkcijaf je razlika dvije monotone funkcije.

Neka jef razlika dvije monotone funkcije. Dokazali smo da su monetfumkcije
ograntene varijacije, te talder da je zbir ( pairazlika ) funkcija ogram@ne varijacije
opet funkcija ograriiene varijacije. Daklef je ogran€ene varijacije. |

Posljedica 3.9. Ako je f funkcija ograniene varijacije néu, b], tada postojif’(z)
skoro svuda néa, b].

Dokaz. Zbog prethodne teoremgz) = ®(x) — ¥(z), ®, ¥ su monotone funkcije.
Na osnovu Lebesgue-ove th. funkcia ¥ imaju izvod skoro svuda, odakle slijedi da
f imaizvod skoro svuda. |

Primjer. IzraCunati varijaciju funkcije

0 ;=
flxy=¢ 1—-2 ; O<z<l1
5 ;o x=1
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Neka jec > 0 proizvoljan.Posmatrajmo podjelu segmefital] tatkamal = zg <
1 <...<uz, =1,takvu dajenaz;|z; — ;1| < . Sada imamo:

o) = fain)l = 1f(@1) = F@o)l + 1 f(w2) = f@n)| + .. + [ f(@n) = f(@n)]
=[(1=21) =0+ |1 —@2) = (L—a1)|+ ... +[5— (L = zp_1)|
=l—-x14+20—214+23—2T2+ ... +Tpn_1 —mn_2+5—(1—xn_1)

= 5 -+ 2(1 — (In — an,l) — (lEl — I()))

—542(1-2)

Zbog proizvoljnosti, odnosno proizvoljnosti podjele, zakujemoVy f = 7.
Primjer. IzraCunati varijaciju funkcije na segmeni, 2]:

z—1 ;5 <1

flx)= { 10 ;o x=1
22 ;o x>1

Ve f =Vof + VEF+1f(1) = FO )]+ [f(14) — f(1)]

= [f(1-) = FO) + [f(2) = FL)[+ FQ) = FOA)+ [f(14) = F(D)]

=|0+1|+|4—-1]+ |10 -0+ |1 — 10|

=23

Primjer. Nekajef € Vla,b], i nekajef(x) > ¢ > 0 svuda nda, b]. Dokazati da je i
funkcijag(z) = f(x) € Via,b).

Nekajea = 29 < 21 < ... < x, = b proizvoljna podjela segmenia, b]. Za tu
podjelu imamo:

S () — gee)] = Sy | — 7|
— Z [f(wi)—f(zi)]

i=1 [f(z)[lf(zi-1)]
§ Zn |f(x1 1) fzi)l

C2 ZL 1|f(xz 1) f(xz)|

Zbog proizvoljnosti podjele, odavde zalduiemo da vaziitg < LV} f. Kako je
Vi f < +octoje ondaig € Via, b].

Primjer.  (a) Dokazati da vazif € Via,b] = |f| € Vl]a,?].

(b) Dalivaziobratu (a)?

(a) Na osnovu poznate nejednakostiz,y € R) ||z] — |y|| < |« — y|, imamo za
proizvoljnu podjelu

Z [f (@) = [ f(zi1)]] < Z |f (i) — f(2io1)]

Odavdje, zbog proizvoljnosti podjele zakiyjemo da vaziv?|f| < VPf <
+o0, pajeg € Vla,b).
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(b) Obrat ne vazi. Posmatrajmo funkciju:

B 1 ; zeQn]o,1]
f(“”“"{l . 20,1\ Q

Tada je|f|(xz) = 1 za svakar € [0,1] pajeV, f = 0. Medjutim, ako izaberemo
racionalnih t&akax; u rasticem nizu iz[0, 1] i izmedju svake dvije takve ubacimo po
jednu iracionalnu tku y; , na taj n&in dobijamo podjelu segmenfd 1]: 0 = zo <
Yo < 1 <Y1 < x2 < ...<x, = 1. Zatu podjelu imamo:

Z|fﬂik flyr)l = (n+1)2

a ovo mozemo &initi po volji velikim, tj. f ¢ Va, b].
Primjer. 1. Dali su skupovC|a,b] i Via, b] usporedivi?

2. Pokazati da je funkcij@(xz) = = — [x] ograntene varijacije, a zatim iz€anati
Vol

3. Konstruisati graf funkcijg(z) = V=, f, gdje jef(x) = 1 — 22, na[-1, 1].

Primjer. Neka funkcijaf ima ogranten izvod u svim tékama segmenta, b]. Doka-
zatidajef € Vla,b).

Po pretpostavci zadatk@M < +o0) |f/'(z)] < M , Vz € [a,b]. Neka jea =
no < m < ...<mn, = 0bproizvoljna podjela segmenta, b]. Kako f ima izvod na
svakom podrazmak,—1, 2|, to onda vrijedi Lagrangeova teorema, tj.

Qyi € i—1,m)) f(e) — fOm—1) = f'(yr) (e — Mie—1)
Na osnhovu ovoga onda slijedi

n n

Do) = Fome—)l = D1 @il = me—a| < MY (e = mp—1) = M(b— a)
k=1

k=1 k=1
Prelaskom na supremum po svim podjelama zékljgmoV,” f < occ.
Primjer. Neka je funkcijaf definisana ndu, +00), i nekajef € Via,t] (Vt > a).
1. Dokazati: Ako postoji lim V! f onda postojii lim f(x)
t——+00 T—+00

2. Navesti primjer da obrat ne vazi.

Primjer. Dokazati da je funkcijgf € Va,b] ako i samo akd3g : [a,b] = R, g 1
I (y) = f(2)] < g(y) — g(z) za proizvolinen <z <y < b
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3.3 Diferenciranje integrala
Diferenciranje integrala

U ovom odjeljkucemo pokazati da izvod neodienog integrala integrabilne funk-
cije je (skoro svuda) podintegralna funkcija.

Teorem 3.10. Ako je f integrabilna funkcija nda, b] tada je funkcijaF’ definisana sa:

neprekidna funkcija sa ograniCenom varijacijom [aab)

Dokaz

Neprekidnost: Neka je € [a,b] proizvoljno, i neka jee > 0 proizvoljno izabrano.
Tada na osnovu ranije teoreme postoji- 0 tako da za svaki skug C [a, b] za koji
vazim(A) < § imamo:

J1f@)|dt < e
A

Tada zasvakg € (z — §,z + $) N [a, b] vaZi:

[F(y) — F(x)| =

[y~ Fra] -

a

ff(t)dt‘ < [ |f®dt<e

e (z—%.2+%)

Pokazimo da j&' ograntene varijacije.
Posmatrajmo podjelu segmeiitad]: a = zo < 21 < ... < z,, = b. Tada:

n n T; n x; b
;IF(:&-) — F(z;1)| = ; J f@)dt) < ;Lf |f(t)dt| = [1f(¢)|dt
odakle ,
b
V() < 170t < o
|
Zaklju ¢ak

FunkcijaF' ima izvod skoro svuda.

Primjer. Data je funkcija

1 T
Pokazati daf f (z)dx = % i F(x) = [f(t)dt je neprekidna funkcija.
0 0
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Podijelimo segmen, 1] sa
1
O:J)Q<J)1<...<$i_1<§<l‘i<...<$n:1.

Formirajmo integralnu sumu Rimana:

3

n

P& i — wima) = Y f (&) A =

=1

F(e) A + F(E) AT+ g ez =

g

-
Il

1
1

~
I

B
Il

1

= f(E)An+ S (o — 2k1) = F€) AT +2n — 3 =
=i+1
= f(&)Az; +1—a; = {

11—, Zagi < %
Az;+1—z;, zag > 4
1

1
No |z; — 1| < Az; akakoAz; - 0 = z; — 1, pa je{f(:c)d:c = 3.Sliéno se

zakljuCuje da je
z { 0, zazx<j

@)= [iwa = "1 S

Teorem 3.11. Ako je f integrabilna naja, b] i ako je [ f(¢)dt = 0 za sver € [a,b]
tadajef(xz) =0 s.s naa,b]. ’

Dokaz

Kako je{z : f(z) # 0} = {x : f(z) > 0} U{x : f(z) < 0} dokazattemo da je
m{z : f(x) > 0} = 0. Pretpostavimo suprotno, tj:(x) > 0 na skupuE pozitivhe
mjere. Zbog teoreme iz teorije mjere postoji zatvoren skypakav daF C FE i

mF > 0.

Neka jeO = (a,b)\F = (a,b) N F'C. SkupO je otvoren skup. Tada:

0= jb’f(t)dt :gf(t)dt—i—gf(t)dt
tj.
Jf(t)dt = — [ f()dt

F o

Posto jeO otvoren skup, mozemo pisat? = | (an, by,), gdje su(ay, by,) inter-
n=1

vali, paimamo

Frwdt= 3 F

O n=la,
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Pokazimo da jg f(t)dt # 0. Naime, formirajmo skupove,, = {z € F : f(z) > 1}.
F

Tada jeF = Ej F,,paje

n=1

[0t > [ (0> Ln(F)

F

3

pa ako bi bilo [ f(t)dt = 0, tada bi moralo bitim(F,,) = 0 (Vn € N) odnosno
F
m(F) = 0, $to je kontradikcija. Kako jg f(¢)dt # 0 dobijamo da je/[ f(¢)dt # 0,
F O

oo by bp
odnosno)_ [ f(t)dt # 0 = 3n € Ntakav daje[ f(t)dt # 0 jer u suprotnom,
n=1la, an

bW,
ako je [ f(t)dt = 0 zaVn € Nimamo [ f(t)dt = 0, Sto je kontradikcija. Méutim,

an o)
zbog

by bn an

J @)t = [ f(t)dt — [ f(t)dt

bn an
imamo [ f(t)dt # 0ili [ f(t)dt # 0. U svakom sléaju dobijemo da postaji € [a, b]

a

takav daff(t)dt = 0, Sto je suprotno pretpostavci teoreme. Néasiin&in se pokaze
idajem{z: f(z) <0} =0

Teorem 3.12. Neka jef ograni€ena i mjerljiva funkcija na segmeniu b] i F(x) =
ff(t)dt + F(a) tadajeF’(xz) = f(x) s.s. nala,bl.

Dokaz. Vjezba! |

Primjedba. Kako je poznato, funkciju’ zovemo neodm@enim integralom funkcijef
ako jeF'(z) = f(x).

Neodraleni integral je odréen sa tano£u do na konstantu. Mi smo dokazali ako
je f integrabilna funkcija na segmenju b], tada funkcija:

F(z) = ff(t)dt—i—c

a

ima svojstvo da j&" (z) = f(z) $to znd&i da je [ f(t)dt neodreéleni integral funkcije

f. ’
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3.4 Apsolutno neprekidne funkcije
Apsolutno neprekidne funkcije

Dat cemo karakterizaciju funkcija koje imaju svojstvo da:

b
Jf'(@)dz = f(b) — f(a)

Definicija 3.13. Realna funkcijgf definisana ndu, b] naziva se apsolutno neprekidna
nala, b, ako za svaki dati braj > 0, postojid > 0 tako da je

g £l — fla)] <e

za svaku konénu familiju disjunktnih intervaldz}, z;) C [a,b] i = 1,2,...,n, takvu
dajed |z} — x| < 6.
=1

Primjetimo da je svaka apsolutno neprekidna funkcija upedneprekidna. Na-
ime, ako uzmema = 1, dobijamo definiciju uniformne neprekidnosti, pa je svaka
apsolutno neprekidna funkcija i uniformno neprekidna,raisatim je i neprekidna. U
opStem sldaju, obrat ne vazi.

Primjer. Neka je data funkcijg definisana naa, b], i neka funkcijaf zadovoljava
uslov LipSica nda, b], tada je funkcijaf apsolutno neprekidna.
Posto funkcijaf zadovoljava uslov LipSica nfa, b], to zn&i da3M > 0 tako da

[f (@) = f(y)l < Mz -yl (Va,y € [a,b])

Neka je sada date > 0 proizvoljno. Izaberimo da jé = %
kon&ana familija disjunktnih intervaldz}, z;) C [a,b] i = 1,
>olal — x| < 6. Sadaje:

i=1

Neka je sada data
2,...,n takva da je

o

Fal) = fla)| < MY|ah -2 < M- = = ¢
=1 m

=1

Dakle, funkcijaf je apsolutno neprekidna.
Teorem 3.14. Ako je f apsolutno neprekidna funkcija, tada jefunkcija ogranitene
varijacije na[a, b].

Dokaz
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Neka jed pozitivan broj koji odgovara datom pozitivnom brojuu definiciji apso-
lutne neprekidnosti funkcij¢. Neka funkcijaf ima neograriienu varijaciju nda, b].
Padijelimo segment, b] nan-podintervala

[a7 xl]; [l‘l, x?]a neey [xn—la b]

takav damax |z; — ;1| < d. Totalna varijacija funkcijef bila bi beskonéna bar na
jednom podintervalu, neka je to intervak_, z;].

Postoji podjela

(0)

9

)

v =20 <2 < <2 < <al™ =y,

intervalalz;_1, z;] takva da je

S 1rE?) - pV ] > e
j=1

> la — a7V <8
j=1

Sto je kontradikcija sa pretpostavkom dafjeapsolutno neprekidna. Time je teorem
dokazan.

Posljedica 3.15.Apsolutno neprekidna funkcij na [a, b] ima izvod skoro svuda na
[a, b].

Primjer. Funkcija

je neprekidna ali nije apsolutno neprekidna.

Ranije smo dokazali da je ovako definisana funkcija neprekidli da nije ogramene
varijacije. Sada je jasno da ova funkcija nije apsolutnaekidna, jer bi u protivnom
imala ograntenu varijaciju.

Teorem 3.16. Ako je f apsolutno neprekidna funkcija i ako fé(x) = 0 skoro svuda,
tada je f(z) = c (c-konst).

Primjer. Kantorova funkcija je neprekidna, ima ogréenu varijaciju, ali nije apso-
lutno neprekidna.

Kantorova funkcija je konstantna na komplementu Kantogoskupa, koji ima
mjeru 1, pa je daklg’(z) = 0 s.s. ng0, 1].

Ako bi funkcija f bila apsolutno neprekidna, onda bi na osnovu prethodnertemr
moralo biti f(z) = ¢ (c-konst), Sto nije ispunjeno. Dakle, Kantorova funkcijaenij
apsolutno neprekidna.
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Teorem 3.17.FunkcijaF' je neodréleniintegral ako i samo ako jE apsolutno nepre-
kidna funkcija.

Dokaz

Ako je F' neodréleni integral onda jé&' apsolutno neprekidna zbog apsolutne nepre-
kidnosti integrala. Neka je funkcij& apsolutno neprekidna ria, b]. Tada je funkcija
F ograntene varijacije nda, b] i moZzemo pisati:

F(z) = Fi(z) — Fa(x)

gdje suF} i F; monotono rastte funkcije nda, b].

FunkcijaF imaizvod s.s. i vaZzi:
Fl(z) = Fi(z) — F3(x)

|F' ()] < |[F{(2)] + [F3(x)| = Fi(2) + F3(x) s.s nda, )]
Nadalje imamo:

b b b
JIF (@)|de < [Fi(z) + [F5(x)

a

< Fl(b) — Fl(a) + Fg(b) — Fg(a) (ZbOg thlZ)

Dobili smo da je| F' (z)| integrabilna funkcija. DefiniSimo:

Imamo da jeG(z) apsolutno neprekidna funkcija, pa je takva i funkcija:
f(x) = F(z) — G(z)
Zbog ranije teoreme imamo:
f(x)=F'(z) — G'(z) = F'(z) — F'(z) = 0s.s. nda, b

i dobijamo da jef (z) = konst. Dakle, imamo:
F(z)— [F'(t)dt = ¢

U posljednju relaciju stavime = a, pa zbog
JF'(t)dt =0 = F(a) =c

a

imamo:

Fz) = [F'(t)dt + F(a)

Cime je dokaz gotov. |

Posljedica 3.18.Svaka apsolutno neprekidna funkcija je nealinei integral svoga
izvoda.
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4 Stieltjesov integral

Stieltjesov integral

Posmatrajmo sad (jos jednu!) generalizaciju konceptaiate, tj. Stieltjesov inte-
gral.

Neka suf i ¢ dvije funkcije definirane na segmeriu b].
Segmenta, b] dijelimo pomdu te&€akaxy, =1, ..., z, nan dijelova tako da je
Tr={a=x9 <z < ..<xy=Db}

U svakom od podsegmenata podjelg_1, ;] uzmimo proizvoljnu téku &, i sas-
tavimo sumu:

U—fok —g(xK—1)].

Ako pri

A(m) = 1r§nka§xn(xk —2p—1) =0
gornja suma konvergira kotaoj granici/, koja ne zavisi od izbora taka&, i naCina
dijeljenja segmenta, tada se taj limesaziva integral Stieltjesa funkcijé u odnosu
na funkcijug u segmentua, b] i ozneCava se sa:

b b
/ f(@)dg(z) ili 5 / f(@)dg(z)

Definicija 4.1. Ako postoji brojI takav da za svake > 0, postojid > 0, takvo da za
svaki izbor t&akagy, iz [zx—_1, xk], | za bilo koju podjelur segmentda, b], takvu da iz
A(m) < 6 imamo:

—g(z-1)]} =1

<e€

Tada brojl je Stieltjesov integral funkcij¢ u odnosu na funkcijy. Specijalno, ako je
g(z) = z, dobijamo da je Riemannov integral specijalartaiStieltjesovog integrala

Iz definicije Stieltjesovog integrala, neposredno slijedaovne osobine:

b b b

L [[f1(x) + fa(2)] dg(x) = [ fr(2)dg(z) + [ fa(z)dg(x)
b b b

2. [f(z)d[g1(x) + g2(2)] = [ f(x)dgr (@) + [ f(x)dg2()

b b
3. Ako suC; i C; konstante, tada j¢ C f (z)d [Cag(z)] = C1Cs [ f(x)dg(x).
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4. Ako je funkcijag konstanta nda, ], tada je svaka funkcijg integrabilna u

b
odnosu ng ivazi: [ f(z)dg(z) =0

b
5. Ako jea < ¢ < b i ako postoje sva tri Stieltjesova integrajaf(z)dg(x),

a

b b c
f(z)dg(z), [ f(x)dg(x), tada vazi jednakost f(z)dg(z) = [ f(x)dg(x) +

c

f(x)dg(x).

0 — > ®—nq

b c
Primjedba. Ako postoji integral [ f(z)dg(x) tada postoje integralf f(z)dg(x) i
b
| f(z)dg(x), gdje jea < ¢ < b. Medutim, obrat ne vazi.

C

Primjer. Neka suf i g definirane sa:

0,ze[-1,0] . 0,z € [~1,0)
f(f“):{ 1,2 € (0,1] '9(“’”):{ 1,z €[0,1]

Integrali f f(x)dg(x) i j’f(m)dg(x) postoje i jednaki su nuli, alijl’ f(z)dg(x) ne
-1 0 —1

postoji. Zaista, podijelimo segmept1, 1] na dijelove tako da ka0 nije tacka po-
djele i posmatrajmo sumu:

o=> &) [g(zx) - g(zx_1)] .
k=1

Tada, ako jer;_1 < 0 < x; U sumid ostajei-ti sabirak, jer za tékexy i 251 sajedne
strane nule imamg(zy) = g(xx—1), paje

o= f(&) [9(%‘) - 9(331'—1)] = f(&)-
Dakle, u zavisnostiog; < 0ili & > 0imamoo = 0ili o =1, paé nema granicu.

Pokazuje se da je nepoklapanjéaka prekida funkcijg i g uz joS neka ograge-
nja dovoljan uslov za egzistenciju Stieltiesovog integral

lako i f i g zadovoljavaju te spomenute dodatne uslove - obje su dggaeivarija-
cije naj0, 1], sasvim je jasno da imaju zaje@hu teCku prekidac = 0.

b
Teorem 4.2 (Parcijalna integracija) Ako postoji jedan od integrald f(z)dg(x) ili
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b
[ g(z)df (z), postojati te i drugi, i vrijedi:

b

b
/f(fv)dg(ﬂf) = f(b)g(b) — f(a)g(a) */g(w)df(iv)

a

Dokaz

b
Pretpostavimo da postofi f(x)dg(x). Podijelimo segmenz, b] na dijelove i formi-

rajmo sumu:
a—ngk —g(zp-1)] =
fofk () kznjlf 9(zk-1)
= f&n)g(an) = f(€)g(wo) — :z:jig(xk) [f (€rsa)— f(E)]

Dodavanjem i oduzimanjem razlikgb)g(b) — f(a)g(a) dobijamo:

{— 3 9(@r) [f (Er1) - F(ER)] +
+9(a) [f(&1) — f(a)] + g(b) [f(b) — f(&n)]}

b
Izraz u velikoj zagradi je integralna suma za Stieltjesaednal [ g(x)df (z) (gdje su

a
sadd¢y, Ek+1] segmenti podjele, &, tatke unutar tih segmenata, ali to nije bitno, jer
dijametri tih podjela istovremeno teZe nuli), pa dobijamo:

b

b
/f(ﬂf)dg(fv) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /g(ﬂf)df(ﬂf)- u

a

Teorem 4.3. Neka jef neprekidna funkcija néu, b], a g ograniCene varijacije, tada
je funkcijaf Stieltjes-integrabilna u odnosu natj. postoji integral:
b

[ H@dg(a).

a
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Dokaz

Ranije je pokazana da je svaka funkcija ogéamie varijacije razlika dvije monotone
funkcije, pa je dovoljno posmatrati €laj kada funkcijag monotono raste. Neka je
7 ={a=xz <z <..<2x, = b} bilokoja podjela segmenta, b] i neka je:

mi= min {f(@)} M= min_ {f(2)}

Tp—1<x<Tg Tp—1<x<Tg

Neka je

S=> Mlg(zs) - g(wx—1)]

k=1

Pri bilo kojem izboru tdakagy € [x;—1,zr] Imamos < o < S. Dodavanjem novih
taCaka dijeljenja suma ne opada, & ne raste. Neka sk, S1, sz, Sz odgovara-
jute sume za dvije podjele, i 72 segmentda,b]. Ako je T3 = m Uma, as3 i S3
odgovarajée sume podijeles, imamos; < s3 < S3 < S5 odakle jes; < Ss.

Neka jel = sup {s}. Pri bilo kojoj podjeli imamos < I < S odakle je|lo — I]| <
S —s. "

Poznato je da je neprekidna funkcija na zatvorenom i ogesndm skupu unifor-
mno neprekidna, pa je takgfiuniformno neprekidna nia, b).

Zbog toga za proizvolijne > 0 postojié > 0 tako da iz|lz —2'| < § =
|f(z) = f(@)] <e.

No tada prix = A(7) = max |z —2x—1| < 6 imamo da jeM;, — my < €
(k=1,2,..,n)odakle jeS — s < e[g(b) — g(a)] pajeloc — I| < e[g(b) — g(a)], tj.

b
;i_>rr100 =1= Elff(:c)dg(ac). |

Teorem 4.4. Neka jef neprekidna nda, b], a funkcijag ima izvod skoro svuda na
[a, b]. Ako je funkcijag’(x) Riemann-integrabilna, tada je:

b b
5 / f(x)dg(x) = R / (@) (@)de.

a a

Dokaz

50



Iz uslova teoreme slijedi da funkcijaispunjava Lipshitzov uslov, pa je i funkcija
ograntene varijacije. Funkcijg(z)g’(z) je skoro svuda neprekidna, pa postoji Ri-
b

emannov integrak [ f(z)g'(z)dz. Segmenia,b] dijelimo nan dijelova t&kama:
a =1z < 21 < .. < x, = biusvakom od segmenata_1, x| primjenimo

Lagrangeovu teoremu:

g(wr) — g(xp—1) = ¢'(Tx) (xx — Tx—1)

Ako izaberemq;, = 7y, dobijamo:

Zf ) xk — Th—1)

k=1

b
S$to predstavlja Riemannovu sumu za integRaf f(z)¢'(z)dz, a to je jednako sa
b

S [ f(z)dg(x). u

a

Teorem 4.5. Neka jef neprekidna nda, b], a g(z) = const na svakom od intervala
(a,c1), (c1,¢2), oy (Cm, b), gdjejEa < ¢1 < 3 < ... < ¢y < b. Tada je:

Dokaz
MoZe se pokazati da je:

m
b

V(g) = g |+Z{|90k )+ glers) — glen)}+g(b) — g(b-)]

a

b
odakle jeg(z) ograntene varijacije na svakom dijelu dd, b]. Dakle, [ f(z)dg(x)

postoji, a zbog osobine (5) i primjedbe:

/f g Z/

k=0 " ¢k

gdje jeco = a i ¢,nq1 = b. Ostaje mtegrafck+1 (z)dg(x).
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Ako podijelimo svaki segmerity,, cx+1] taCkama
Cr = C(()k) ( ) < ... < C(k) = Cka+1

M

(i odgovarajim meTutaE:kamaﬂk), ék), ,5(’“)) i posmatramo odgovaraju sumu
o®) imamo (jer je funkcijay konstantna na intervalim@, cx 1) ):

O_(k) _ f(gyc)) [g(cg )) ( )i| +f(§(k)) |: ( (kz)—g( Ss])c 1)}

Sto kada dijametar podjele tezi nuli prelazi u:

Ck+1

/ fl@)dg(z) = FEM) [glers)—glen)] + FER) [g(crsr)-glerpa)]

Ck

odakle je

Lema 4.6. Neka jef neprekidna nda, b],a funkcijag ogranicene varijacije, tada je:

/bf(x)dg(w)

Dokaz. Za bilo koju podjelu segmenta, b] i bilo koji izbor tataka&y,, imamo:

fok 9(zr-1)

b
< MV(g), gdje jeM = max {f(@)}
a xre|a,

o] =

MZ|g$k g(p- 1)|<MV()

odakle jasno slijedi t\fenje teoreme. |

Teorem 4.7. Neka jeg funkcija ogranicene varijacije néu, b] i neka je dat niz nepre-
kidnih funkcija( f,,) nala, b], koji uniformno konvergira funkcijf. Tada je:

b b

Jim [ fr(x)dg(x) = / f(x)dg(x)

a a
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Dokaz. Neka je M,, = Igai{b{f"(m) — f(x)}. Znamo da je gragna funkcijaf(x)
neprekidna, kao limes ( uniformno ) neprekidnih funkdijdz). Na osnovu prethodne

th:
/fn \dg( /f )dg(a

Zbog uniformne konvergencijg/,, — 0, pa vrijedi:
b

tim [ fu(e / f(@)dg(a

n—oo

/ {fala) - f(@)} dga)| < M, V(9)

a

|

Teorem 4.8(Helly-Bray). Neka jef neprekidna funkcija ndu, b] i neka niz(g,,) ko-
b

nvergira funkcijig za svakar € [a,b]. Ako jeV(g,) < K < +oo za svakm, tada

je:
b

lim [ f(2)dgn( / f(@)dg(x
n—o0

5 Kvadratno integrabilne funkcije

5.1 L, prostor
Lo prostor
Jedan od najvaznijih prostora diemnogobrojnim linearnim normiranim prosto-

rima na koje nailazimo u funkcionalnoj analizi je Hilbertprostor.

Ime su dobili prema Davidu Hilbertu, njeifleom matematiaru, koji ih je uveo
u svezi sa teorijom integralnih jed€iaa. Oni su prirodni beskodaodimenzionalni
analogonin-dimenzionalnog Euklidskog prostora.

Koncept Lebesguevog integrala nam omecaxa da uvedemo prostor kvadratno in-
tegrabilnih funkcija. Posmatrajmo funkcijx), definisane na nekom skugty koji
je mjerljiv, opskrbljen sa mjerorp i gdje je u(R) < oo. Funkcije f(z) su mjerljive
funkcije i definisane s.s. nB. Netemo praviti distinkciju izméu ekvivalentnih funk-
cija naR.

Napomena

Dvije funkcije f i g, definisane na istom mjerljivom skug®y suekvivalentnd f ~ g)

ako
p({z: f(z) # g(2)}) = 0.
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Definicija 5.1. KaZzemo da je funkcijaf (z) kvadratno integrabilna (ili sumabilna)

prekoR ako integral
/ f(@)du
R

postoji, tj. kon&an je. Skup svih funkcija koje su kvadratno integrabilneadavamo
sals.

Teorem 5.2. Proizvod dvije kvadratno integrabilne funkcije je intebilaa funkcija.

Dokaz. Direktno slijedi iz nejednakosti

f2(z) + g°(x)

F@)ge)] < 2

i osobina Lebesguevog integrala. |

Posljedica 5.3. Svaka kvadratno integrabilna funkcija je integrabilna.

Teorem 5.4. Suma dvijel, funkcije jeL, funkcija.

Dokaz. Kako je
(f(2) +g(2))? < f2(z) +2|f(2)g(2)| + ¢°(2),

i po prethodnoj teoremi svaka od tri funkcije na desnoj stfarsumabilna, rezultat
slijedi. B

Teorem 5.5. Ako jef € Ly i « je proizvoljan broj, onda jexf € L.
Dokaz. Ako je f € Lo, onda
[tar@ydn = [ iy < o
|
Prethodnevdvije teoreme nam pokazuju da su linearne komifgrfankcija iz Lo
takoder uL,. StaviSe, 6ito su zadovoljeni svi uslovi definicije linearnog vekicoog

prostora, pa je stoga skup, kvadratno integrabilnih funkcija linearan vektorski pros
tor. DefiniSimo sada skalarni proizvod g funkcijama pomaéu

(f.9) = /R F(@)g(x)dy. 6)

Skalarnim proizvodom se smatra bilo koja realna funkcijgpaeu vektora linearnog
prostora koja zadovoljava slijede uslove :

1. (f,9) = (g, )
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2. (f2+ f1,9) = (f1,9) + (f2,9),
3. (A\f,9) = Af.9),
4. (f, f) > 0ako f #0.

Iz osnovnih zn@éajki integrala direktno slijedi da izraz (6) zadovoljawdave 1-3.
S obzirom da smo se dogovorili ne razlikovati izieekvivalentnih funkcija, posebno

uzevsi kao jediréini element skup svih funkcije na koje su ekvivalentne sf(z) = 0,
uslov 4 je takdler zaddovoljen. Ovo nas vodi do

Definicija 5.6. Pod L, prostorom podrazumjevamo Euklidski prostor (linearni-vek
torski prostor sa skalarnim proizvodoni)ji su elementi klase ekvivaletnih kvadratno
integrabilnih funkcija. Sabiranje elemenata i njihovo rhenje skalarom se definiSe
kao obtno sabiranje i mnozenje funkcija, a skalarni proizvod jesdgednainom (6).

U Lo, kao i u bilo kojem drugom euklidskom prostoru, vrijede migjakost Cauchy-
Schartz-Bunjakovskii, koja ovdje ima oblik:

(/f(ﬂf)g(ﬂf)du>2 < /fz(x)du-/f(x)du, (7)

te nejednakost trougla, koja ima oblik

\/ @)+ g(@)2dn < \/ [ @+ \/ [ ot (®)

Posebno, ako uzmemydz) = 1, nejednakost (7) implicira:

( / f(x)du> <) [ Fn (9)

Uvedimo normu nd., sa

171l = V) = \//fQ(:v)du, fe L. (10)

Za vjezbu, koristéi se osobinama skalarnog proizvoda, pokaZite da normaiskafia
jedn&inom (10) zadovoljava uslove definicije norme:

L lafll = falll£11

2. Akoje||f|| =0, onda jef ekvivalentna nula funkciji,

3 f+all < A+ Hlgll-
Teorem 5.7. Prostor L, je kompletan.

Primjedba. ProstorM je kompletan ako svaki Cauchyjev niz konvergir&kanu pros-
toraM.

Dokaz. Koristeti se teoremom o ogratenoj konvergencijii Fatouovom lemom. B
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5.2 Uvod u metricke prostore

Metri Cki prostori

Definicija 5.8. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za funkcij: X x X — R
kazemo da je metrika ili meftka funkcija naX ako zadovoljava sljedacetiri uslova
za proizvoljner, y i z iz X:

M1. d(z,y) > 0,

M2. d(z,y) = 0 ako i samo aka: = y,
M3. d(z,y) = d(y, ),

M4. d(z,y) < d(x,2) + d(z,y).

Tada kaZzemo da je skup snabdjeven metrikomrii nazivamo ga metéki prostor. Ele-
mente skup& nazivamo tdkama, a realan brdjz, y) nazivamo rastojanjem izmedju
taCakaz i y.

Dakle, metrEki prostor je uredjeni patX, d) kogacine skupX i na njemu uvedena
metrikad.

Uslovi M1.-M4. nazivaju se aksiomi metrike, a pojedina to supozitivna definit-
nost(M1.), strogost(M2.), simetricnos{M3.) i nejednakost trougléV4.).

Osobina(M4.), tj. nejednakost trougla se moZe generaizpvavilom mnogougla.

Lema 5.9. U svakom metrickom prostorX, d) vrijedi pravilo mnogougla, tj. za
proizvoljnezxy, za, ..., x, € X (n > 3), vrijedi

d($1,$n> S d(l’l,l’g) + d(l‘g,l‘g) + -+ d(xnfla Zn) .
Dokaz. Dokaz se izvodi matem&tkom indukcijom par € N. |

T3

€2

T
Slika 1: Pravilo mnogougla

Primjer. Neka jeX proizvoljan skup i neka je za, y € X zadato
_J 0 =y,
Funkcijad jeste metrika { X, d) nazivamo diskretni meitki prostor.
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Primjer. Skup realnih brojev® sa rastojanjem
d(lE,y) = |l‘ - y| )
predstavlja dobro nam poznati Euklidov prostor realne @rav

Primjer. SaR™ ozna&avamo skup svih uredjenihitorkirealnih brojeva: = (x1, 2, ..., T,,).
Metriku mozemo uvesti sa

[N

1 do(x,y) = (s (2 — i)?)

2. dp(z,y) = (Ci_(zi —y:)")" (p 2 1).
3. d(z,y) = maxi<i<p |T; — Yl
Ovim primjerom opravdavam@injenicu da je nekada neophodno koristiti definiciju

metrickog prostora kao uredjenog para, jer kao Sto vidimo, nanisthupu se mogu
zadati razitite metrike.

Primjer. SaCla, b] ozn&avamo skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu
[a, b]. Ako uvedemo funkciju

d(f,g) = sup |f(t) —g(t),

a<t<b

za proizvoljnef, g € C|a,b], dobijamo metiki prostor neprekidnih funkcija, koga
krate uob€ajeno piSemo samo §&a, b].

Slika 2: Metrika naC'[a, b]

Definicija 5.10. Za skupA, podskup mettikog prostord X, d), kazemo da je ograni-
Cen ili omedijen ako je skup rastojanja medjékama tog skupa ograten skup, tj.

(3C > 0)(Va,y € A) 0 < d(x,y) < C.

Primjer. JedinEni krug{(z,y) € R?|z? + y* < 1} je ogran€en skup UR?, dz).

57



Definicija 5.11. Neka jeA podskup metikog prostord X, d). Nenegativan broj
diamA = sup{d(z,y)| z,y € A},

nazivamo dijametrom skupd.

Jasno je da ako vrijediiam A = oo, da je tada skup neograen, tj. vrijedi,
Lema 5.12. Skup je ogranicen ako i samo ako mu je dijametar konacan.
Lema 5.13. Unija konatno mnogo ogranicenih skupova je ogranicerpsk

Definicija 5.14. Neka je (X, d) metricki prostor. Za proizvoljina € X i za pro-
izvoljnor > 0 skup
B(a,r) = {z € X|d(a,z) <r},

nazivamo otvorena kuglalf, sa centrom u ki a, polupré&nikar.

Skup
K(z,r)={x € X|d(a,z) <1},

nazivamo zatvorena kugla sa centrom ipolupre&nikar, a skup
S(a,r) = {z € X[ d(a,z) =r},
nazivamo sfera sa centronuupolupré&nikar.

Lema 5.15. Neka je(X, d) metricki prostor i neka jed C X. SkupA je ogranicen
ako i samo ako postojee X i r > 0, takvidajeA C B(z,r).

Definicija 5.16. Za skupG podskup metiikog prostord X, d) kazemo da je otvoren
ako vrijedi
(Vx € G)(Ze > 0) B(z,e) C G.

Definicija 5.17. Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup.

Teorem 5.18. Neka je( X, d) metricki prostor. Kolekcijar svih otvorenih podskupova
od X ima slijedece osobine.

1.2, XeT.
2. U, VeTondaUNV e€T.

3. Miel)O; €T = Uies0; €T.

4. Ve,ye X, 2 #y)AU,VeT) e cUAyeVAUNV =0).

Familija 7 koja zadovoljava osobine 1., 2. i 3. naziva se topologijaXha ako
zadovoljava joS i osobinu 4., naziva se Hausdorffova tagifgna X .

Definicija 5.19. Za skupA, podskup metiikog prostord X, d), kazemo da je okolina
tatkex € X, ako postoji otvoren skug, takav da je

zre€OCA.
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Uobicajeno u gornjoj definiciji umjesto bilo kog otvorenog skupahtjevamo pos-
tojanje neke kugle, tako da je

x € B(x,e) CA.

Tako na realnoj pravoj, za skup kazemo da je okolina &e z, ako postojice > 0,
takav da je
(x—e,x4+e)CA.

Definicija 5.20. Neka je(X, d) metricki prostor. T8kuz € A C X nazivamo izolo-
vanom t&kom skupad, ako postoji okolina t&kex u kojoj osim t&kex nema drugih
taCaka iz skup&.

Definicija 5.21. Tatkax € A je tatka nagomilavanja skup#, ako se u svakoj okolini
taCke x nalazi bar jedna t&ka skupaA razliCita odx. Skup svih tdaka nagomilavanja
skupaA nazivamo izvodni skup i ozgavamo ga sa’.

Ako skup sadrZi sve svojedke nagomilavanja, on je onda zatvoren skup t&a
ako skupuA "dodamo" sve njegove t&e nagomilavanja, dobijamo novi skup koga
nazivamo adherencija ili zatvorenje skupa, a éavamo ga sal. Pri tome dakle
vrijedi

A=AUA.

5.3 Konvergencija u metrickim prostorima

Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 5.22. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz(z,),en C X kaZzemo da
konvergira karg € X, ako vrijedi

d(zp,z0) >0, (n — 00).
éinjenicu da nizz,),en konvergira ka téki xy uobicajeno zapisujemo sa, —

g (n — o0) ili
lim x, = xq .

n—oo
Gore definisanu konvergenciju nazivakamvergencija po metrici
Teorem 5.23. U metriCkom prostoru, konvergentan niz moze konvergsatio jednoj
tacki.
Dokaz. Neka je(z,)neny C X za koga vrijediz,, — o’ i z,, — 2" (n — o0). Na
osnovu relacije trougla imamo
0 <d(z',2") <d(',zn) + d(zp,2"),

za proizvoljnon € N. Desna strana teZi 0 kada— oo, pa @igledno mora vrijediti
d(z',2") = 0, odnoshar’ = z”. |
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Teorem 5.24. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je(z,)neny € X 1 nekax,, — o (n — oo). Uzimajlti da jee = 1,
imamo da postojiy € N, takav da za svake > ny, vrijedi

d(In,I()) <1.

Ozn&imo saR’ = max{d(zg, z1),d(xo, z2),...,d(zo, Tn,—1)}. Neka je sadaR =
R’ + 1. Tada @igledno vrijedi

(Vn € N) z,, € B(xo, R) ,
tj. niz je ograncen. |

Definicija 5.25. Neka je(X, d) metricki prostor. Za nizz,,),en C X kaZzemo da je
Cauchyijev niz ako vrijedi

(Ve > 0)(Tng =no(e) € N)(Vn,m € N)(n,m > ng = d(zn,zm) <€) .

Drug&tije receno, niz je Cauchyjev ako vrijedi

nrlrllrgoo d(zp,zm) =0.

Teorem 5.26. Svaki Cauchyijev niz je ogranicen.

Teorem 5.27. Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.

Dokaz. Neka je(x, )nen konvergentan niz i neka, — = (n — oc). Nekajes > 0
proizvoljno. Na osnovu definicije konvergencije imamo

(Ino € N)(Vn € N) (n >ng = d(xg,x) < %) .

Neka su sadan,n € Ninekajem,n > ng. Tada je
A(n, ) < d(xp,x) +d(z,2m) < €,
a ovo zndi da je niz Cauchyjev. |
Da Cauchyjev niz nemora biti konvergentan, dovoljno je pasati niz(z,,)nen C
Q, gdje jex,, decimalni zapis broja’2 nan decimala. Jasno je da niz nije konvergen-

tan uQ, . z, — v2 ¢ Q. Medjutim, cigledno je zaw > m, d(zy,2m) < 1o — 0
kadan, m — oo, tj. niz je Cauchyjev.

Definicija 5.28. Za metrEki prostor u kome je svaki Cauchyjev niz konvergentan ka-
Zzemo da je kompletan ili potpun meiki prostor.

Teorem 5.29. Metricki prostor(X, d) je kompletan ako i samo ako presjek proizvolj-
nog monotono opadajuteg niza zatvorenih kugli, Ciji njardetara tezi ka 0, sadrzZi
tacno jednu tacku.
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5.4 Kompaktnost u metrickim prostorima

Kompaktnost u metrickim prostorima

Definicija 5.30. Neka jeM podskup metikog prostoraX. Za skupM kaZzemo da je
relativno kompaktan ako se iz svakog nizdZlimoZe izdvoijiti konvergentan podniz,
tj.

(v(:cn>n€N - M)(E(:Enk)kGN C (xn>n€N> Tn, — L0, (k - OO) , xo € X .

Ako je pritomez, € M, kazemo da jé// kompaktan skup.

Teorem 5.31. Svaki kompaktan metricki prostor je i kompletan.

Dokaz. Neka je X kompaktan metiki prostor i neka j§x,,),en proizvoljan Cauc-
hyjev niz uX. Zbog kompaktnosti, postoji podn{z,,, ) naseg niza koji je konvergen-
tan,z,, — zo € X (kK — o0). Sadaimamo

d(xn,20) < d(Tn, Tn,) + d(2n,, o) -

Prvi sabirak na desnoj strani moZemginiti proizvoljno malim jer je niz Caucyjev, a
drugi takodje, zbog konvergencije podniza. Dakle,

d(xp,29) = 0, (n — 00),

tj. niz (z,,)nen je konvergentan, pa zbog proizvoljnosti niza, prostoje kompletan.
|

Teorem 5.32. Svaki kompaktan skup je zatvoren.

Dokaz. Neka je M kompaktan skup i neka jer,,) C M, takav daz,, — z( kada
n — oo. Zbog kompaktnosti skupa, post@ji,, ) C (z,), takav dac,, — 2’ (k —
oo) i pritome jex’ € M. Zbog jedinstvenosti tke konvergencije, zakljtujemo da je
zo = ¢’, odnosnary € M, pa dakleM sadrzi sve svoje tke nagomilavanie te je kao
takav, zatvoren skup. |

Teorem 5.33. Svaki relativno kompaktan skup je ogranicen.

Dokaz. Neka je M relativno kompaktan podskup metkiog prostoraX. Pretposta-
vimo daM nije ogran€en. M nije prazan, pa postoji, € M. Kako M nije ograni-
¢en, toM nije sadrzan u kuglB(zy, 1), te zakljlEujemo da postoji; € M, takav da
x1 ¢ B(xo,1) odnosnod(zg,z1) > 1. Ozn&imo sar = d(xo,x1) + 1, pa opet zbog
neogranienosti rezonujemo d&/ nije sadrzan ni u kuglB(zo, r), tj. postojize € M
takav da jel(zg,z2) > r > 1. Kako je

1+ d(xo, 1) = r < d(x0,72) < d(20,71) + d(21,72) ,
zakljuGujemo da jed(z1,2z2) > 1. Jasno je da sada ovaj postupak mozemo produ-

Ziti i na taj n&in formirati niz (x,,) sa osobino da za proizvoljne m < N vrijedi
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d(xn,xm) > 1. Ovo zn&i da se iz datog niza ne moze izdvojiti niti jedan konver-
gentan podniz, a to se opet kosi sa pretpostavkom o relattomapaktnosti skupa/.
Dakle, M mora biti ogranten skup. |

Na osnovu Teorema 5.32 i Teorema 5.33, vidimo da u proizeaijmetrtkom
prostoru kompaktnost skupa imlicira njegovu ogtamost i zatvorenost.

U opStem sldaju, ograntenost i zatvorenost skupa ne dovode do njegove kompak-
tnosti, ali u nekim specijalnim siiajevima do toga ipak dolazi.

Teorem 5.34. U svakom konacno dimenzionalnom metriCkom prostoredisijpko je
skup ograniCen i zatvoren, onda je on kompaktan.

Definicija 5.35. Neka suM i N podskupovi metikog prostoraX. Neka jes > 0
fiksiran realan broj. Za skufy kazemo da je-mreza skupd/ ako za svaka: € M,
postojiy € N, tako da jed(x,y) < . Ako je N kompaktan skup, kazemo da jé
kompaktna-mreza, a ako je korgan skup, kazemo da je kairaae-mreza.

Lema 5.36. SkupN je e-mreza € > 0) skupaM ako i samo ako vrijedi

M C U B(z,e¢) .
zEN

Teorem 5.37. Potreban uslov za relativnu kompaktnost skugaC X jeste da za
svakos > 0, postoji konaCna-mreza skupd/. Ako je metricki prostoX’ kompletan,
gornji uslov je i dovoljan.

Neprekidne funkcije u metri€kim prostorima

Definicija 5.38. Neka su(X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Za preslikavanj¢ :
X — Y kaZzemo da je neprekidno uttd zo € X ako

(Ve > 0)(36 = () > 0)(Vx € X)(dx(z0,2) <6 = dy(f(z0), f(z)) <e).
Preslikavanje je neprekidno & ako je neprekidno u svakojdki x € X.

Teorem 5.39. Neka su(X, dx) i (Y, dy) metriCki prostoriif : X — Y. Sliedeta
tvrdjenja su ekvivalentna.

1. f je neprekidna nax.
2. (Vo € X)(Ve > 0)(30 > 0) f(B(x,0)) C B(f(z),e).

3. Za svaki otvoreni skupg C Y je f~1(V) otvoren skup W¥.
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5.5 Uvod u normirane prostore

Normirani prostori
Definicija 5.40. Neka je X linearan vektorski prostor, na kome je definisana funkcija
[|-]] : X — R* U {0}, sa sljedéim osobinama

1. (Vx € X) ||z| > 0.

2. Akojelz|| = 0, ondajex = 0.

3. (VA e @)(Vx € X) || Az| = |\ ||z

4. (Vo,y € X) |lz +yll < flzll + llyl-
Tada za funkciju|-|| kazemo da je norma n¥, a zaX kaZzemo da je normiran linearan
vektorski prostor.

Lema 5.41. Neka jeX normiran linearan vektorski prostor. Tada za proizvoljng €
X vrijedi
Hlzll =Nyl T < llz =yl -

Dokaz. Neka sur,y € X proizvoljni. 1z relacije trougla imamo
[zl =llz =y +yll < llz =yl + vl

odnosno,
lzll = Iyl < llz =yl - (11)
Prostom zamjenom ulogai y, dobijamo

Iyl = llzll < llz =yl
ili
=z =yl < ll=l = Iyl - (12)
1z (11) i (12) dobijamo traZenu nejednakost. |

Defini§imo sada porw norme, funkcijud : X x X — R* U {0}, na sljedéi
natin
d(l‘,y) = ||IfyH y T,Y € X.
Nije teSko provjeriti da ovako definisana funkcija zadoaed sve uslove Definicije 5.8,
pa je na ovaj nén uvedena metrika n&, za koju kazemo da je inducirana normom u
datom prostoru.

Samim tim imamo da je svaki normiran linearan vektorski fmosjedno i metrEki
prostor, te sve Sto je éeno za metiike prostore vrijedi i za normirane prostore.
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5.6 Euklidovi prostori
Euklidovi prostori

Ranije smo definisali pojam uredjenetorke. Descartesov proizvod skupo¥a
(i =1,2,...,n) smo obiljezavali sa

X1 X XQ X ... X Xn = {(Zl,ZQ, ,L]Z‘n) LT € Xi, 1= 1,2, ,n} .
Specijalno, ako uzmemo dajé; =R (i = 1,2, ..., n), koristimo kr&u oznaku

R’n — {(3517352; ;Zn> - c R7 Z = 172, ,n} .

Za dvije t&ke X, Y € R™ kazemo da su jednake ako su im jednake odgoveeaju
koordinate i piSemd{ = Y. U suprotnom su t&ke razltite, X # Y. Neka su n&"
definisane sljede funkcije: zaX (z1, z2, ..., x5) i Y (y1, Y2, ..., Yn) iZ R™

1
n ) 2 '
da2(X,Y) = (;(% — i) ) P deo(X,Y) = fgﬁgnbfi —yil -
Obje funkcije zadovoljavaju osobine metrike, pa su one iketmaR"™ i tada prostor
R"™ sa jednom od tih metrika nazivamedimenzionalni euklidski prostor. Za = 1
imamo 1-dimenzionalni euklidski prostor (realna prava)amle rastojanje izmedju
dvije tatke mjerimo sa
d(z,y) = |z —y| .

Zan = 2 imamo 2-dimenzionalni euklidski prostor koga geometiijgkerpretiramo
kao realnu ravan, u kome rastojanjéuaamo sa npr.

2

do(X,Y) = <Z(fﬂz - yi>2> = V(@1 —y1)% + (22 — y2)? .

i=1

Zan = 3 imamo 3-dimenzionalni euklidski prostor koga geometrijsterpretiramo

Y(ylv y2)

1
ey

X(z1,29)

kao uobtajeni realni prostor gdje rastojanje mjerimo metrikdm Pri tome je za
X(z1,y1,21) 1Y (22,92, 22) iz R?,

AX,Y) = /(x1 —22)2 + (y1 — y2)* + (21 — 22)2 .
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Definicija 5.42. Uredjenan-torka realnih brojeva:, xs, ..., z,, naziva se tékom n-
dimenzionalnog realnog prostora i ozagamo je s&X = X (x1,x2, ..., ¥, ). Realne
brojevezy, o, ..., z, nazivamo koordinatamadke X .

Za realan niZa,),cn, Poznat nam je Cauchyijev kriterij konvergencije, tj. dati n
je konvergentan ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(Vp € N)(n > np = |an4p — an| <) .

Definisimo naR™ (n € N) funkciju || - ||, koja e svakom elementu iR" pridruZziti
nenegativan broj, na sljedienatin

1
n 2
|| X|| = \/x% + 23441l = (me) , X (1,22, ...,2p) ER™ . (13)
i—1

Nije teSko provjeriti da ovako uvedena funkcija zadovdajave osobine iz Definicije
5.40, pa ona predstavlja normu na linearnom vektorskont@mo®R"™. Jasno, hormu
naR”™ smo mogli uvesti i na neki drugi &, a zaSto smo bas ovako, odgovor lezi u
slied&€em. Pomoéu norme sada mozemo definisati rastojanj@®faa ono je za ovu
normu dato sa

AX,Y) = |IX = Y]] = <Z<xi y>> ,

gdje suX (z1, 22, ..., xn) 1 Y(y1,¥2, ..., yn) iz R™. UoCimo da je indukovana metrika
normom (13), upravo euklidska metrika.

Nije teSko primjetiti da norma &ke u prostoriR™, nije nisSta drugo do udaljenost
te tatke od koordinatnog gietka, odnosno to je intenzitet radijus vektora tikéa

5.7 Jaka konvergencija
Jaka (srednja) konvergencija

Uvodeti normu uLs, takader smo uveli i tip konvergencije na kvadratno integra-
bilnim funkcijama, naime
zn&ida
nh—>nc;lo [fn(x) - f(x)]Qd,u =0.
Takva konvergencija funkcija se naziva jaka konvergenegaosno nekad srednja kva-
dratna konvergencija.

Sada nas interesuje veza iziekoncepta jake i uniformne konvergenicje.

Teorem 5.43. Ako niz[f,(z)] funkcija u L, konvergira uniformno k& (x), onda je
f € Lainiz{f,(x)} jako konvergira kaf ().
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Dokaz. Neka jes > 0. Ako jen € N dovoljno veliko, onda je

fule) — F(2)] <<,
odakle je
/ (fu(2) — f(2))dp < 2p(R).

Ova nejednakost odmah daje rezultat teoreme. |

Iz ove teoreme slijedi da ako se svaka funkgijag L, moZe proizvoljno precizno
aproksimirati funkcijamg,, € M C L, u smislu uniformne konvergencije, onda ih se
moce iskoristiti da se aproksimira bilo koja funkcijafiz u smislu jake konvergencije.

Stoga moZemo aproksimirati bilo koju funkciju € L, do proizvoljnog stepena
preciznosti pomeu prostih funkcija koje pripadajils.

Neka stoga prosta funkciji(x) uzima vrijednosty, ya, . . . , Yn, . . . NA Skupovima
Ei,...,E,,.... Kako je f? integrabilna, red

S uEn(E) = [ £y

konvergira. Izaberimo bray € N tako da

> yiu(En) <e
n>N
i stavimo (@)
| f(z) za =ze€E;i<N,
fN(m)_{ 0 za z€ E;i>N.
Onda imamo

JU@ = tx@Pdu= Y () <<,

n>N

tj. funkcije fy, koje uzimaju konéno mnogo vrijednosti, aproksimiraju funkcijt
proizvoljno precizno. Neka j& mijerljiv prostor koji ima mjeru koja zadovoljava
uslov : svi otvoreni i svi zatvoreni skupovi®d su mjerljivi i za bilo kojeM C R,

p (M) = inf u(G).

Onda vrijedi slijedéa teorema:
Teorem 5.44. Skup svih neprekidnih funkcija je kompletah 4

Teorem 5.45. Ako niz{ f,,(z)} jako konvergira kaf (x), onda se moze izabrati podniz
fn,, () Koji konvergira kaf (=) skoro svuda.
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Primjedba. S druge strane konvergencija skoro svudaék svuda) ne implicira jaku
konvergenciju.
n za ze(0,1),

In(2) { 0 inae. !

Ovaj niz konvergira nuli svuda 8, 1}, medutim
1
/ f2(x)dr = n — oo,
0
Nejednakost Tchebisheva (akodér) > 0 na 4, onda je

plaiae Ao > e < ¢ [ o)

implicira da ako niz jako konvergira, on konvergira po mjeri

Odnosi izmdu razltitih vrsta konvergencije je prikazana ispod:

‘ Uniform convergence

|
| i

Convergence in the mean Convergence almost, everywhere

‘—) Convergence in measure

5.8 L, prostori sa prebrojivom bazom
Lo prostori sa prebrojivom bazom

UopsSteno govord, Lo prostor funkcija koje su kvadratno integrabilne zavisi od
izbora prostoraR i mjere . Puna notacija bi trebala bifis (R, ).

Samo je u eksepcionalnim slajevima prostofL. (R, ) kona&nodimenzionalan.

Od vete vaznosti u analiu su prostdri (R, 1) u kojima je dimenzijgprebrojiva,
Sta god to sad zft#do ;) Kako bismo mogli okarakterisati ove prostore, tnetogajos
jedan konceptiz teorije mjere. U skufd mjerljivih skupova prostor# (Cija je mjera
po pretpostavci korfama), mozemo uvesti pojaodaljenostistavljajLEi

p(A, B) = u(ALB).
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Ako identificiramo one skupove i B za koje jeu(AAB) = 0, onda skupt sa
funkcijom udaljenosti zadovoljava sve uslove mikdg prostora. Napomena:

AAB = (B\B)U (B\ A) = (AUB)\ (AN B)

Prebrojiva baza

Definicija 5.46. KaZzemo da mjera ima prebrojivu bazuako metréki prostord)t sa-
drZi svuda prebrojiv gust skup.

Primjedba. U topologiji, podskupA skupa topoloSkog prostord naziva segustimu
X ako je svaka tékax u X ili ¢lan A ili tacka nagomilavanjal.

Neformalno, svaka tka iz X je ili u A ili je proizvoljno blizu nekoj t&ki u A.
Drugim rijeCima, mjerau ima prebrojivu bazu ako postoji prebrojiv sistem
A:{An}7 n:1527"'7

mjerljivih skupova prostora& (koji Cine bazu), takvih da, za bilo koji mjerlji¥/ C R
i bilo kojee > 0, moZzemo néi A, € A za koje

[L(MAA}C) < E.

Konkretno, Lebesgueova mjera na segmentu realne praveggigana sistemom inte-
vala, sa krajevima koji su racionalni brojevi, kao elememita skupovima. Budti da
je skup takvih intervala prebrojiv, Lebesgueova mjera imebpojivu bazu! Proizvod
1t = p1 X po dvije mjere sa prebrojivom bazom ima prebrojivu bazu, jerdabe sume
parnih proizvoda elemenata baze mjeresa elementima baze mjerg formiraju bazu
mjerep; X pg, Sto je lako provijeriti.

Stoga je Lebesgueova mjera ravni,a-tdimenzionalnog prostora, sa prebrojivom
bazom. Neka
Af AS, - A (14)

Cine prebrojivu bazu mjerg. Lako je provjeriti da, poveavajlEi gornji sistem sku-
pova, moZzemo formirati prebrojiva baza mjere

A17A2a"'7An7"'7 (15)

koja zadovoljava uslove:

1. sistem skupove?() je zatvoren u odnosu na operaciju oduzimanja;

2. sistem skupova?(?) sadrziR.

Iz uslova 1 i 2 slijedi da je sisten?®) zatvoren u odnosu na kofen broj unija i
presjeka skupova.
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Teorem 5.47. Ako mjeray ima prebrojivu bazu, onda postoji u prostofiy (R, 1)
svuda prebrojiv gust skup funkcija

f15f27"' af'm"' .

Za poseban sliaj kada jeR segment na realnoj pravoju Lebesgueova mjera,
prebrojiva baza U1 (R, ;1) se moZze dobiti klashijom metodom: kao takvu bazu mo-
Zemo uzeti, npr. skup svih polimona sa racionalnim koefitijga. On je svuda gust
(Cak i u smislu uniformne konvergencije - viezba) - u skupureknih funkcija, a
ove formiraju svuda gust skuply(R, p).
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