Prirodno-matematicki fakultet

Odsjek matematika

Mjera i integral - Finalni dio ispita
20.01.2016.

Ispit traje 2 sata. Zabranjeno je napustanje ispita u prvih 30 te u zadnjih 15 minuta trajanja ispita. Pisati
iskljucivo hemijskom olovkom plave ili crne boje. Prepisivanje ili pokusaji varanja bilo kakve vrste povlace
maksimalne posljedice.

1. (a) Definisati pojam mjerljivog skupa po Carathéodoryju i po Lebesgueu.

(b) Dokazati da svaka familija M mjerljivih skupova Cini o-algebru.
2. Dokazati da postoje nemjerljivi skupovi.

3. (a) Definisati mjerljive funkcije.
(b) Navesti i dokazati slabi teorem Egorova.
4. (a) Definsati integral proste funkcije na skupu konacne mjere, ograni¢ene izmjerljive funkcije na skopu
konacne mjere, nenegativne mjerljive funkcije, te Lebesgueov integral mjerljive funkcije.

(b) Navesti i dokazati teorem o ogranicenoj konvergenciji niza ograni¢enih funkcija definisanih na
skupu konacne mjere.

(c) Dokazati da ako je f nengativna funkcija koja je integrabilna na skupu F, za dato € > 0 postoji
d > 0 takvo da za svaki podskup A kona¢ne mjere skupa FE (u(A) < §) imamo

/Afdu<€.

5. (a) Definisati funkcije ogranicene varijacije.

(b) Dokazati da je svaka funkcija sa ograni¢enom varijacijom ograniCena, te da su zbir i proizvod dvije
funkcije ogranicene varijacije ponovo funkcije ograni¢ene varijacije.

(c) Dokazati da, ako je f integrabilna funkcija na [a, b], funkcija F' definisana sa

Flz) = / " fydt

je neprekidna funkcija ograniene varijacije na [a, b].

(d) Koje funkcije su neodredeni integral svoga izvoda i za$to?
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