Prirodno-matematicki fakultet

Odsjek matematika
Mjera 1 integral - Zadaca
03.01.2018.
Rijesene zadatke predati do kraja semestra
1. (a) Ako je funkcija f Riemann-integrabilna na svakom segmentu [o, 8],a < a < 8 < b, dali je f

(b)

(©

integrabilna i na [a, b].
RjeSenje. Ne mora biti! Posmatrajmo funkciju :

1o z#0
fle) = { 0; z=0
Jasno je za proizvoljno 6 > 0 vazi
1
(R)/ f(z)dz = —Iné,
0

dok je (R) [ f(z)dz = +o00.
Data je funkcija:

1, xeK
f(x)—{ 2 ze K¢
gdje je K Cantor-ov skup. Dokazati da je f(x) Lebesgue integrabilna i izracunati (L) fol f(x)dm.
Rjesenje. OCigledno je funkcija f ograni¢ena. Osim toga za proizvoljno ¢ € R skup {z € [0,1] :
f(z) > ¢} je mjerljiv, pa je funkcija f mjerljiva. Iz ograniCenosti funcije f tj. f(z) < M < oo
imamo

1 1
(L)/O f(x)dmg(L)/O Mdm = M < oo

dakle f je Lebesgue integrabilna.
Oznacimo sa K Cantor-ov skup. Tada vazi [0,1] = K U K. Na osnovu aditivnosti Lebesgue-ovog
integrala po granici, imamo

1
@) [ 1dm = @) [ f@yam+ (@) [ faim

Kako je m(K) = 0 slijedi (L) [, f(z)dm = 0.
Na K¢ je f(x) = 2 odakle je
(L) [ f(x)dm = (L) / 2dm = 2m(K%) =2
K¢ K¢
Dakle: (L) [ f(z)dm =0+2=2
Data je funkcija f(z) = > .-, dn(x) gdje je dn(x), n-ta cifra u decimalnom razvoju broja x €
[0, 1]. Dokazati da je funkcija integrabilna na [0, 1] i izraCunati (L) f01 f(x)dm.

Vn € N, je d,, jednostavna funkcija (na [0, 1]) jer uzima samo kona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti.
Zbog toga je:

=0
Odatle je onda
z)dm = dp(x)dm = /dnmdm: - =00
|t /Onz:l whim=3 [ dnarim=3_ 3



(d) Izralunati: fol f(x)dm gdje je

(—D)" g <z <4 n=0,1,2,...

f(f”):{ 0; 2=0

(e) Dabinenegativna izmjeriva funkcija f () na skupu E kona¢ne mjere bila integrabilna na tom skupu,
o0

potrebno je i dovoljno da red Z km(Ey) konvergira, gdje je By, = {x € E: k < f(z) < k+ 1}.
k=0
(f) Konstruisati na [0, 1] niz integrabilnih funkcija ( f,,) koje konvergiraju s.s. na [0, 1] nekoj integrabil-

noj funkciji f, tako da je
1

1
lim fn(x)dm#/o f(x)dm.

n—oo 0

(g) Konstruisati na proizvoljnom skupu E kona¢ne mjere niz integrabilnih funkcija ( f,,), takav da

i. Niz (f,,) konvergira s.s. ka integrabilnoj funkciji f.
. limy, oo fE fndm = fE fdm

iii. Ne postoji nenegativna integrabilna funkcija g(x) takva da je Vn € N, |f,,(z)| < g(z) s.s. na
E.

(a) Ako je f integrabilna na [a,b] iako je [ f(t)dt = 0, Va € [a,b] tada je f(x) = 0's.s. na [a, b)].

(b) Neka je f ogranicena i mjerljiva funkcija na [a,b] i neka je F(z) = [ f(t)dt + F(a). Tada je
F'(x) = f(s) s.s. na[a, b].

(a) Dali su skupovi Ca, b] i V'[a, b] usporedivi?

(b) Neka je f € V[0,1] i neka je ¢(z) strogo monotono rastuca i neprekidna funkcija na [«, /], takva
daje () =0, ¢(B) = 1. Dokazati da je funkcija F'(x) = (f¢)(x) ograniCene varijacije na [, (]
idajeVif = VJF.

(c) Neka je funkcija f ograniene varijacije na segmentu [a, b] i neka je f(z) > ¢ > 0 svuda na [a, b].
Dokazati da je i funkcija g(x) = ﬁ ograniene varijacije na [a, b].

(a) Iskazati i dokazati teorem o vezi Stieltjesovog integrala i Riemannovog integrala.
(b) Nekaje f(x) = 2% i neka je

() = 0 ; z<1
CAS VA |

Izracunati f02 fdg.



