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Manifest

NaSa misija:Prikazati objedinjeno §to je moge viSe matematkih metoda u mo-
dernoj fizici.

Jako mnogo matematike se tokom studija radi bez osvrta nleré&tmu problema-
tiku gdje se konkretno iskoristi. Veza izmedju matematikike je intrinzicna, a
razlika izmedju ove dvije nauke je i donekle umjetno stvaremmatematika i fizika
su oduvijek vezane jedna za drugu i jedna drugu nadopuripgpiriraju, forsiraju i
guraju ka progresu. Nebrojeno je mnogo primjera gdje jedin& potreba dovela do
velikih matematikih pronalazakai obratno.

Mi €emo u ovom kursu pokuSati povezati Sto je viSe néegiosadasnjeg znanja iz
matematiku sa konkretnim fizikalnim problemima.

Manifest

Kakav e ovaj predmet bitlDvo ce biti “metodski” kurs, koji se nige baviti toliko
dokazima teorema, koliko njihovom primjenom. Medjutimédidosta definicija, te-
orema, propozicija koje mozda niste vidjeli, ali su vezamemoge matemditke grane
koje ste do sada imali priliku vidjeti.

PokuSatemo pokriti u metodskom smislu &@u direktno primjenjivih matemdii
kih grana, no mozdae u tomu biti i nesto iznenadjujih oblasti za sve! Predznanje:

e Linearna algebra i teorija grupa, algebri i prstena;

e Diferencijalna geometrija;

e Obicne diferencijalne jedriine;

Parcijalne diferencijalne jeddme;

Hilbertovi i Banachovi prostori.

1.2 Program

Program

Program kao takage rasti kako kurs bude napredovao, no sigurase sastojati
od:

e Primjene obtnih i parcijalnih diferencijalnih jedri@na;



Integrala i integralnih trasformacija;

¢ Problema svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija;

Teorija perturbacija;

Varijacionog r&una (osnovnog);

e Tenzorske analize i diferencijalne geometrije;

Teorije grupa i grupnih reprezentacija;

e itd.

2 Diferencijalne jednaCine
Obicne diferencijalne jedneine

Citav problem izvoda kao takvih je naravno izrastao iz dearézikalne prirode -
u 17. stolj€u, Europski matemdiari kao Sto su Isaac Barrow, René Descartes, Pierre
de Fermat, Blaise Pascal, John Wallis i drugi su diskutagiaju izvoda.

Kokretno, u djelima “Methodus ad disquirendam maximam etima” i “De tan-
gentibus linearum curvarum”, Fermat je razvio metodu pomimje su se mogli odre-
diti maksimumi, minimumi i tangente ragliih krivih, koja je u stvari bila ekvivalentna
diferenciranju.

Naravno, tek djeloDe Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinisas
aca Newtona se smatra pravimgatkom analize, iako je ostalo neobjavljeno za njego-
vog Zivota. Naravnokalkuluskao takav je izrastao pod paskom Newtona i Leibniza.
Newton je to kalkulusa doSao tokom istraZivanja fizike i getnije, te je kalkulus sma-
trao na@nim opisom stvaranja kretanja i v@la. U suprotnosti, Leibniz se fokusirao
na problem tangenti i smatrao je da je kalkulus meté&fiaziobjaSnjenje promjene.

Sve ove metode koje su nezavisno jedan od drugoga razvilidteirLeibniz su
naravno proistekle iz potrebe modernih daika za novim alatima kojima mogui rijesiti
probleme iz fizike, pogotovu u oblastima mehanike i optike.

Diferencijalne jednacCine

Diferencijalne jednalineu pdele sa Lebnizom, bé@m Bernoulli i drugima od
1680tih godina, ne zadugo od Newtonovih ‘fluksionalnih @ina’ iz 1670tih.



1676 god. Isaac Newton je rijeSio svoju prvu diferencijajadn&inu, dok je
1693. god. Gottfried Leibniz rijSio svoju prvu diferendija jedn&inu i te iste go-
dine Newton objavljuje svoje prethodne rezultate metopgaivanja diferencijalnih
jedn&ina i ta godina se dgenito uzima kao ptetak teorije diferencijalnih jedgéma
kao zasebne mateméite grane. Svicarski mateméri, bra&a Jacob i Johann Ber-
noulli su bili medu prvim interpretatorima Leibnizove verzije diferentijag reuna,
koji se nisu slagali sa Newtonovim rezultatima i smatralirsplagijatima Leibnizovog
rada.

Navodno je prva knjiga o diferencijalnim jedtinama bila knjiga talijanskog ma-
temattara Gabrielea Mafredia iz 1707. god. pod naslovom ‘O kosiji diferen-
cijalnih jedn&ina prvog reda’ (De constructionae aequationum difféaéiatn primi
gradus). Véina radova o olgnim i parcijalnim diferencijalnim jedr@nama objavlje-
nih tokom 18. stoljéa su razvijali Leibnizov pristup, te je teorija Zrggno uzapredo-
vala zahvaljujgi Leonhardu Euleru, Danielu Bernoulliu, Josephu Lagraridggerreu
Laplaceu.

2.1 Obicne diferencijalne jedn&ine

NaSe izitavanje ove problematike zajEttemo pregledom metoda za nalazenje rjeSe-
nja obEnih diferencijalnih jedn&na u zatvorenoj formi, zatirsemo posmatrati rjeSe-
nja u formi stepenih redova, te neke aproksimativhe metoda.

Nesto kasnije posmatraemo rjeSavanje ponga integralih transformacija, te pri-
mjenu Greenove funkcije i metode svojstenih funkcija. NuGle metode€emo ge-
neralno izbjegavati, jer je tomu posen cijeli jedan kurs. Diferencijalne jedtiae
su, najjednostavnijim rifgnikom re&eno, jednéine koje sadrZe izvode! Otrie dife-
rencijalne jednéine (ODE) kao Sto samo ime kaZe sadrZe samorebizvode, a ne
parcijalne i opisuju odnose izrda ovih izvoda zavisne promjenljive, koju @io 0z-
naavamo sa. RjeSenje ODE je stoga funkcija ad obi¢no se oznéava say(x).

Definicija 2.1. Obilna diferencijalna jedr@ana (n-tog reda) je jedi@ana oblika
f(x7y) y/) y//7 MR y(n)) = 07
gdje jer nezavisna promjenljiva, nepoznata funkcija,#, 3", . . . suizvodi nepoznate

funkcije.

Kako bi ODE imala rjeSenje zatvorenog oblika, moramcdteraziti y (=) koris-
teci se elemetarnim funkcijama ad RjeSenja nekih jedi@na se ne mogu napisati u
takvoj formi, no tada se mozda mogu zapisati na neki dtijigeacin.

Ocito, obkne diferencijalne jedriane mogu se podijeliti na zgodangiaa u razli-
Cite kategorije, prema njihovim karakteristikama. Primagrupiranje koje koristimo



je prema redu jedriane. Red jednéine je jednostavno najeered izvoda koji se po-
javijuje u jedn&ini. Takodjer, moZemo podijeliti ODE prema stepenu - tjempa
stepenu na koji je izvod najéeg reda dignut nakon racionalizacije jedime.

d3?J dy 2
a2 =0
d:c$+m d:c+x ty
d3y

5 2
je treteg reda i drugog stepena, jer se nakon racionalizacijellilqjsa<ﬁ> .
i

Prvo cemo se prisjetiti nekih metoda za rjeSavanje ODE prvog.réjdarjeSavat
¢temo problem

y/ = f(xay) ) (1)

sa p&etnim (inicijalnim) uslovormy(xo) = yo .

Jednafina sa razdvojenim promjenljivima

To je jedn&ina kod koje se u (1) desha strana moZe napisati kao provipal
funkcija od kojih jedna zavisi samo ad a druga samo og, tj. jedn&ina koja ima
formu

Y = f(z)g(y) - 2)

Sljedetim teoremom dati su uslovi za postojanje i jedinstvenestanja jedn@ne

).

Teorema 2.2. Neka je funkcijaf (x) neprekidna na intervalda, b) i neka je funkcija
g(y) neprekidna i razliCita od nule na intervale, d). Tada postoji jedinstveno rieSenje
jednacine (2) koje zadovoljava polazni uskpitg) = yo (zo € (a,b) , yo € (c,d)) |
definisano je u nekoj okolini tacke.

Primjer 2.3. Rijesiti jednacinuxy’ = %.Jednaéinu dovodimo u oblik
Y

r_ Y
z(y+1)°

Y

iz koga uotavamo da je data jednacina sa razdvojenim pnlina (f (z) = % ,
g(y) = ﬁ) Razdvajamo promijenljive koristeti jednakgst %

(y+dy  dx

Yy x

Sada integralimo posljednju jednacinu i rjieSavanjemgnéda na lijevoj i desnoj strani
dobijamo rjeSenje diferencijalne jednaling Iny = Inxz + C .



Primjer 2.4. Odrediti ono rjeenje diferencijalne jednacine = 6y°z koje zadovo-

ljiava uslovy(1) = 5.

Data diferencijalna jednacina je jednaCina sa razdvajempromjenljivima. Zato
prvo razdvojimo promjenljive

Nakon integriranja posljednje jednakosti

/y_chy:6/chac7

dobijamo

1
——=32"+C,
Y
odnosno, rjieSenje diferencijalne jediz je
1
V@ = gayes

gdje jeC proizvoljna realna konstanta. Za razfidmamo razl€ite funkcije rjeSenja,
Sto je prikazano na Slici 1.

Naci ono rjeSenje koje zadovoljava uslgyl) = 5=, zn&i od svih funkcija izabrati
onu za koju jeC' odredjen ovim uslovom, tj.

1 1
25 34+C7

odakle nakon krzeg r&una dobijamd” = —28, €iji je graf dat na Slici 3.

Homogena jedn&ina

Za funkciju f (z,y, . . .) kazemo da je homogena stepenakoliko je

flaz,ay,...)=d" f(z,y,...).

Homogena jedrina je jednaina oblika

v-i) ©



C=-2

C=-3
C=—4—
C=-5—

Slika 1: Grafovi rjeSenjaz&' < 0
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Slika 2: Grafovi rjeSenja z& > 0

gdje je f neprekidna funkcija u nekom intervala,b). Datu jedn&inu rijeSavamo
smjenom

odakle se nalaZzenjem izvoda pama
y'(2) = ' (2)z +u(z) .
Ubacuji&i posljednje dvije jednakosti u jed@iau (3), dobijamo jedn&nu

1 f(“)_u

u =
x

koja predstavlja jedré@nu sa razdvojnim promjenljivima.

Primjer 2.5. Rijesiti diferencijalnu jednacinuy’ = i—g Prvo uocimo da desnu



Slika 3: Graf funkcijey(z) = ——t55

stranu date jednacine moZemo trnsformisati, tj.

odakle je oCigledno da je data jednacina homogena. Saddimo smjenu

u=2, y=vrtu.
T

Polazna jednacina sada dobija oblik

1+u
1—u

v+ u=

)

odnosno
, 2u

(1 —w)
Posljednja jedné@na je jednéina sa razdvojenim promjenljivim&jjim rjeSavanjem
prema ranije izloZenom postupku dobijamo

1
5(1nu7u) =hz+C,

odnosno, vraajLei smjenu

1
—(lng—g) =Inzx+C.
2 r x

Primjer 2.6. Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jednacine

,:2_:C+y

Y

Yy T

)
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koje zadovoljava usloy(1) = 2. Nakon smjene. = £, odakle jey’ = u'z + u,
dobijamo diferencijalnu jednacinu po

uUTr=—,
(3
a to je jednacina sa razdvojenim promjenljivima
2dx
palt

udu =

Integral€i ovu jedn&inu dobijamo
2
“7 —=2(lnz+C),

odnosno, rjeSenje poje

u(z) =+£2vInz + C.

VratajlEi se na polaznu funkcijy, imamo

y(x) = +2zvInz + C.

Slika 4: Grafik funkcijey(z) = +2zvInxz + C

Koristeti uslovy(1) = 2, jasno je da od gornja dva rieSenja koristimo ono sa znakom
+, a onda dobijamo jedidau poC

2V C =2,



odakle jeC = 1. Dakle rjeSenje zadatka je funkcija

y(z) = £2zvIlnx 4+ 1.

Ideju rjeSavanja iz prvog primjera primjenjujemo geneoaha rieSavanje diferen-
cijalnih jedn&ina oblika
, _ar+by

cx+dy
Medjutim, ako imamo jedri@nu oblika
, ar+by+c
=" 4
Y =zt ey+ f @
jasno je da gornja ideja nije primjenljiva. Ali i ovakve jeafiine rjieSavamo na slan
natin, prvo ih transformisci sljedeim smjenama.

r=u+aoa, y:v+ﬂv

gdje sua i B proizvoljni realni brojevi. UvrStavajti ove smjene u jedr@nu (4),
dobijamo
,  autbvt+aa+b8+c (5)
Y " dutevtdatef+f°

Povoljnim izborom zav i 3, tj. birajuci ih tako da bude zadovoljen sistem

aa+bB+c =
da+ef+f = 0,

jedn&ina (4) prelazi u poznati nam oblik jedtiae. Naravno, sistem iz koga odre-
djujemo vrijednosti zax i 5 Ce imati rjeSenje ako je njegova determinanta taaiod
nule, tj. ako vrijedi uslowvie — bd # 0.

Linearna jednacina

Diferencijalnu jednaina oblika

Y + f(x)y =g(z), (6)

gdje suf i g proizvoljne neprekidne funkcije, nazivartinearna diferencijalna jedna-
Cina.

Posmatrajmo sljeda tehniku nalazenja rjeSenja jedn#e (6), neGekivana ali
jako korisna. Pomnozimo nekom funkcijgmtz) jedn&inu (6) dakle,

w(@)y' + px) f(x)y = p(x)g(z) . (7)

10



NeaCekivanu ulogu ove funkcijg(z), kakva god ona bila, pofajmo i zahtjevom
p(@)f(z) = p'(z) . (8)
StavljajLti (8) u (7), dobijamo
@)y’ + 1 (x)y = p(x)g(x) 9)

i primjeCujemo da je tada izraz na lijevoj strani izvod proizvoda, fj

p(x)y' + p (2)y = (u(x)y)" (10)
te stavljaj&i (10) u (9), dobijamo
(1(@)y) = u(x)g(z) - (11)

Integrirajmo sada jediinu (11), imamo

Jt@yas = [ uwigtayis .

odnosno, primjenjujti poznato pravilo za neodredijeni integral, slijedi

p(x)y +C = /u(fc)g(fc)dfc : 12)
Kako nam je cilj n&i funkciju y(z), onda iz (12) lagano tainamo

_ Ju)g(x)dz + C
()

pri ¢emu smo iskoristiléinjenicu da je konstanta integrac{jfenepoznata, pa smo njen

zapis na desnoj strani, jednostavnosti radi, zapisali6a a ne kako bi réun dao sa

—C'. Posljednom jedrianom mi smo dobili rjeSenje jeddae (6). Ostaje "samo" da

se odgonetne, a Sta je ona fiekivana funkcija:(x). 1z jedn&ine (8) imamo

y(z) : (13)

p) _ oo au(e)Y = o
M(x)—f()<:>(1 ()" = f(z) .

Opet, integrirajai posljednju jednakost, dobijamo
Inpu(e) + D = /f(a:)da: ,

pa po istom principu kao malo prije, moZzemo pisati
Inp(z) = /f(:c)d:c +D.

Eksponencirajéi obje strane posljednje jednakosti, i koristeravila stepenovanija,
imamo
u(x) = el f@dz+D _ D[ f(z)dz

11



Kako je ie? konstanta, ne gulténa opstosti, koréno imamo
p(x) = Del @ (14)

i uobicejeno se ovakve funkcije sa ovakvom ulogom nazii@tiegracioni faktor Stav-
ljajuci (14) u (13), slijedi

W LD )
Yy oD [ f()dz

_ o[ i@ (/ o 1@y () 4 %) 7

pa kon&no uzimaj@&i daje% nova konstant&’, dobijamo krajnji oblik rjeSenja jed-

n&cine (6)

Sve ovo gore réeno iskazujemo tvrdjenjem

Teorema 2.7.Neka suf (z) i g(x) neprekidne funkcije naintervalu, b). Tada postoji
jedinstveno rjeSenje jednacine (6) koje zadovoljava palaslovy(xzg) = yo (xo €
(a,b) , yo € R) i definisano je Ua,b). RjeSenje jednaline je dato sa

y(gg) — e_ff(:c)dw (C+ /g(:weff(w)d:cdx)

Primjer 2.8. Rijesiti diferencijalnu jednatinuy’ +zy —2* = 0i odrediti ono riesenje
koje zadovoljava usloy(0) = 1.

Dovedimo jednacinu na zahtijevani oblik
y +ay=2".

To je linearna jednacina kod koje j§(x) = z i g(x) = 23. Sada je rjeSenje dato sa

Postavljeni uslov daje nam jedtiau poC
1=1-(C+(0-2)-1),

iz koje dobijamoC' = 3, a to je graf obojen crvenom bojom na Slici 5.

12



y C=-1
2 C=1
C=3
C=5

N

Slika 5: Grafik funkcijey(z) = e (C +(a? - 2)67)

Bernoullijeva jednacina

To je jedn&ina oblika
y' + f@)y = glx)y” (15)
gdje jea proizvoljan realan broj raaiit od 0 i od 1 (u oba ova stiaja jednéina (15)
bi se svela na linearnu jed@iau). Jednéinu (15) rijeSavamo smjenom

odakle se dobija
Z(z) = (1 —a)(y(@) "y (z) .
Iz posljiednje dvije jednakosti lako se dobija
) , 1

o
y:zl—a R y = 170421—@2/

Cijim uvrStavanjem u (15) i elementarnimétanom imamo
7+ (1 -a)f(z)z=(1-a)g(x),

tj. linearna jednéina poz.

Primjer 2.9. Rijesiti diferencijalnu jednatinuy’ — y = xy2.

Data jednacina je Bernoullijeva jednacina sa= 2, pa uvodimo smjenu



Sada racunamo potrebne zamjene

1 -2/

y=2z1,y =—-2"%

Cijim uvrStavanjem u polaznu jednacinu dobijamo

-2/ -1 —2

MnoZenjem posljednje jednakosti sa:? imamo
2 +2=—x,
ato je linearna jedr@nacije je rjeSenje
z=e%(C—(x+1)e"),

odakle vr&ajuti se na polaznu funkcijy imamo

1
V) = me @ e

3T C=-3
2[+ C=-1
i c=1
Il Il Il
SSSa— — T T
-2 = — ]
il J-
—_92 4
Q

Slika 6: Graf funkcijey(x) = m

Jedn&afina totalnog diferencijala

Opsta jednéina prvog reda u normalnom obliku

y' = f(z,y)

14



koristeti jednakost’ = %, mozZze se pisati u obliku
dy — f(z,y)dz =0,
Sto predstavlja specijalan slaj jedn&ine
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (16)

Ako postoji funkcijaF'(z,y) takva da je lijeva strana u (16) totalni diferencijal te
funkcije u nekoj oblasti, tj. da vazi

dF(z,y) = P(x,y)dz + Q(z,y)dy ,

pricemu je
OF . OF
um—— P i
o WMI® Q(z,y) ,
onda jednéinu (16) nazivamgednacina totalnog diferencijala Ako postoji funkcija

F(z,y) sa navedeim osobinama, onda zbog (16){(x, y) = 0, vrijedi
F(z,y) =c , ckonstanta a7

Jednakodu (17) je implicitno definisana funkcijga = g(x) na nekom intervalu, i na
tom intervalu je ta funkcija rjeSenje jedtine (16).

Napomenimo, da bi funkcija (17) definisala diferencijabifunkcijuy = g(x),
funkcija F, tj. funkcije P i Q moraju zadovoljavati uslove teorema o implicitnoj funk-
ciji. Ostaje nam joS odgovoriti na dva pitanja. Prvo, kaktansviti da lijeva strana
u (16) jeste totalni diferencijal neke funkcije, i drugopatamo da lijeva strana jeste
totalni difernecijal neke funkcije, kako odrediti tu furikc

Potsjetnik - linijski integral Il vrste

Krivolinijski integral druge vrste u opStem #laju zavisi od putanje po kojoj se vrSi
integracija. Medjutim, to nije uvijek skaj.

Ukoliko izraz Pdx + Qdy + Rdz predstavlja totalni diferencijal neke funkcije
u(z,y, z), onda integral vektoraP (z, y, z), Q(z,y, z), R(z,y,2)) po lukuL = AB
zavisi samo od akaA i B, a ne i od linije kojom su te &ke povezane.

Teorema 2.10.Neka je u oblastl” ¢ R?3 zadata neprekidna vektorska funkcija

7 = (P(Za Y, Z)v Q(xv Y, Z)a R(Za Y, Z)) .
Tada su sljedeca tvrdjenja ekvivalentna:

e Postoji funkcijau(z,y, z) sa neprekidnim prvim parcijalnim izvodima, defini-
sana u oblastl/, takva da je

@ZP@@@,@

ou
al‘ ay - Q(xvyaz) s o

5 R(z,y,z) .

15



e Krivolinijski integral druge vrstef , , Pdx + Qdy + Rdz po putanjiAB C V,
gdje suA(xo, yo, z0) | B(x1,y1,21) pocetna, odnosno krajnjadka te putanje,
ne zavisi od oblika putanje, nego samo othleaA i B. Pri tome vrijedi

/ Pda + Qdy + Rd= = u(w1, 1, 21) — (w0, 5o, 20) -
AB

e Krivolinijski integral
Pdx + Qdy + Rdz

C

po proizvoljnoj zatvorenoj putanji C V' jednak je nuli.

Na osnovu gornjeg teorema jasno je da se problentizravanja krivolinijskog
integrala druge vrste, kada on ne ovisi 0 putu integracijedglisna raspoznavanje kada
je podintegralna funkcija totalni diferencijal neke vetdie funkcije. Zato nam je od
interesa dati joS neki kriterijum za takvo "raspoznavanje"

Definicija 2.11. Za oblast/ c R? kazemo da je prosto povezana ako se svaka zatorena
dio-po-dio glatka krivac C V/, moze "stegnuti" u proizvoljnu &u M, € c, ostaj£i
pri tome u oblasti/.

Strogu matematku formulaciju pojma "stegnuti” ovdje Biemo razmatrati. Neka
on ostane u domenu intuitivnog ali navedimo neke primjeostar povezanih i nepo-
vezanih oblasti.

Unutra3njost proizvoljnog kruga i kvadrata su prosto pavezoblasti uR?, ali
krug bez svog centra to nije.

U R3 primjer prosto povezane oblasti su lopta i kocka, takodjelast ograriena
dvjema koncentiinim sferama. Torus je primjer oblastiR# koja nije prosto povezana.

Teorema 2.12.Neka je u prosto povezanoj oblastic R? zadata neprekdna vektor-
ska funkcija’ = (P(z,y,2), Q(z,y, 2), R(x,y, z)) koja ima neprekidne parcijalne
izvodedl, 90 00 98 O i ok
Oy' 0z' Oz ' 0z Ox oy *
Potreban i dovoljan uslov da integrdl, , Pdx + Qdy + Rdz, AB C V, ne zavisi
od putanjeAB, jeste da su ispunjeni uslovi

oP_0Q 99 _oR on_op
oy Oz’ 9z Oy’ dxr 0z

Primjer 2.13. lzraCunati:

—y T
74 dr + dy ,
c T’ +y? z? +y?

po putanjic koja predstavlja kruénicgz — 3)2 + y2 = 1.
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Kako suP(z,y) = ﬁ i Q(x,y) = —71,7 Neprekidne u oblasti ogranicenoj
krivomc i kako su
oP y? — x? Q)
dy ~ (@2 +12)?  Ou
i uz to neprekidne funkcije u istoj oblasti, to na osnovu &em 2.10 zakljuCujemo da
je dati integral jednak O.

Primjer 2.14. IzraCunati:

—y T
74 dr + dy ,
¢ T+ y? z? +y?

po putanjic koja predstavlja kru€nicu: = acost, y = asint, t € [0, 2x].Za razliku
od gornjeg primjera, ovdje su funkcijg, @, % i % neprekidne u svim tatkama
oblasti ograniCenom krivom osim u tacki(0, 0), ali oblast datog kruga bez tacke
(0,0) nije prosto povezana pa se ne mozemo pozvati na prethodedeivieme. Zato

sada imamo

2 :
-y T —asint .
dx + dy = / ( (—asint)+
St
aC(;b a cos t> dt = 2m.
a

2.2 Greenova formula

Veza izmedju dvojnog integrala po nekoj oblasti i krivojgkiog integrala po granici te
oblasti data je poznato@reenovom formulontJoimo prostu zatvorenu Krivei C R?
koja ograntava oblasD.

Ako sec sastoji od dijelova grafika dviju neprekidnih funkcjfa g, definisanih na
[a,b] i takvih da je f(z) < g(z) zaz € [a,], | eventualno dijelova pravilt = a i
x = b, ondatemo oblasD nazvati elementarnom obfa$u odnosu na osz.

Na slican bi n&in definisali elementarnu oblast u odnosu na ©gu Oblasti koje
su elementarne u odnosu na obje ose zovemo prosto elemantdriastima.

Teorema 2.15(Greenova teoremalNeka jeD C R? oblast ograni¢ena dio-po-dio
glatkom krivome. Ako su funkcijeP(z,y) i Q(z,y) neprekidne zajedno sa svojim

parcijalnim izvodima%, %, na zatvorenoj oblastD, tada vaZi jednakost

f& P(x,y)dx + Q(x,y)dy = //B (z—g - Z—]y)) dzdy . (18)

Pritome, oznaka™ u krivolinijskom integralu oznatava da se integracijaiwr§mjeru
pri kome tatke oblastD uvijek ostaju s lijeve strane u odnosu na kretanje.

17



1 2 3
(a) Elementarna oblast u odnosu@a (b) Elementarna oblast u odnosu na
Oy
Slika 7:

Teorema 2.16.Neka suP(z,y), Q(x,y), %(x,y) i %(x,y) neprekidne funkcije u
prosto povezanoj oblask). Da bi jednacina (16) bila jednacina totalnog difererada
neophodno je i dovoljno da za svaka y) € D vrijedi

oprP 0Q

Pri tome, funkcijaF’(x, y) Ciji je to totalni diferencijal data je sa
z y
F(x,y) = / P(t,y)dt —|—/ Q(z,t)dt ,
Zo Yo
gdje je(xo, yo) proizvoljna tatka oblastD.

Postavlja se pitanje Stainiti ako uslov (19) nije ispunjen pa jed@iaa (16) nije
jedn&ina totalnog diferencijala?Jedan odCima da se prevazidje taj problem jeste
prongi eventualno funkcijuh(z, y), razlicitu od nule, takvu da jeditana

h(l‘,y)P(Jﬁ,y)dl‘ + h(m,y)Q(m,y)dy =0

bude jednéina totalnog diferencijala. Funkcijgx, y), ukoliko postoji, naziva sate-
gracioni mnozitelj Potreban i dovoljan uslov za njeno postojanje imamo navasno
iskazanog teorema, tj. mora vrijediti

o(hP) 0(hQ)

dy — dz

odnosno, nakon iztanavanja ovih parcijalnih izvoda

1 oh oh 0Q 0P
(P=—Q—) === —-—.
h ( Oy Q&':c) Oxr Oy
NalaZenje integracionog mnozitelja predstavlja teZablem,cak sloZenijii od samog
polaznog problema i u opStem 8hju je nerjeSiv, jer bi u protivnom svaku jediau

(20)
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prvog reday’ = f(x,y) mogli rijeSiti elementarno. Ovdjéemo dati dva specijalna
sluaja kada se integracioni mnoZitelj ipak moZze eksplicimmeCunati. Ti slajevi su
okarakterisani specijalnim oblikom funkcijekoju trazimo i oni su

1. h je funkcija ovisna samo o promjenljivaj

2. h je funkcija ovisna samo o promjenljivgj

U prvom sli€aju, uslov (20) se svodi na jediiau

i (550

Ova jedn&@ina ima smisla samo ako je desna strana funkcija samo pndjivgex.
Ukoliko je to sliEaj, tj.

OP 0Q -
(Fy_%) /Q =u(x),
tada je
hl i )
h((;f)) = u(z) paje h(z) = Cel “@dx

Dakle zbog pojavljivanja konstan€e, integracionih mnozitelja ima beskairae mnogo,
ali u konkretnim situacijama se uzima najprostijiCtj= 1. Identtna je situacija za

sluaj2.. Tada, ako je
o°P 0Q B
(8_y - %> /Q=1(y),

onda integracioni mnozitelj ovisi samaoyd dat je sa
h(y) = Cel ")y
Primjer 2.17. Rijesiti jednacinudy — (y tgx + cosz)dz = 0.

Provjerom uslova%—g = % lako utvrdjujemo da polazna jednacina nije jednacina
totalnog diferencijala. Ostaje pokuSati naci integragionnozitelj. Kako je

oP  9Q\ , .
(8_y%> /Q=—tgx,

zaklju€ujemo da integracioni mnoZzitelj postoji i da je ankcija promjenljiver. Prema
navedenoj formuli za ovaj slucaj, imamo

h(z) = Ce™ J 8% — cogy

Sada je jedn&na
coszdy — cosz(ytga + cosz)dr =0
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jedn&ina totalnog diferencijala, i njeno je rjeSenje je dato sa

Y

x
F(:c,y):f/ (ytgt+cost)costdt+/ cos xdt |
Zo Yo
tj.
T

1 /s .
5 — 5(sin2x — sin 2xg) + 2y cos zg

ycosx —

F =
(@,y) 2cosx

2.3 Linearne jedn&ine viSeg reda

Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima

Opsti oblik linearne jedri@nen-tog reda je
ao(x)y(”) + al(x)y(nfl) + .t an(2)y = f(2),

gdje za funkcijef (x) i a;(z) (i = 1,2, ..., n) pretpostavljamo da su neprekidne funkcije
na nekom segmentl

Mi cemo se ovdje baviti isklftivo linearnim jednéinama viSeg reda kod kojih su
funkcijea;(x) (i = 1,2, ..., n) konstantne funkcije (realne konstante), tj. razntstrao
linearne jednéinen-tog reda sa konstantnim koeficijentima

aoy(n) + aly(n—l) + .o tany = f(2).

Homogena jedn&ina sa konstantnim koeficijentima

Kao prvo rijeSittemo homogenu jedau, tj. jedn&inu
aoy(") + aly("*l) + .. 4+a,y=0. (21)
Trazeti rjieSenje u obliku
y(z) =€,
gdje jer € R, polazna jednéina postaje
(aor™ 4+ a1 P 4 . 4 an)e™ =0.
Kako jee™ = 0, iz posljednje jedné@ne dobijamo jedn@nu
agr +ar" '+ ... 4+a,=0 (22)

koju nazivamdkarakteristitnha jednacinpolazne homogene jedtiae. Karakterisina
jedn&ina je polinom stepena pa ona iman rieSenjar; (i = 1,2, ...,n). Primjetimo
da pojedina rjeSenja mogu biti i kompleksni brojevi. Kak®@ zanimaju samo realna
to e nam trebati sljeda tvrdnja koja se lako dokazuje.
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Lema 2.18. Ako jey(z) = u(z) + iv(z) rjeSenje jednacine (21) tada su njen realni i
njen imaginarni dio takodje rjeSenja te jednacine.
Pod ovim imamo u vidu sljede: Ako jer, = a + i3, tada je
y(x) = e = e FIBT — 0T (co5 B + isin fz)
pa ako jey(x) rieSenje polazne homogene jedimee, tada su tod*® cos Sz | e* sin Sx.

Treba jos naglasiti da ako je jedno od rjeSenja kompleksajrobt i 3, tada postoji
i rjeSenje karakterigtne jednaine koje je oblikan — i3.

Pri tome, na osnovu goredenog, tom rjeSenju odgovara rieSenje polazne jedna-
Cine koje se do na znak razlikuje od rijeSenja koje dobijemugin rieSenjery + i3
karakteristtne jednaine.

Ovo zn&i datemo paru konjugovano-kompleksnih rieSemnja i3 karakteristtne
jedn&ine, dodjeljivati jedan par rjeSenja polazne jetina,e®® cos Sx i e** sin S.

Teorema 2.19.Neka surq, o, ..., s razlicita rieSenja karakteristitne jednacine (22),
viSestrukosting, ms, ..., ms, pri ¢emu jem; + ms + ... + ms = n. Tada su funkcije

TiT peTi® pleTi® L gMiTlemi® =12,

e vy S (23)

rieSenja jednacine (21) i pri tome su ta rjeSenja linearrezavisna.

Sa gornjom lemom i teoremom smoGadno opisali sva rieSenja jedtine (21).
Primjer 2.20. Rjesiti diferencijalnu jednatinuy”’ — 3y’ + 2y = 0.
RjeSenja traZzimo u obliky = ¢"* pa je karakteristicna jednacina data sa
P =3r+2=(>r—-1)>*r+2)=0.

Razlicita rjeSenja ove jednacine sy = 1, viSestrukostin, = 2i ro = —2, viSestru-
kostimsy = 1, dakle ukupno imamm; + mo = 3 rjeSenja karakteristicne jednacine.

RjeSenjur; = 1 odgovaraju funkcijee” i xe® (zbog viSestrukosti 2), a rjeSenju
ro = —2 odgovara funkcija—2*. Sada je rieSenje polazne homogene jednatine dato
sa

y(z) = Cre” + Cyxe® + Cze 2" .

Primjer 2.21. RjeSiti diferencijalnu jednacinu:

y(G) _ 2y(5) + 4y(4) _ 4y/// + 5y// - 2y/ +2y=0.

Odgovarajuca karakteristicna jednacina je

0 — 2% pdrt — 4 52 —2r 2= (P2 +1)*(r2 —2r+2)=0.
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Rjesenja karakteristiCne jednacinesy, = =i, visestrukostin, o = 213/, = 14,
viSestrukostins,, = 1. Funkcije koje odgovaraju par /, konjugovano-kompleksnih
rieSenja su

cosT , sinx ,xcosx ,rsinw,

a funkcije koje odgovaraju drugom paru su
e“coszie’sinx .
RjeSenje polazne jeddime je dato sa
y(x) = Cycosx + Cysinx + x(Cs cosz + Cysinz)+

+e®(Cs cosz + Cgsinz) .

Primjer 2.22. Rijesiti diferencijalnu jednacinu
y" —5y" — 22y + 56y =0,
a zatim odrediti ono rjeSenje koje zadovoljava uslov
y(0) =1, y'(0)=-2, y"(0) = —4.
Karakteristicha jednacina zadate diferencijalne jedimee glasi
3 —5r% —22r +56 = (r+4)(r—2)(r—7) =0,

i njena rjeSenja su
7"1:74, 7"2:2, 7“3:7.

RjeSenja su realna i raglta (viSestrukosti 1), pa je rieSenje jediree
y(z) = Cre % 4 Che®® + Ce™ .

Nalazei prvi i drugi izvod rjeSenjay(z), postavljeni uslovi nam daju sljediesistem
jedn&ina po nepoznatim konstantamfia, Cs i Cs,

y(0) = Ci1+Cx+C3=1
y’(O) = —4C1+ 2053 +7C3 = -2
y//(O) = 16C7 +4C5 +49C3 = —4..

RjeSenje ovog sistema je

14 13 16
Cl*§;02*1_5703*7%a
te je traZeno rjeSenje
14 1 1
y(x) _ —6741 _3621 o _6671 )

33 15 55
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Nehomogena jednéina sa konstantnim koeficijentima

Sadatemo razmatrati nehomogenu jedima n-tog reda sa konstantnim koefici-
jentima
ao(x)y(”) + al(x)y(nfl) + .+ an(z)y = f(2) .

RjeSavanje ove jed@ae se odvija u dva koraka.

Prvi korak: rjeSavamo odgovar&uhomogenu jedri&@nu na n&in izloZzen u pret-
hodnoj sekciji. Pri tome dobijamo odgovaragurjeSenjey, (x).

Drugi korak: nalazimo bar jednpartikularno rjeSenjenehomogene jedgae,
Yp(2).

Metod jednakih koeficijenata

RjeSenje polazne nehomogene jetine je tada dato sa

y(x) = yn(z) + yp(z) .

Za neke specijalne oblike funkcij&x), jednopartikularno rieSenjeolazne jednéne
moZemo odrediti jednostavnom metodom koju nazivamedod jednakih koeficijenata

1. Neka jef (x) = e>®.

Ukoliko « nije rjeSenje karakteristhe jednaine, partikularno rjeSenje trazimo u
obliku
yp(x) = Ae™* |

gdje je A € R konstanta koju treba odrediti.
Primjer 2.23. Rjesiti jednatinuy” — y = €.

Karakteristitna jednatinaje? — 1 = 0 injena su rieSenja, = 1ir, = —1 paje
yp = Cre® + Coe™ ",

U ovom slucaju jex = 2 i vidimo nije rjeSenje karakteristicne jednacine te part
kularno rjeSenje trazimo u obliky, = Ae?®.

Nalazeti odgovarajuce izvode ove funkcije i ubacujupblazu jednacinu, dobi-
jamo
4A62w _ AeQa; _ 62:8 ,
odnosno
3A=1.
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Dakle, A = 3, a odgovarajge partikularno riesenje jg, = %e%.

Konatno, rieSenje polazne jedtiae je

1
y(x) = yh(x) + yp(fc) = C1e" + Coe™ ™ + §62x .

Ukoliko « jeste rjeSenje karakteriétie jednaine i to viSestrukostin, onda parti-
kularno rjeSenje trazimo u obliku
yp(r) = Az™e™® .
Primjer 2.24. RjeSiti jednaCinuy”’ — y = €.

Karakteristitna jednatina je?> — 1 = 0 irjeSenjasur; = 1,7, = —1. y, =
Cie* + Cre™ %,

Sada jea = r; = 1 (viSestrukosti 1) pa partikularno rieSenje trazimo u oblik
yp = Aze®. Kako jey, = 2Ae” + Aze®, ubacujuti ove podatke u polaznu jednacinu
imamo

2Ae” + Axe” — Axe” =" |
_odakle.sredjivanjem dobijamd = 1, odnosnoy, = 1ze®, pa je rieSenje polazne
jednacine
—T 1 xr
y(@) = yn() + yp(z) = Cre® + Cae™* + Sze® .

2. Neka jef (z) = Px(x) (polinom stepené).

Opet razlikujemo dva sttaja: Ako su sva rjeSenja karaktergste jednaine razli-
Cita od nule, onda partikularno rjeSenje trazimo u oblik(zr) = Qx(z), tj. u obliku
polinomak-tog stependije koeficijente treba odrediti.

Primjer 2.25. Rijesiti jednacinuy” — 3y’ + 2y =z + 1.

Karakteristitna jednacina je?> — 3r + 2 = 0 i njenarjedenjasu; =1 (m; = 1)
imy =2 (mg = 1), tejeyn(z) = Cre® + Cre?®.

Kako nula nije korijen karakteristicne jednacine, a dastrana je polinom prvog
stepena, partikularno rjeSenje traZzimo u obligg(r) = Ar + B. Sada sy, = A
y, = 0, pa ubacujuti to u polaznu jednacinu imamo,

-3A+Az+B=x+1t. Az +(-34+B)=2+1,

odakle izjednéavajlti odgovarajée koeficijente dobijamo sistem jediiaa

A =1
—-3A+B = 1.
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RjeSavanjem ovog sistema dobijamo trazene koeficijetite, 1, B = 4, pa je parti-
kularno rieSenje dato 3p,(z) = x + 4, a rjeSenje polazne jedtiae je

y(x) = yn(z) + yp(x) = Cre” + C2e* +x + 4.

Ako je 0 rieSenje karakterigtne jednaine viSestrukostin, onda partikularno rje-
Senje traZimo u obliky, (z) = 2™ Q(x).

Primjer 2.26. Rijesiti jednacinuy’’ + 2y’ = x — 1.

Karakteristitna jednacina je® + 2r = 0 i njena rjeSenja sur; = 0 (m; =
1), roy3 = +iv/2 (mgy3 = 1). RjeSenje homogene jednacineyg(xz) = C; +
Cs cosV2z + Cs sin /2.

Kako je O& r1) korijen karakteristine jednaine, partikularno rjeSenje ne trazimo u
obliku polinoma prvog stepena nego kadr) = »(Az + B). Sad suy, = 2Ax + B,
y, = 2Aiy," =0, pa stavljajéi sve ovo u polaznu jedgau imamo

4Ax+2B=xz—1.

Izjedna&avajlti odgovarajée koeficijente dobijamel = 1 i B = —1, tj. y,(z) =
1,2 1

Konatno rjesenje je

1 1
y(z) = yn(x) + yp(z) = C1 + Cy cos V2z + Czsin 2z + ZxQ -5

3. Nekajef(z) = Pr(z)e**.

Ukoliko « nije rjeSenje karakteristhe jednaine, partikularno rjeSenje trazimo u
obliku

Yp(x) = Qr(x)e™” .
Ukoliko « jeste rjeSenje karakterigtie jednaine i to viSestrukostin, partikularno
rieSenje traZimo u obliku
yp(x) = 2™ Qp(x)e™” .
4. Neka jef(x) = e**(asin fx + bcos fx).

Ukoliko ne postoji rieSenje karakteriétie jednéine oblikar = « + i3, partiku-
larno rjeSenje traZzimo u obliku

yp(x) = e**(Asin Sz + B cos fx) ,

gdje suA, B € R koeficijenti koje treba odrediti.
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Ako postoji rjieSenje karakterigtie jednéine oblikar = « 4 i3, viSestrukostin,
partikularno rjeSenje trazimo u obliku

yp(x) = 2™ e**(Asin Sz + B cos fz) .
5. Nekajef(z) = Pi(z)e** (asin Sz + bcos fx).

Ukoliko ne postoji rieSenje karakteriétie jednéine oblikar = « + i3, partiku-
larno rjeSenje traZzimo u obliku

yp(z) = " (Qi () sin Bz + Q3 (z) cos fz) ,
gdje suQ}. i Q% polinomiistog stepena kao polinoRy, Cije koeficijente treba odrediti.

Ako postoji rjeSenje karakterigte jedndine oblikar = o« + i3, viSestrukostin,
partikularno rjeSenje trazimo u obliku

yp(x) = 2 e (Q () sin fa + QF(x) cos fz) .

Ukoliko je funkcija na desnoj strani jedéiae zbir viSe funkcija koje su nekog oblika
od gore spomenutih, tj.

f(x) = fi(x) + fa(x) + ... + fi(z) , (24)

tada se sluZimo sljeden rasudjivanjem: neka jg,, (x) partikularno rjeSenje kada bi
desna strana bila samo funkcifa, y,2(z) partikularno rjeSenje ako je desna strana
samo funkcijafs i tako za svaku funkciju koja je sabirak na desnoj straniatpdr-
tikularno rjeSenje nehomogene jediree Cija desna strana ima oblik (24), trazimo u
obliku

Yp(x) = yp1(2) + ypa(2) + . + ypi(2) -

Situacije kada nemamo samo konstantne koeficijente najljla se prisjetimo na
primjeru. Posmatrajmo jeddau

22y — 2y = . (25)
Komplementarnu funkciju, tj. ofe rjeSenje jedré@ne

22y — 2y =0
najlakSecemo n&i primjeCujuci da jey = x™ prirodan izbor za probno rjeSenje.
Smjenom u gornju jedr@nu lako nalazimo da jen = —1 ili m = 2, tako da je

komplementarna funkcija

cle + “
X
Stoga, navedeni smo da traZimo rjeSenje jédma(25) u obliku

U2
Yy = u1£C2 + —.
T
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Diferenciranjem, dobijemo
/ ]‘ 2./ /
Yy =2zu1 — —Zu + Uy + —uy,
X X

te postavljanjem uslova da je

1
22l + ~uh =0, (26)
T
dobijamo
y = 2zu; — —5 U2
T
y” = y// = 2U1 —+ 3’1},2 —+ 2Zu/ — _U/
23 L2

ZamjenjujLti sada izraze zg, " u jedn&inu (25), dobivamo
223U — uh = .

RjeSavajii ovo skupa sa (26), dobivamo

/ 1 / Z
u173x2a u27*§a
22

Uy =—o—+c¢, Uz=—— +C2
3 6

Stoga je ope rjeSenje jedri@ne (25) u stvari

y=—2 +az’+ 2

2 T
Smjene promjenljivih su ponekad veoma korisne. Owidjmo diskutovati jednu tra-
sformaciju koja je posebno interesantna. Posmatrajmagiain
y" + f(x)y' + g(x)y = 0.
Smjena
y = v(x)p(z)

daje novu linearnu jed@nu pov(x) koju je mogEe jednostavnije rijesSiti za oddene
izbore funkcijep(x). Rezultirajita jedndina je

/ 1" /
U’/+<2£+f>v/+<w>1]:0.
p p

Ukoliko znamo jedno rjeSenje originalne jednae, mozemo uzeti da je jednako
tom rjeSenju i onda eliminisati iz zadnje jednéne. Ovo je veoma korisno jer onda
mozZemo nai rieSenje pomou dvije dosta pravolinijske integracije.

Alternativho, moZzemo uzeti da je

p=eap (-3 [ 1) (27)

i eliminisati prvi izvod iz gornje jedn@ne.
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Primjer 2.27. Besselova jednacina je
x2y" +5Cyl + (SCQ o n2>y = 0.

Smjenay = u(z)p(x) sa izboronp(z) = z~ /2 daje

2 _
u”+<1n71/4>u0.

x2

Ova jednactina je bez prvog izvoda i dosta zgodna za proeajazribliznog ponasa-
nja Besselovih funkcija za velikg npr. metodom koju €éemo posmatrati neSto kasnije.

2.4 RjeSenja u obliku stepenih redova

Za pdcetak posmatrajmo jednostavan, ali nelinearan primjer:
y' =z -y (28)

Isprobajmo
y:co—l—clm—i—chQ—i—...

Onda (28) postaje
209 4 6c32 + 12¢42° + ... =2 — ¢o — 2¢pc1 — (cf + 2coc2)2® — ...

Izjedn&avanjem koeficijenata dobijamo

1
C2 = 7503
1 1
Cs = = — —CoC
3 6 3 0C1
1 1 5 .
Cq = *EC? —+ EC?), th

Pretpostavimo da Zelimo rjeSenje sa uslovi@ = 0,3'(0) = 1. Ondaje

1 1
Co = 0,01 = ].,CQ = 0,03 = 6,04 = 75,...
Ova metoda je veoma korisna, ali smo bili dosta opusSteni enaf@vanju, utvrdjivanju
konvergencije reda, itd. Ukratkbeemo samo sada stoga dati pregledefeorije na
linearnim diferencijalnim jedri@anama. Posmatramo jedtiau

dny
dx™

dn—ly
dl.nfl

+ fn—l(x) +.. fo(l‘)y = 0.

Ako su fo(z), fi(x), ..., fn—1(z) regularne, u smislu teorije kompleksne promjenljive
u taCki © = xg, xo onda nazivamaobitnom tackondiferencijalne jednéine.
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U blizini obitne t&ke, ofte rijeSenje diferencijalne jedtiae se moZe napisati kao
Taylorov red giji je radijus konvergencije udaljenost do najbliZze sitegnosti diferen-
cijalne jedn&ine - podtim podrazumjevamo &u koja nije obtna. Taylorov red je
naravno stepeni red

Y=Y cmlx—x)™,
m=0
Ciji se koeficijentic,,, mogu n&i pomatu smjene u diferencijalnu jedéiau, kao u gor-
njem primjeru. Akary nije obicnataka, ali(z—xo) fr_1(x), (1—20)% fr_2(x), ..., (z—

x0)™ fo(x) jesu regularne uy, xo se naziva regularnom singularnontikam i uvijek
mozemo néi najmanje jedno rjeSenje oblika

o0

y=(z—x0)° Z em(x —x0)™, sacy#0,

m=0

gdje eksponent ¢ Z obavezno. Ovaj red konvergira u bilo kojem krugu koji ne uklj
Cuje singularnosti semy. Algebarski posao u izEunavanjlte postati mnogo laksi
ako jexy = 0. Stoga je zgodno prije svega ukoliko je potrebno napradtiglaciju na
xo kao koordinatni poetak, tj. uvesti smjenu = x — x.

Ako tatka nije ni ob€na t&ka ni regularna singularnost, ona je iregularna singu-
larnost.

Primjer 2.28. Posmatrajmo primjer ekspanzije oko obi¢ne tackeegendre-ova di-
ferencijalna jednacina je

(1 —2?)y" — 22y’ +n(n+ 1)y =0.

Tatkexr = +1 su regularne singularne tacke. PokuSat éemo ekspankiuro= 0,
koja je regularna i probajmo

o0
y= Z emx™ = co + c1x + oz + ...
m=0
Primjer 2.29. Primjer problema koji moze proizaci iz regularnih singmié tacaka,
posmatrajmo Besselovu jednacinu

22y + 2y + (2 —m?)y = 0.

Ovo ima regularnu singularnu tackuau= 0, pa stoga garantujemo da imamo rjeSenje
oblika

y=a® Z cnx™,  (co #0).

n=0

RjeSenje je
x2 x4
= S11 — — ...
y= ot [ M+ 1 8G+1)(+2)
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Odgovarajée normalizovana, ova funkcija se naziva Besselovom fjokci

_.n - (_1)km2k
In(x) =2 kz::o ‘22k+nk!(n +k)!

WKB metoda

WKB metoda nam omogdiava da ndemo priblizna rjeSenja diferencijalnih jedna-
¢ina oblika
y - 29
proi f(z)y =0, (29)
pod uslovom daf (z) zadovoljava odréene restrikcije koje moZemo sumirati frazom
“f(x) sporo varira”. Svaka linearna homogena jedima drugog reda se moze pretvoriti

u ovu formu pomaeu trasformacije (27).

Jednodimenzionalna Schrédingerova jetna je ovog oblika i metoda je gene-
ralno razvijena za kvantno-mehake splikacije od Wentzela, Kramersa i Brillouina.
RjeSenja (29) sa konstantnaoftz) predlazu smjenu

— oit(a)
Diferencijalna jednéina stoga postaje
_(¢/)2+Z¢Il+f:0

Ako pretpostaimo da jé” 'malo’, prva aproksimacija postaje

o ==VF, ola) =+ [ Ve
Uslov validnosti (da jep” malo) je
1| f
(z)ll ~ |1
Iz gornjih jednakosti vidimo da j&/+/f priblizno1/(27) puta jedna “talasna duzina”
ili jedna “eksponencijalna duzina” rijeSenja 1z gornjeg,

< |fl-

¢// ~ i%f_l/Qfl.
SmijenjujLEi ovu procjenu za makilan¢” u diferencijalnu jednénu, dobivamo
i f

/2,&_, 4+ 24
@)~ f*5
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o == VT

() ~ i/\/f(x)dmi ilnf.

Dva izbora znaka naju dva priblizna rijeSenja koja se mogutkoavati kako bi dobili
opte rjesenje

y(z) = W {c+ exp [z/@dz] + c_exp [z/ mdaz} } ,

gdje sucy i c_ proizvoljne konstante. Stoga smo nasli aproksimaciju Zzoj@Senje
originalne jednaine u bilo kojoj regiji gdje vrijedi uslov validnosti.

Metoda medjutim propada ukoliko $éx) mijenja prebrzo ili ukolikof (x) prolazi
kroz0.
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