1 Krivolinijski integral
Krivolinijski integral

Pojam odredjenog integrala, definisanog na nekom segmealiuer prave, u pret-
hodnoj smo glavi uopstili prosirugi integraciju na oblast R? i R? prostoru. Sada
cemo uopStavanje izvrSiti u drugom pravcu. Naime, ako zasibhtegracije ne po-
smatramo segment prave linije, nego luk proizvoljne kriygastoru, a podintegralna
funkcija se definiSe na tom luku, dolazimo do pojma krivgéikog integrala.

Krivolinijski integral se koristi, kako u matematici, taka raznim primjenama (iz-
ratunavanje rada sile na putu, cirkulacija fluida, @zraavanje mase tijela itd.). Uobi-
Cajeno se razmatraju dvije vrste krivolinijskih integralkaivolinijski integral prve i
krivolinijski integral druge vrste i mtemo ovdje uraditi isto uz napomenu da su sva
razmatranja izvedena u prostdrd.

1.1 Kirivolinijski integral prve vrste

Posmatrajmo u prostoitizyz dio krive L od t&ke A do t&ke B, koja se moze rekti-
ficirati i koja nema samopresjeka. Neka su njene jédmadate sa

v=uat), y=yt), z=2@1) ; t€ap].

Neka je funkcijaf(z,y, z) definisana i ogragena na krivojL.. Podijelimo segment
[, B] nan dijelova
Oé:t()<t1<...<tn:ﬂ.

Svakoj vrijednostit;, i = 1,2,...,n odgovara na krivoj téka A; €Cije su koordinate
(@i, yi, zi), gdie jex; = x(t:), yi = y(ti) T 2z = 2(L).

Specijalno, za = ¢, imamo t&ku A(zo, yo, 20) | zat = t,, tatku B(xy,, Yn, 21)-

Na svakom segmentjt;_1,¢;] izaberimo proizvoljnu vrijednost; parametra.
Ovoj vrijednosti odgovara tka M; (&;, n;, ¢;) krive L, pri Cemu je

S=x(n),mi=ym), G=2(m);i=12,..,n.



SaAs; ozna-
¢imo duzinu lukaA;_; A; krive L. Posmatrajmo sljed& integralnu sumu
o(f, L) =D f(&mi Gi)As (1)
=1

Za brojI kazemo da je limes integralne sumgf, L) kadamax As; teZi 0, u oznaci

lim o(f,L)=1,

max As; —0

ako za svake > 0, postojié > 0, tako da jelo(f, L) — I| < €, zamax As; < i za
proizvoljan izbor t&aka(&;, n;, ¢;) nalukovimad; 1 A4; (i = 1,2, ...,n).

Definicija 1.1. Ako za funkcijuf(x,y, z) definisanu i ograienu na luku_ postoji

li L

maxlArgliﬂ() U(f7 ) ’

onda se on naziva krivolinijski integral prve vrste funkcjj(z,y, z) po krivoj L i
oznd&ava se sa

/ Flay.2)ds [ f(ay, 2)ds .
L AB

Cestocemo umjesto o krivoj integracije govoriti o luku ili putairjtegracije i nada-
lie Eemo podrazumijevati da je dio-po-dio glatka kriva, a da jé(«x, y, z) ograntena
naL i neprekidna u svim t&kama kriveL, osim u njih koné&no mnogo. Ove posljednje
pretpostavke su ustvari neophodni uslovi postojanja kriijskog integrala prve vrste.

Sljedetim teoremom navodimo neke od osnovnih svojstava ovogriakeg

Teorema 1.2. Neka jeL dio krive od tacked do tatkeB, neka su daljef i g funkcije
definisane na lukiL i neka integralif, f(z,y,z)dsi [, g(x,y,z)ds postoje.



1. /L(af(x,y,z)+bg(x,y,z))ds:a/Lf(x,y,z)ds—i—b/Lg(m,y,z)ds.

2. Za proizvoljnu tack@’ luka L, izmedju tacakad i B vrijedi

flx,y,2)ds = /AC f(x,y,z)ds+LBf(m,y,z)ds.

AB
3. | [, flxy, 2)ds| < [} |f(z,y,2)|ds.
4. Ako jef(z,y,2) < g(x,y,2) za(x,y,z) € L, onda je
/f@wwMSS/QWWJM&
L L

Teorema 1.3.Nekajef (z, y, z) neprekidna funkcija na lukii. Postoji tackall* (z*, y*, z*)
na lukuL, takva da vrijedi

/Lf(xayvz)ds = f(x*vy*vz*) ! Z(L) ;

gdje smo sd(L) oznacili duzinu lukd..

Jedna vaZna osobina krivolinijskog integrala prve vrdteiana je sljedgam teore-
mom.

Teorema 1.4. Ako postojifAB f(z,y, z)ds, onda vrijedi

f(l‘,y,Z)dS = f(Z,y,Z)dS .
AB BA

Dokaz. Dokaz slijedi iz€injenice da veBina As; predstavlja duzinu luka od t&e
A,;_1 do t&ke A;, pa je &igledno svejedno da li je posmatramo d¢l ; do A; ili od
A; do A;_q. O

1.1.1 IzraCunavanije krivolinijskog integrala prve vrste

IzraCunavanije krivolinijskog integrala prve vrste
Teorema 1.5. Neka je luk krivel. = AB zadat jednaCinama
r=uat), y=yt), z==2(); t € o, f], (2)

glatka kriva bez singuarnih tacaka i nekaféz, y, z) neprekidna funkcija na luki.
Tada vrijedi formula

B
(2, 2)ds = / F(t),y(t), 2020 T 20 + 2Ddt . (3)

f
AB



Vidimo da se u stvari krivolinijski integral prve vrste, aj@luk L zadat parame-
tarskim jednéinama, svodi na obni Riemanov integral jedne varijable.

Primjer 1.6. Izratunati [, (z* 4+ y* + 2?)ds, gdje je lukL zadat parametarskim jed-
nacinama kruzne zavojnice

L: z=acost,y=asint, z="0bt; tc[0,7].

Na osnovu formule 3 imamo

/ (22 + >+ 2%)ds = / (a® cos? t + a®sin® t + b*t?)
L 0

\/@2 sin®t + a2 cos2t + b2 dt

= Va2 + b2/ (a® + b*t%)dt
0
4
= (ﬂaQ + §7T3b2) Va2 + b2

Primjer 1.7. Izra€unati: [, ,(x + y + z)ds, gdje je luk dio prave od tatké(1,1,1)
do tackeB(3, 3, 3).

Jednacina prave zadata tackama B je ””T* = yT‘l = 251 ili u parametarskom

oblikux =2t+1, y=2t+1, 2z =2t + 1, pa je na osnovu formule (3)

1
/ (z+y+2)ds = /(2t+1+2t+1+2t+1)\/6dt
AB 0

\/6/0 (6t + 3)dt
N

2
1.2 Kirivolinijski integral druge vrste

Krivolinijski integral druge vrste

Neka je krival u prostoru data jedimama
r=a(t), y=y(t), z=2(t); t € [, ]
i neka su funkcijeP(z, y, 2), Q(x,y, z) i R(z,y, z) definisane i ogragene na luku..
Podjelimo segmerity, 5] nan dijelova t&kamat; i na svakom podsegmenty_1, ¢;]

izaberimo proizvoljnu vrijednost;, i = 1,2, ..., n. Vrijednostimat;, odnosnor;, od-
govaraju t&ke A;(x;, y:, zi), odnosnoM; (&, i, ¢i), pri cemu jex; = x(t;), yi =



y(t:), zi = 2(t;), & = x(m), i = y(n) i &G = 2(r), i = 1,2,...,n. Uvedimo jo§
oznakeAx; = v; —x;_1, Ay,‘ =Yi—VYi—1 i Az; = Yi—Yi—1- Sada mozemo formirati
sliedee integralne sume:

o(P,L) = P&, mi,G)Awi

i=1

UQ(Q; L) = Z Q(gia i,y CZ)AyZ B

=1
o3(R, L) =Y R(&,mi, Gi)Az -
=1

Definicija 1.8. Neka za funkcijuP(z, y, z) (Q(z, y, z), R(x, y, z)), definisanu na luku
L, postoji limes integralne sume (P, L) (02(Q, L), o3(R, L)) kadamax Az; — 0
(max Ay; — 0, maxAz; — 0), tada se on naziva krivolinijskim integralom druge
vrste funkcijeP(z, y, z) (Q(x,y, 2), R(z,y, z)) po luku L i ozna&ava se sa

/LP(ac,y,z)dx (/LQ(Jc,y,Z)cly7 /LR(x,y,Z)dy) ;
/AB P(z,y,z)dz (/AB Q(x,y, 2)dy , /AB R(x,y,zr)dy> .

Zbir [, P(x,y,z)dz + [, Q(x,y,z)dy + [, R(z,y, z)dy se obéno zapisuje u skra-
cenoj formi

P(x,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dy
L
i naziva se (opstim) krivolinijskim integralom druge vrste
Teorema 1.9. Neka jeL = AB luk krive, P i P; funkcije definisane na lukli i neka

postoje integrali, P(z,y,z)dzi [, Pi(z,y, z)dz.

1. Za proizvoljnes, b € R vrijedi

/L(aP(:v,y,z) +bPy(z,y,2))dz = a/

P(z,y,z)dx + b/ Py(x,y, z)dx .
L L

2. NekajeC' € L izmedju taCaka i B. Tada vrijedi

/ P(:c,y,z)dx:/ P(:c,y,z)dx+/ P(z,y,z)dz .
AB AC

CB



Teorema 1.10.Ako je P(x, y, z) neprekidna funkcija na lukd B, onda postoji tatka
M*(z*,y*, z*) nalukuAB, takva da je

| Py2)da =Py 20— a).
AB
gdje jex(a) = a, z(B) = b.
Svojstvo da krivolinijski integral prve vrste ne ovisi ojertaciji putanje integracije
nije isto za krivolinijski integral druge vrste. Naime \&di,
Teorema 1.11.Ako postoji integralf , , P(z,y, z)dx, tada vrijedi

P(x,y,z)dx = — P(x,y,z)dx .
AB BA

1.2.1 IzraCunavanije krivolinijskog integrala druge vrste

Teorema 1.12.Neka je krivaAB zadata jednaCinama
x=x(t),y=ylt), z==z2(); t € [a,f],

glatka i nema singularnih tacaka i neka je funkcifdz, y, z) neprekidna na lukw B.
Tada vazi formula

B

| Payis = [ Py, 50) -« (0. (4)
AB

«

Analogno se iskazuje tvrdnja i za funkcijgi R, tj.

B
Qa,y, 2)dx = / QUu(t), y(t), 2(8)) - ' (B)dt

AB
B
R(z,y, =)da = / R(x(t). y(t), 2(1)) - 2/ (£)d .

AB «@
Sada za sumarnu formulu imamo

B
/ Pdx + Qdy + Rdz — / (P2 (1) + Qu/(t) + R (1)) dt . (5)
AB a

Primjer 1.13. IzraCunati:
/ (2® = 2zy)dz + (y* — 2y)dy ,
L

gdje jeL luk paraboley = 22, od tatke4(—1, 1) do tatkeB(1,1).



Za parametar krive uzimama Formula (5) nam dajelg = 0)

1
/(ac2 — 2xy)dx + (y* — 22y)dy = / (z% — 223 + 22° — 42t)dx
L

—1
14
15

Primjer 1.14. IzraCunati: [, (y — z)dz + (2 — x)dy + (z — y)dz, gdje jeL kruZnica
odredjena sferom:? + y? + 22 = a? i ravni y = x. Pri tome je smjer integracije
suprotan kretanju kazaljke na satu, ako se gleda iz poziti\dijelax-ose.

M
W

Za parametar@gledno mozemo izabrati ugao izmedju radijus-vekto¢eana kruz-
nici i ekvatorijalne ravni. 1z sfernih koordinata onda imam

av2 av2

:E:Tcost, y:Tcost, z = asint,

pri Cemu se zbog zadate orijentacije, parametaijenja od 0 d®7. Sada na oshovu
formule (5) imamo

fL(y —2)dx + (z — a)dy + (x — y)dz =



/27r [aQ\/i V2

(— cost —sint) sint—
2 2

a?v/2
2

2
(sint — %cost)sint dt=0.

2 Nezavisnost integracije od putanje. Grinova formula

Krivolinijski integral druge vrste u opStem dlaju zavisi od putanje po kojoj se vrsi in-
tegracija. Medjutim, to nije uvijek sitaj. Ukoliko izrazPdx + Qdy + Rdz predstavlja

totalni diferencijal neke funkcije(z, y, z), ondaintegral vektor@P(x, y, z), Q(x, y, z), R(z,y, 2))
po luku L = AB zavisi samo od takaA i B, a ne i od linije kojom su te tke pove-

zane. Ovo razmatranf@mo iskazati teoremom

Teorema 2.1. Neka je u oblastl” ¢ R? zadata neprekidna vektorska funkcija
7 = (P(Za Y, Z)v Q(xv Y, Z)a R(Za Y, Z)) .
Tada su sljedeca tvrdjenja ekvivalentna:

e Postoji funkcijau(z,y, z) sa neprekidnim prvim parcijalnim izvodima, defini-
sana u oblastl/, takva da je

ou ou ou
— =P —=Q — =R .
al’ (maywz)) ay (x7yaz)a aZ (maywz)

o Krivolinijski integral druge vrstefAB Pdx + Qdy + Rdz po putanjiAB C V,
gdje suA(zo,yo, 20) | B(x1,y1, 21) pocetna, odnosno krajnjadka te putanje,
ne zavisi od oblika putanje, nego samo otheaA i B. Pri tome vrijedi

/ Pdz + Qdy + Rdz = u(wr, 1, 21) — u(zo, yo, 70) -
AB

o Krivolinijski integral
j{Pd:C + Qdy + Rdz

C

po proizvoljnoj zatvorenoj putanji C V' jednak je nuli.



Na osnovu gornjeg teorema jasno je da se problenizravanija krivolinijskog in-
tegrala druge vrste, kada on ne ovisi 0 putu integracijedisva raspoznavanje kada je
podintegralna funkcija totalni diferencijal neke vekt@adunkcije. Zato nam je od in-
teresa dati joS neki kriterijum za takvo "raspoznavanj&'naredni teorem neophodan
nam je novi pojam.

Definicija 2.2. Za oblast’ ¢ R? kaZzemo da je prosto povezana ako se svaka zatorena
dio-po-dio glatka krivac € V/, moze "stegnuti" u proizvoljnu &u M, € c, ostaj£i
pri tome u oblasti/.

Strogu matematku formulaciju pojma "stegnuti” ovdje Biemo razmatrati. Neka
on ostane u domenu intuitivnog ali navedimo neke primjeosiar povezanih i nepo-
vezanih oblasti. Unutrasnjost proizvoljnog kruga i kvadisu prosto povezane oblasti
u R2, ali krug bez svog centra to nije. BI® primjer prosto povezane oblasti su lopta
i kocka, takodje i oblast ogratgna dvjema koncenémim sferama. Torus je primjer
oblasti uR? koja nije prosto povezana.

Teorema 2.3. Neka je u prosto povezanoj oblasdfi ¢ R® zadata neprekdna vek-
torska funkcijav’ = (P(z,y, 2),Q(x,y, z), R(x,y, z)) koja ima neprekidne par-
cijalne izvodedl, 92 9@ 99 "ol j O1t - potreban i dovoljan uslov da integral
Y z x z x Y

fAB Pdx + Qdy + Rdz, AB C V, ne zavisi od putanjel B, jeste da su ispunjeni
uslovi

or _0Q 0@ _orR or _ 0P

oy Oz’ 9z Oy’ dxr 0z

Primjer 2.4. IzraCunati:

—y T
d d

%Cx2+y2 m+x2+y2y’

po putanjic koja predstavlja kruénicgz — 3)? + y2 = 1.

Kako suP(z,y) = =%z | Q(z,y) = 57,z neprekidne u oblasti ogranicenoj
krivomc i kako su
orP y? — 22 _0Q
oy (2 +y?2)? Oz
i uz to neprekidne funkcije u istoj oblasti, to na osnovu &em 2.1 zaklju¢ujemo da je
dati integral jednak 0.

Primjer 2.5. lzraCunati:

—y T
£m2+y2dx+ 2 +y2dy’

po putanjic koja predstavlja kru€nicw = acost, y = asint, t € [0, 27].Za razliku
od gornjeg primjera, ovdje su funkcijg, @, %—1; [ % neprekidne u svim tatkama
oblasti ograniCenom krivom osim u tacki(0, 0), ali oblast datog kruga bez tacke



(0, 0) nije prosto povezana pa se ne mozemo pozvati na prethodedetwieme. Zato
sada imamo

27 :
—y x —asint .
dr + dy = / ( —asint)+
\%C IQ + y2 x2 + y2 0 a2 ( )
t
aC(;S a cos t) dt = 2.
a

Vezaizmedju dvojnog integrala po nekoj oblasti i krivofekiog integrala po granici
te oblasti data je poznato@reenovom formulom UoCimo prostu zatvorenu krivu
¢ C R? koja ograntava oblasD. Ako sec sastoji od dijelova grafika dviju neprekidnih
funkcijaf i g, definisanih nda, b] i takvih dajef(x) < g(x) zax € [a, b], i eventualno
dijelova pravihz = a i x = b, ondatemo oblastD nazvati elementarnom obfasu
odnosu na os@zx. Na sl€an bi n&in definisali elementarnu oblast u odnosu na osu
Oy. Oblasti koje su elementarne u odnosu na obje ose zovemto@esnentarnim
oblastima.

Y

3
b - — —
2 | f(y) (y)
1a T
| 1
NS f) !
“ b 1 2 3
(a) Elementarna oblast u odnosu@a (b) Elementarna oblast u odnosu na
Oy
Slika 1:

Teorema 2.6(Greenova teorema)Neka jeD C R? oblast ogranit¢ena dio-po-dio
glatkom krivome. Ako su funkcijeP(z,y) i Q(z,y) neprekidne zajedno sa svojim
parcijalnim izvodima%—g, %—Q na zatvorenoj oblastD, tada vaZzi jednakost

x !

7{.+ P(z,y)dx + Q(z,y)dy = //5 (aa—g - aa—]yj) dzdy . (6)

Pritome, oznaka™ u krivolinijskom integralu oznatava da se integracijaiwr§mjeru
pri kome tatke oblastD uvijek ostaju s lijeve strane u odnosu na kretanje.

Dokaz

Pretpostavimo za petak da je oblasD elementarna oblast u odnosu na @3u.
Dakle, neka je granica obladi kriva ¢ odredjena jedri@namay = f(z), y = g(z)

10



(f(z) < g(x) zaa < x < V), zatimsaz = ai f(a) < y < g(a), kao iz = b,
Yy

f(b) <y < g(b), Sto je predstavljeno slikom
Yy
9(x)

H G

E F
| |
N (@)
a b x

Sada imamo,

b g(z)
// Lp(x’y)d:cdy = / d:c/ OP(
5 Oy f(z) dy

_ / (P(z,g(x)) — P(x, f(2))) da

/ " Pl g(a))dr / ' Pla, f(a))de

—/GH P(x,y)dzf/EF P(z,y)dz .

UzimajLEi u obzir da na pravama= q i z = b vrijedi dz = 0, imamo

P(z,y)dx =0, / P(z,y)dz =0,
HE FG

pa zajedno sa prethodnim vrijedi

//D%‘Z’y)dxdy = —/GH P(:c,y)dx—/HE P(z,y)dx

— /EFP(:c,y)dxf/FGP(:C,y)dﬂfa

//5 %z’y)dmy = 773 P(z,y)da .

11

odnosno



Na slican n&in bi dobili

//5 dedy = 72 Q(z,y)dy

Sabiranjem posljednje dvije jednakosti dobijamo trazesrmfilu

j{ (ﬂfy)d:chQxydy—// (any apg;’y))d:cdy.

Ako oblastD nije elementarna, onda je prvo pravim linijama paralelnimorkli-
natnim osama podijelimo na elementarne oblaxtii = 1,2, ..., n, Sto je prikazano
na slici.

/’“l/
S\®

Nakon toga
na svaku podobladd; primjenimo dobijenu jednakost

7{ P(z, y)dx+medy—// (any an;’y))dxdy,

gdje jec; granica oblastD;. Sabiranjem ovih jednakosti po= 1,2, ..., n, dobijamo
formulu

j{ (ﬂfy)d:chQxydy—// (any apg;’y))d:cdy.

Pri tome treba ugiti da se krivolinijski integral druge vrste po onim graama susjed-
nih oblasti koje su im zajedéke, i nalaze se unutar oblgh, pojavljuje uvijek dva puta
i to krecuti se suprotnim smjerovima, pa se svi ti integrali poni§iazibog poznate
nam osobine krivolinijskog integrala druge vrste. O

Izvedimo i jednu primjenu krivolinijskog integrala drugeste i Greenove teoreme.
Ona se odnosi na iz€anavanje povrSine ravnog lika.

Primjer 2.7. Neka jeD zatvorena oblast u ravi@xy, ograni€ena dio-po-dio glatkom
krivome. Poznato nam je da vrijedi

mes(D) = //D dxdy .

12



S druge strane, koriste¢i Greenovu formulu, uzimajét,y) = 0i Q(z,y) = =,

dobijamo vezu
// dxdyzj{ zdy .
D ct

Ako uzmemoP(z,y) = —y i Q(z,y) = 0, dobija se

// dmdy:—j{ ydx .
D ct

Objedinjujiei gornje, dobijamo formulu za iz€anavanje povrSine ravne figure
mes(D) = // dxdy = lj{ xdy — ydx .
D 2 ct

U sljede&cem primjeru ilustovatemo primjenu Greenove teoreme.

Primjer 2.8. IzrCunati:

y x
dr — dy ,
/c:lc“ry2 z? +y?

gdje jec luk paraboley = 22, od tatkeA(—1, 1) do tackeB(1, 1).

Oblast D koju posmatramo u Greenovoj
teoremi je zatvorena i ogranicena, pa je li-
nija ¢ koja je ograniava, zatvorena linija.
Dakle, da bi mogli primjeniti Greenovu te-
oremu, neophodno je da putanja integra-

[y

‘ ‘ cije bude zatvorena kontura, Sto u naSem
-1 1 primjeru nije sluéaj.

S druge strane, motiv za primjenu Greenove teorendajenica da vrijedi uslov
or _ 0Q
oy oz’
jer je utom sléaju izraz na desnoj strani u (6) jednak 0. Kod nas je taj ushalovoljen,
tj. vrijedi
or _ -y 0Q
oy  (z24y?2)?2  Ox’

13



a to zn&i da bi bilo dobro iskoristiti Greenov teorem. U tom ciljuSwaputanju in-
tegracije ( dio parabole ), zatvorimo proizvoljnom krivoratvaranje treba izvesti sa
krivom po kojoj je krivolinijska integracija lahka). Neka bude prava koja spajatiee
A B, tj. linija

l: y=1,-1<z<1.
Sada jec U [ zatvorena putanja, pa vrijedi

v v [ (229N

S druge strane, prema pravilima za krivolinijski integralgwe vrste, imamo
Y T Y T
dx — dy = dx — d
/cuzfc2+y2 2?42 /ccher2 R

Yy X
dx — dy .
+/mc2+y2 REER

Iz posljednje dvije jednakosti onda vrijedi

y z y z
dr — d :—/ dx — dy .
/C:cQerQ e A T

Kako je na krivojl, y = 1, odnosnaly = 0, onda je

1
Y T dz 1 s
d —_ d = _— ﬁ = — .
/lx2+y2 T /,1x2+1 ATl =g

Dakle,

Y T s
dw — dy = —= .
/ccher2 SRR

Problem povrSine

Neka jeC glatka kriva koja se nalazi iznde dviju te&€aka uzy-ravni i neka je
f(z,y) neprekidna i nenegativna da Nati povrsinu "lista" koji se ocrtava veritalnim
linijskim segmentom koji se ki prema gore of &ke (x, y) na visinuf (z,y) i krete
se duZC od pcetne do krajnje &ke.

Odgovor na ovo pitanje je linijski integral prve vrste!

A= /C f(a, y)ds.

Primjer 2.9. Naci povrsinu povrsi koja se dize prema gore sa kruzmfce y> = 1 u
xy-ravni na parabolicni cilindarz = 1 — 22.
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Masa Zice kao krivolinijski integral

Linijski se integral moZe iskoristiti kako bi se iZnanala masa tanke Zice. U ovu
svrhu, zamislimo da je data idealizirana tanka Zicdili 3D prostoru, koja je savi-
jena u oblik kriveC'.

Ako je sastav Zice uniforman, tako da joj je masa uniformrstritiuirana, onda
za Zcu kaZzemo da je homogena i definiSemo linearnu gustina #ies da je ukupna
masa podijeljeno sa ukupna duZzina.

Medutim, ukoliko masa Zive nije uniformno distribuirana, enkihearna gustina
mase nije korisna mjesa, jer ona ne@waava varijacije u koncentraciji mase. U ovom
slu€aju opisujemo koncentraciju mase paradunkcije gusting, koju pomatramo kao

lim AM
lAs AS7

gdje AM i As ozn&avaju masu i duzinu male sekcije Zice centriranetkita

Kako bismo iz ove informalne ideje dobili korisnu formulugppostavimo da je
p = p(z,y) funkcija gustine za tanku Zicu2D. Pretpostavimo da je Zica podijeljena
nan malih dijelovainekaj&z}, ) centar k-te sekcije Zice. NekafeM;, masa k-te
sekcije zice. Masa k-te sekcije se moZe aproksimirati kao

AM; ~ ple}, yi)Asi,

pa se masa cijele Zice moZe aproksimirati sa
n n
M =~ Z AM;, = Zp(m,ﬁ,yZ)Ask
k=1 k=1

Ako sadan — oo, imamo

M=/p(x,y)d8, M=/ p(z,y, z)ds.
C C

3 Povrsinski Integral
Povrsinski integral

Na analogan rian linijskom integralu, definisatemo ipovrSinske integrale

15



Neka jec povr$ u 3-prostoru sa kotaom povrSinom i neka jé(x,y, z) nepre-
kidna funkcija definisana na. Podijelimo, kao prijeg na mrezusy, o9, ...,0, Sa
povrSinamanes o1, mes oz, .. ., meso, i formirajmo sumu

n
E f(wk, Yk, 21.)mesSk,
k=1

gdje je(z}, v, z;) proizvoljna t&ka izo,. Sada nastavimo podjelu povrsi, dijéle

na sve viSe i viSe dijelova na takavaiia da se maksimalna dimenzija svakog odjeljka
priblizava nuli kakon — oco. Ako se gornja suma priblizava limesu koji ne zavisi od
necina kako smo podijelili povrs niti od izboradaka(z},, y;, z;;), onda se ovaj limes
nazivapovrsinski integrafunkcije f (z, y, z) prekoo i ozng&avamo ga sa

//Uf(fc,yw)ds = T};g;f(fck,ykazk)messk-

Slijedeta teorema nam omogava da izraunamo povrsinski integral ukoliko je povrs
data parametarski:

Teorema 3.1. Neka jec glatka parametarska povrs Cije su parametarske jedreacin
date sa
x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v),

gdje (u, v) varira preko regijeR u (u,v)-ravni. Ako jef(z,y,z) neprekidna nas,
ondaje

J[ s = [ satwn.pwo)zwo |5 < 5

gdje jer = Zx(u, v) + ;y(u, v) + Ez(u, v).

dudv,

Primjer 3.2. Evaluirajte povsinski integraf [ 2?dS preko sferer? + ¢? + 22 = 1.

U sluCaju da jes povrS oblikaz = g(z,y), moZzemo uzeti: = u iy = v kao
parametre i izraziti

iz Cega dobijemo

r=ui+vj+ g(u,v)k,
or  or
Oou  Ov

S R
N or oy
Stoga je povrsinski integral

[ e ias = [ stz (52) s (2) s

Na isti n&in moZemo dokazati analogne rezultate kada je povrs datéuk&cijaz i
z, 0dnosnoy i z.
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Primjer 3.3. lzracunati povrSinski integral

// xzdS,

gdje jeo dio ravniz + y + z = 1 koji se nalazi u prvom oktantu.

Primjer 3.4. IzraCunati povrsinski integral

// y?22dS,

gdje jeo dio kupez = \/x2 + 2 koji leziizm@u ravniz = 1i z = 2.

3.1 Primjene povrSinskog integrala

Primjene povrSinskog integrala

Teorema 3.5. Ako jes glatka parmetarska povrs 3tprostoru, njena povrsina je data

- [[as

3.2 Fluks

Fluks

U ovom dijelu diskutovatemo primjenu povrsinskih integrala kod vektorskih polja
koja su povezana sa tokom fluida i elektrogtaitin silama. Mdutim, ideje kojecemo
razviti su ofte u prirodi i primjenjive su na druge vrste vektorskih polja

Zainteresirani smo dakle za vektorska poljaprostoru koja uklj@uju neku vrstu
"toka", recimo tok fluida ili tok naelektrisanitestica u elektrostathom polje na pri-
mjer. U sli&aju toka fluida vektorsko polﬁ(x, y, z) predstavlja brzindestice fluida
u tecki (z,y, z), dok teCestice teku duz 'linija toka’ koje su tangencijalne na oekt
brzine.

| slu€aju elektrostatinog polja,ﬁ(:c, y, z) je sila koje ispoljava polje na maloj je-
dinici pozitivnog naboja u &ki (z, y, z) i ti naboji se ubrzavaju duz 'elekfnmih linija’
koje su tangencijalne na vektore sile.

Orijentabilne povrsi
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Za naSe potrebe moraemo posmatrati neke osnovne ideje o povrSimacinge
povrSi koje susrgemo imaju dvije strane - sfera recimo ima svoju unutra$njsgo-
ljaSnjost, beskortaa horizontalna ravan ima gornju i donju stranu. Ovakve§ise
nazivajudvostranepovrs.

Medutim, u matematici postoje povrsi sa samo jednom stranopn.-Mobiusova
traka. Ona ima samo jednu stranu u smislu da recimo buba &djesse po njoj moze
preti cijelu povrsinu trake bez da pfe preko neke ivice. Ovakve povrSi se nazivaju
jednostrane povrsi

Dvostrane povrSi se nazivaju orijentabilnim, dok se jedrso® nazivaju neorijen-
tabilne. Mi€emo se baviti samo orijentabilnim povrSima. U primjenamema je
vazno mai razlikovati izmelu dvije strane orijentabilne povrSi. Zbog ovoga, neka je
o orijentabilna povrs koja ima jediéini normalni vektori u svakoj t&ki. Vektori i
—7 pokazuju u suprotnim pravcima, pa stoga sluze za distinktijje strane povrsi!

Moguce je dokazati da ako je orijentabilna glatka povrs, onda je uvijek magu
da se izabere pravac vektotal svakoj t&ki tako daii = 7i(x, y, z) varira neprekidno
preko povrsi. Ovi jedirini vektori onda formirajwrijentaciju povrsi. Kada je povrs
predstavljena parametarski, parametarske jéideavore prirodnu orijentaciju povrsi.
Ako je glatka parametrizovana powdata vektorskom jedignom

7= 2(u,0)i + y(u,0)j + 2(u,0)k

onda je jedintna normala data sa

o o OF
i = ii(u,v) = Je—0uv 7)
e X ou
neprekidna vektorska funkcija adi v. Tada jednéina (7) definiSe orijentaciju povrsi
i ovo nazivamopozitivnomorijentacijom parametarski date povesii kazemo dail

pokazuje u pozitivnom pravcu povrsi. Obratno-za.

Primjer 3.6. Sferar(u,v) = asin¢cos 07 + asin¢sinfj + acos gi)E. Jedinicna
normala sa pozitivnom orijentacijom je
1
n=-—-r.
a
Ovaj vektor pokazuje u istom pravcu kao i vektor radijaq@alje od centra). Dakle,
za datu parametrizaciju, pozivna orijentacija je napolemegativna unutra.

Posmatrajmo slijeds problem: Neka je orijentabilna povrS uronjena u nekom-
presibilni stabilni tok fluida i dalje pretpostavimo da jevp® propusnha tako da fluid
moZeprolaziti koz povrs slobodno u svakom pravcu.

Trebamo néi neto zapreminu fluidé koja prolazi kroz povrs po jedinici viemena,
gdje pod neto zapreminom podrazumjevamo zapreminu kojazikroz povrs u po-
zitivnom pravcu minus zapremina koja giekroz povrs u negativhom pravcu.
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Kako bismo rijesili ovaj problem, pretpostavimo da je bezfluida u t&ki (z, y, z)
na povrSic data sa

—

F = f(z,y,2)i + g(x,y,2)] + h(z,y, 2)k.

Neka jesi jedniniEéna normala prema pozitivnoj stramiu tecki (z,y, z) i nekajef
jediniCni vektor koji je ortogonalan naileZi u ravni F' i 7.

_ Vektor brzine se moZze razloZiti na dvije ortogonalne kongrda - komponentu
(F - Tt duz 'lica’ povrsi i komponentyF - i7)ii koja je perpendikularna na

Komponenta brzine duz lica povrsi ne doprinosi protoku kropa je stoga mo-
Zemo zanemariti! Takd@er primjetite da znak - i odreduje pravac protoka - pozitivan
znak znd&i protok u pravcui, a negativan suprotan od prav@a Kako bismo ri-
jesSili ovaj problem, podijelimo povrg nan dijelovaoy,os, ..., 0, sa povrSinama
AS1,ASy, ..., AS,.

AKo su dijelovi mali i tok nije previSe eratan, realno je pretpostaviti da se brzina
ne mijenja znéajno na svakom od dijelova. Stoga, akddg, y;, z;) bilo koja tatka u

ok, MozZemo pretpostaviti da @(z, y, z) konstanta i jednal?(:c;;, yr,z;) na cijelom
dijelu, te da je komponenta brzine preko dijela powsi

F(@y, yis 21) - (@i v, 21).
Stoga moZemo interpretirati
F(@iy iy 21) - (i, yis 200 ASy
kao pribliznu zapreminu fluida koju prolazi kroz dig u pravcwi po jedinici vremena.

Stoga suma
mjeri priblizno zapreminu fludia koji prolazi kroz poveSu pravcu njene orijentacije
71 U jedinici vremena.

Definicija 3.7. Ako povecamon na takav néin da se maksimalna dimenzija svakog
odjeljka priblizava nuli kaka — oo, grantna vrijednost
® = lim mkaylwzk ﬁ(x27yI:7ZZ)ASk

n—oo
k=1

predstavlja tanu neto zapreminu fluida koji pte kroz povrs u pravcu orijentacijer
po jedinici vremena. Vrijednosk se nazivdluks odF’ prekoo. MoZe se izraziti kao

povrsinski integral
// x,y,z) - iz, y, 2)dS.
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Pozitivan fluks znéi da veta kolicina fluida protte u pozitivnom pravcu nego u
negativnom i obratno.

Primjedba 3.8. Ako fludi ima gustinup, onda®p predstavlja neto masu fluida koja
prozice krozeo po jedinici vremena.

Primjenivsi prethodne rezultate, moZemo dobiti efektifirmulu za izr&unavanje
fluksa

Teorema 3.9. Neka jeo glatka parametrizovana povrs predstavljena pomocu vekto
ske jednacine® = 7(u,v) u kojoj (u,v) varira preko regijeR u uv-ravni. Ako su
funkcije komponente vektorskog poﬁaneprekidne nar i ako 77 odreduje pozitivnu
orijentacijuc, onda je

- = (or or
= .ndS = == ) dud
P //UF ndS /RF <8u X 8v> udv,

gdje podrazumjevamo da je integrand na desnoj strani jedeaiskazan pomocu i
V.

Primjer 3.10. Naci fluks vektorskog polii(z, y, z) = =k preko sferer? + 32 + 22 =
a? orijentisane napolje.

Orijentacija neparametarskih povsi

Neparametarske povrsi oblika = ¢g(z,y),y = g(z,z),z = ¢(y,z) mogu se
izraziti parametarski koristé nezavisne promjenljive kao parametre. UCslju > =
9(z,y), o B

7=ui+vj + g(u,v)k.

U tom sliEaju je vanjska normala data sa

Analogno se dobiju i formule za druga dva&ija. Svaka od ovih jedgaa se dobije
koristeti se gradijentima. ZapiSimo jedéiau povrsSi kao

z—g(z,y) =0.

Ova jednéina je oblikaG(z,y, z) = 0, pa se moze posmatrati kao nivo povrs funk-
cije G(z,y, z). Kako je gradijent funkcije& normalan na nivo povrs, slijedi da je

jedninitna normalai
vG VG

—— il — ——.
N
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Ostavljamo kao vjeZbu da se pokazZe da ako povrs prikaZzemiborleofi od tri gornja
natina, imamo

or  or
Stoga imamo

Teorema 3.11.Neka jeo glatka povrs oblika = g(z,y),y = g(z,z) ili x = g(y, 2)
i pretpostavimo da su funkcije komponente vektorskog ;ﬁ)lj@prekidne nar. Pret-
postavimo takder da je jednacina za napisana u oblikuG(z,y,z) = 0 i neka je
R projekcijac na koordinatnu ravan od@enu nezavisnim promjenljivim gd Akoo
ima pozitivnu orijentaciju, onda

@://ﬁ-ﬁdS://ﬁ-VGdA.
o R

Primjer 3.12. Neka jeo dio povrSiz = 1 — 2* — y* koji leZi iznadOzy ravni i neka
je o orijentisana prema gore. Nati fluks vektorskog pdijér, y, z) = zi + yj + zk
prekoo.

3.3 Divergencijska teorema

Divergencijska teorema

Napomena - ova se teorema joS naziva Gauusova ili teoremsscatrogradski,
zavisno od literature!

U ovoj sekcijicemo biti zainteresovani za fluks preko povrsi, kao Sto siesk®je
‘zatvaraju’ regiju u prostoru.

Pokazattemo da se fluks preko takvih povrSi moze izraziti pémdivergencije
vektorskog polja i datemo poméu toga i fizEku interpretaciju divergencije. U pros-
loj sekciji smo progavali fluks preko opih povrSi. Sad&emo posmatrati isklfivo
povsi koje su granice kogaih solida - povrS solidne sfere, solidne kutije, solidnog
cilindra itd.

Ovakve povrsi se nazivajeatvorengpovrsi. Zatvorena povrp moze ali i ne mora
biti glatka, ali ve€ina povrSi koja se pojavljuje u praksi je glatka dio po dip sastoje
se od konéno mnogo glatkih povrsi koje su povezane na ivicama (kakatkutija na
primjer).

Ograntit cemo promatranje na one dio po dio glatke povrSi kojima mazpni
pisati unutrasnju i vanjsku orijentaciju. Prisjetimo sejealivergencija vektorskog
polja

— - -

F(z,y,2) = f(z,y,2)T + g(z,y,2)] + h(z,y, 2)k
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data sa of o ok
v Y9) 99 on
divF = E + 2y + 9%

Do sada nismo razmatrali fidtu interpretaciju takve strukture. Slijetketeorema,
divergencijskaeorema daje interpretaciju divergencije u kontekstu fakda.
Teorema 3.13.Neka jeG solid Cija je povSinar orijetisana spolja. Ako je
.= O0f 0g Oh
divF = — + — + —.
Ox * dy + 0z
gdje f, g i h imaju neprekidne prve parcijalne izvode na nekim otvoreskompovima

koji sadrzeiG, onda je
//ﬁ-ﬁdsz/// divEdV (8)
o G

Dokaz. Za sada izostavljamo. O

Primjedba 3.14. Eksplicitnije, divergencijska teorema kaze da je fluks wedtog
polja preko zatvorene povsi sa vanjskom orijentacijom gdinojnom integralu diver-
gencije preko regije zatvorene s tom povrsSi. Ovo se nekaaaanjski flukgpovrsi.

Nekad je jednostavnije iz€ainati fluks preko divergencije, nego poooopovrsin-
skog integrala.

Primjer 3.15. Iskoristiti divergencijsku teoremu kako bi nasli fluks wegkog polja
F(z,y,z) = zk preko sferez? 4 y2 + 22 = a2.

Primjer 3.16. Naci fluks vektorskog polja

ﬁ(:c, Yy, z) = 2xi + 3yj + 22k
preko jedini€ne kocke u prvom oktantu pomocu divergskeifeoreme.
Primjer 3.17. Naci fluks vektorskog polja

ﬁ(:c, Yy, z) = 2+ y3] + 22k

preko regije koja je zatvorena kruznim cilindrarh 4 2 = 9iravnimaz = 0i z = 2.

Divergencijska teorema daje tia interpretacije divergencije vektorskog poffa
Pretpostavimo da j& malasfericna regija centrirana ud&i P, i da je njena povrSina,
ozn&ena sasG orijentisana spolja. Oz@émo zapreminu regije saol(G), te fluks
polja F' prekoo G sa®(G).

Ako je divF neprekidno na’, onda se preko male regif& vrijednost diF' ne
mijenja mnogo u odnosu na vrijednost fiyF, ), pa stoga razumno mozemo aproksi-
mirati vrijednost divergencije ponto konstante dix?(Po). Divergencijska teorema
implicira da se fluksb(G) polia F' prekoo (G) moze aproksimirati kao

@(G)://J(G)ﬁ-ﬁdsz///cdivﬁdxm
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~ divE(Py) / / /G AV = divE (Py)vol (G).

Odavdje slijedi
o(G)
vol(G)’

divE(Py) ~

§to moZemo onda preciznije izraziti kao

— 1 a
G — 1 F - ndS.
v ( 0) vol(lGH)l*ﬂ) UOZ(G) //U(G) e

Ovo nam kaZe da se u stalnom fluidnom toku, divergencija vekog poljaﬁ moze
interpretirati kao limitirajiu fluks po jedinici zapremine udi.

Primjedba 3.18. Gornja formula se nekad uzima kao definicija divergencije!

3.4 Stokesova teorema

Stokesova teorema

U ovoj sekcijicemo biti zainteresovani za povrSBeprostoru koje su ograééne
jednostavnim parametarskim krivima. Na takvoj orijentisgpovrSio ograntenoj
sa parametarskom krivoi, postoje dva mogta odnosa izndu orijentacija krive i
povrsi.

Zamislimo osobu koja hoda duZ krive sa hjegovom/njenom glavom u pravu ori-
jentacije povrSt. Osoba onda hoda u pozitivnom pravcu kriver odnosu na prijen-
taciju povrSic ako je povrs sa lijeve strane te osobe, a u negativnom smieiika
mu je ona s desne strane (pravilo desne ruke)c ste se ranije susretali (a ako niste,
trebali ste!) saotoromvektorskog polja

Fa,y,2) = f(z,y,2)i + g(z,y,2)] + h(z,y,2)k

L (0h g\ (Of Oh\- [(dg Of)\ =
rOtF_(ay az)”(az 8x)j+(8:r ay)k’

Sto je mozda jednostavije dato sa

datim sa

rotF =

8o~
@ Slos
> Yo =y
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Stokesova teorema

Teorema 3.19. Neka jec dio po dio glatka orijentisana povrs koje je ogranicena
jednostavnom, zatvorenom, dio po dio glatkom kriv@sa pozitivnom orijentacijom.
Ako su komponente vektorskog polja

F(z,y,2) = f(z,y,2)i + g(z,y,2)] + h(z,y, 2)k

neprekidne i imaju neprekidne prve parcijaine izvode neonebtvorenom skupu koji
sadrZio, i ako jeT jediniCni tangentni vektor n&’, onda je

j{ﬁ-fds://(rotﬁ)ﬁds.
C o

Primjedba 3.20. Integral na lijevoj stranu glavne formule predstavlja racr$en vek-
torskim poljemF nacestici koja putuje krivond.

Zbog komputacijskih potreba dbio taj integral izrazimo kao

}{ﬁ-dﬁ
C

gdje jed7 = dai + dyj + dzk,

Sto vet izgleda poznatije.
Primjer 3.21. Naci rad koji izvrSi polje
ﬁ(x, Y, z) = 220+ 4wy’ + yQ:UE

na Cestici koja prelazi preko pravougaonikana razniz = y sa slike.

Nekada je zgodno posmatrati vektorsko polje

—

F(xz,y) = f(x,9)i + g(z,v)]
u 2-prostoru kao vektorsko polje3dprostoru pomou
F(z,y) = f(z,y)i + g(x,y)j + Ok.

Ako je R regija uzy ravni ogranilena jednostavnom, zatvorenom, dio po dickglat
krivom C, onda mozemo tretirat? kao ravnu povrs. Dakle, ako orijentiSenibi C
suprotno od kazaljke na satu posmattapdozgo sa pozitivhog dijela-ose, dobivamo

fﬁ-dfz//(rotﬁ)-l?d/l.
c R

Medutim, rotor je u ovom sléaju dosta jednostavan, naime

o 99  Of\
F=(—--—)k
rot ( . y)k
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Stoga dobivamo

]{jfdergdy://R (%%) dA,

Sto je Greenova teorema! Dakle dokazali smo da je Greenovartey u stvari posebni
sluaj Stokesove teoreme!
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