1 Riemannova geometrija

1.1 Mnogostrukosti

Mnogostrukosti

Vetina skupova na kojima trebamo da radimo analizu nisu lmgapstori. Povr-
Sina sfere je poznat primjer glatkog skupa koji nema struklinearnog prostoral

Sfera nema koordinatnog petka (nula vektora). Takker, na sferi ne moZzemo
definisati sabiranje parovadaka (slobodnih vektora) na €ia koji je konzistentan sa
aksiomima linearnog prostora, niti moZzemo definisati kansto vektorsko polje na
takovoj povrsi.

Nelinearni prostori su od kozmoloSkog interesa su pogo8sstere i pseudosfere.

U ovom poglavljucemo razviti osnovne alate koji nam omagiu da se bavimo i
takvim prostorima, Sto se nazivascun na mnogostrukostima

Mnogostrukosti koje se pojavljuju u primjenama su dvojakevo, imamo mno-
gostrukosti kao Sto je konfiguracijski prostrrstog tijela u slobodnom padu. diee
ove mnogostrukosti su na primjer sve méguotacije. I1zbor jedirfine rotacije je pro-
izvoljan i sve t&ke ovog konfiguracijskog prostora su ekvivalentne. le&&oordinate
ovdje biti potrebne kako bi se opisale konkretne situagigmmetrijske strukture e
ukljucivati koordinate direktno.  Drugo, imamo mnogostrukostokSto je prostor
energije, temperature, entropije, pritiska, zapremiak., i

Ovdjekoordinate imaju direktnu fizikalnu interpretacijanenaujuce, metode bez
koordinata koje su razvijene za prvi tip mnogostrukostiakoder korisni i efektivni
alati za mnogostrukosti sa odienim koordinatama!

Primjer 1.1. lako prostor i vrijeme imaju odvojene fizikalne interprdjacnedisper-
zivna talasna jednacina
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se Cesto izu€ava u rotiranim koordinatama
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Mnogostrukosti



Dobro ‘ponasajai’ skupovi sa dovoljno strukture na sebi da se na njima madéir
diferencijalni r&un nazivaju se diferencijabilne mnogo strukosti ili sl@ao mnogos-
trukosti.

Najmanja struktura koju skup moze imati bi nam omaiguida samo damo imena
taCkama i da diskutujemo identitetdaka i njihovoclanstvo u raznim drugim skupo-
vima.

Minimalna dodatna struktura je topologija, koja daje dgvoktrukture da se moze
rasprevljati o neprekidnosti krivih i preslikavanja. Skwpkoji se nazivaju mnogos-
trukostima imaju jo$ viSe strukture i glatkost krivih i pligavanja se takder moze
razmatrati!

Glatke krive na mnogostrukostima imaju lokalne linearneokgpimacije koje se
nazivaju tangentnim vektorima.

R™ naravno ima svu ovo strukturu i vise. Dodatne struktuReé'tnam dozvoljavaju
da definiSemo prave, globalnu paralelnost i posebtkut&ioju nazivamo koordinatnim
pocetkom.

Ovo nisu strukture koje obavezno zahtjevamo od mnogosstukidefinisattemo
mnogostrukosti tako da lokalno izgledaju k&¢, ali da nemaju ovu prekomjernu
strukturu.

Primjer 1.2. Neka jeP skup svih pravih linija koje prolaze kroz koordinatni ptaie
u Euklidskons-prostoru. Vidjet Eemo uskoro da je ovaj skup mnogostrukos

Neka jeG skup svih velikih krugova na sferi. Ovaj skup je d&obmnogostrukost.
Neka je@ skup svih trojki(z, y, z) osim(0, 0, 0), modul relacija ekvivalencije
(2,y,2) = (kz, ky, kz)

za sve realne brojeve. ) je mnogostrukost sa esencijalno istom strukturom kao mno-
gostrukostiP i G.

Zajednitka mnogostrukna struktura se nazi¥3 projektivni2-prostor.

Karte

Kako bismo dodali strukturu mnogostukosti skupu, moramagati kako se otvo-
rena regija oko bilo koje t&ke preslikava na injektivan i neprekidantimana otvorenu
regiju uR™.

Inverzno preslikavanje takier mora biti neprekidno.

Svako takvo preslikavanje se nazkartom



KArte zadovoljavaju uslov kompatibilnosti - kad god se dwvjarte preklapaju na
mnogostrukosti, one definiSu preslikavanj&iz na samog sebe.

Ako je skup glatka mnogostrukost, onda i ova preslikavanja biti glatka i imati
glatke inverse.

Kolekcija svih kompatibilnih karti naziva setlasmngostrukosti.

Primjer 1.3. Svaki linearni vektorski prostor moZze biti pokriven jedniantom koja
preslikava svaki vektor na brojnu n-torku koja se dobija gegovih komponenti u
nekog bazi. Atlas se sastoji od svih karti koje su izvedepgazpomotu glatkih tra-
sformacija, koje se nazivaju koordinatnim transformacig@

Sve n-dimenzionalne sfef" mogu se pokriti dviema kartama koristeci se stere-
ografskom projekcijom. Ako je-sfera definisana kao skup svih tacakgmi+ 1)-
dimezionalnom Euklidskom prostoru koje zadovoljavaju

w? + 23+ a3+ 22 =1,

onda je karta za regijw # —1 preslikavanje

(w, ) = (Z/(1 4 w)).

Formalnije

Definicija 1.4. Preslikavanjef : (X,7) — (Y, 7') naziva sehomeomorfizmortizo-
morfizam u kontekstu de topologije) ako

1. fje bijekcija;
2. fi f~! suneprekidne.

m-dimezionalna koordinatna kartan( < oo) na topoloskom prostorim je par
(U, ¢) gdje je ¢ otvoreni podskupM (domen koordinatne karte) & : U — R™
je homemorfizam iZJ na otvoreni podskup euklidskog prostdkd* sa uobtajeno
topologijom.Ako jeU = M, onda je koordinatna karta globalno definisanat@pe
lokalno definisana.

Neka suUy, ¢1) i (Uz, ¢2) parm-dimenzionalnih koordinatnih karti §& NUs #
(). Onda jefunkcija preklapanjazmedu dvije koordinatne karte preslikavanjgo ¢!
iz otvorenog podskupa; (U; N Us) C R™ na otvoreni podskups (U; N Us) C R™.

Atlasdimenzijem naM je porodican-dimenzionalnih koordinatnih kartU;, ¢;):cr
t.d.



e M je pokriveno porodicom u smislu da jel = U;c;U;;

e svaka funkcija preklapanjg; o ¢; ',4,7 € I je C* preslikavanje izp (U; N
Ug) C R™ na¢2(U1 N UQ) Cc R™,

Za atlas kazemo da je kompletan ukoliko je maksimalan - tje sadZan niti u
jednom drugom atlasu.

Za kompletan atlas, porodi¢d/;, ¢;);c; naziva saliferencijalna strukturana M
dimenzijem. TopoloSki prostotM se onda nazivdeiferencijalna mngostrukosili
m-mnogostrukost, ako treba navesti dimenziju ekspligitno

TaCkap € U C M ima koordinatg ¢! (p), ¢*(p), ..., »™(p)) € R™ u odnosu na
kartu (U, ¢), gdje su koordinatne funkcij¢* : U — R, u = 1,2,...,m definiSu se
pomctu projektivnih funkcijaut (x) := z* kao

" (p) :== u"(é(p))

SkupoviP i @Q definisani ranije mogu dobiti mnogostruknu strukturu nanatin.
Euklidske koordinate bilo koje &e na pravoj liniji u skupw’ daju brojnu trojku, dok
relacija ekvivalencije skup@ identifikuje brojne trojke koje pripadaju istoj liniji.

Kako bismo pokazali da je skuf) mnogostukost, pogledajmodieu (a, b, c) €
Q. Pretpostavimo da je najveti od njih. Onda je karta oko tke (a, b, ¢) data sa
preslikavanjem
(@,y,2) = (2/y,y/2)

za otvoreni skup taka koje zadovoljavaju # 0. | karta i ovaj uslov su kompatibilni
sa relaciojom ekvivalencije i ona preslikava cijeli skiypsim kruga na cijelu ravan.

Medutim moZemo definisati joS dvije karte i svaka sék&(@ onda pojavljuje u
jednoj od njih. Ako ovima dodamo sve druge kompatibilne &arhamo atlas z®.

Primjer 1.5. KruZnica S': KruZnica S! se moze smatrati kao podskdfr,y) €
R?|22 + y? = 1} Euklidskog prostor&?. Ako se taj prostor osposobi sa uobitajenom
metrickom topologijom, onda j§* otito zatvoren i ogranic¢en podskup i stoga, po
Heine-Borelovoj teoremi, njegova podprostorna topolagg kompaktna.

Generalno, nije moguce locirati tacku bilo gdje na tipdj m-mnogostrukosti sa
samo jednom koordinatnom kartom. U slu¢ajujedna moguénost je koristenje para
preklapajucih uglovnih koordinata. JoS jedna mogucnjestata sa

Ur = {(z,y)lx >0} ¢i(x,y) :==y;
U2 = {(l‘,y)|£€ < 0} ¢)2(x7y> =Y



Us :={(z,y)|ly >0} o¢s(z,y) := x5
Us:={(z,y)ly <0} ou(z,y) =

Primjetite da iako su koordinatne funkcije napisane ka&éija i = i y, podrazumjeva
se da su ove koordinate pod ogreamjemz? + y2 = 1ida(z,y) predstavlja téku na
kruznici sa ovom ogragenom vrijedno8u x i y, tj. kruznica je skup dimenzijg, a ne
2.

Kako bismo vidjeli da su preklopne funkcije diferencijaig| posmatrajmo na pri-
mjer preklopU; i Us. U U; N Us imamo

y=vV1—-22 0<y<liO<z<l.

Stoga jeps(z) ! = (z, (1 — 2?)'/?) paje
¢10¢3 ' (x) = (1—2%)'/2,

koja je doista beskoao diferencijabila za ovaj skup vrijednosti y.

Primjetite da ukoliko s&? smatra mnogostrukod, onda jeS' komapktna jedno-
dimenzionalna mnogostrukost. O

Diferencijabilna preslikavanja

Veoma v&an koncept u matematici je pojam preslikavanja koje prezestruk-
turu izmedu dva skupa koji su osprbljeni sa istom vrstom matethkatstrukture. Npr.
u teoriji grupa, ovo bi bilo homomorfizmi; U topologiji ovo bilo neprekidno presli-
kavanje koje prezervira strukturu izighe dva topoloSka prostora.

U diferencijalnoj geometriji, ulogu preslikavanja kojesgervira strukturu igré'” -
funkcija izmalu dvije mnogostrukosti koju definiSemo na slijédeacin

Definicija1.6. 1. Lokalnareprezentacijafunkcife(sa mnogostrukosfit na mno-
gostrukost\') u odnosu na koordinatne kart€, ¢) i (X, ) respektivnho navt
i \V je preslikavanje

Yo fo (Z)_l :R™ D ¢(U) — R".

2. Preslikavanjefy — N je C"-funkcija ako, za sva pokrivanjat i A/ pomctu
koordinatnih susjedstava, lokalne reprezentacijg’sufunkcije iz standardne
realne analize funkcije izntel topoloSskih vektorskih prostof™ i R™. Kon-
kretno, diferencijabila funkcija j€! funkicija. Funkcija koja jeC> se naziva
glatkom.



3. Funkcijaf : M — N naziva seC"-difeomorfizam ako jef bijekcija sa osobi-
nomdasuifi f~! C" funkcije.

1.2 Tangentni prostor i vektori

Jedan od osnovnih koncept&wna na mnogostukostima je pojémgentnog prostora
prostor tangentnih vektora.

Ovaj koncept je zasnovan na intuitivhoj geometrijskojid@pgentne ravni na po-
vrs. Stoga je tangentni prostor ka7 € S™ izgleda kao da bi trebao biti definisan
kao

TzS" .= {7 € R"M|&- 7 =0}.

Medutim, ispostavlja se da je struktura tangentnog prostidaer duboko povezana
sa lokalnim diferencijabilnim osobinama funkcija na mnsigokosti i ovo daje mnogo
algebarskiji pogled na ideju. KIjtno pitanje je stoga da razumijemo Sta bi to trebalo
zamijeniti intuitivnu ideju tangentnog vektora kaotega Sto je tangentno na povrs u
uobicajenom smislu? Odgovor je da tangentni vektor treba ragikgo nesto Sto je
tangentno na krivu u mnogostrukosti. Kijua stavka ovdije je da kriva leZzi u mnogos-
trukosti, ne u okruzujeemR"™*+! i ova ideja m@e biti generalizovana na proizvoljne
mnogostrukosti bez potrebe da ih se prvo ubaci u viSedimeahii vektorski prostor!

Tangentnost dva preslikavanja je lokalno slaganje pra&ikja. Posmatrajmo dva
preslikavanjag i ¢, obaR™ — R™. U svakoj t&ki ona se mogu presdstaviti poo
Taylorovog reda. Ako se ove ekspanzije slazuctimova do reda, kazemo da ova
preslikavanja imaju tangentngstog reda u toj téki. Mi éemo ovdje samo Koristiti
tangentnost prvog reda.

Primjer 1.7. PreslikavanjaR — R? :
u s (u,u?), w (sinw,0)

su tangentna w = 0.

Tangentnost za preslikavanja izdfiemnogostrukosti se definira pomokarti ko-
risteCi se prethodnom definicijom.

Tangentnost je struktura koju prezerviraju glatka presidnja.

Tangentni vektor

Tangentni vektor je abstrakcija koja treba predstavlijatilguru koja je zajeditka
klasi parametrizovanih krivih tangentnih (ta.



To je lokalna struktura preslikavanja oblika+— M u mnogostrukosti/. Tan-
gentni vektortemo u stvari definisati da bude klasa ekvivalencije tangerkrivih.
Ovu klasu ekvivalencije mozemo predstaviti na razn@me pom@u nasunitno iza-
branogtlana ili poma@u numertkog algoritma.

Tangenta na krivy : s — ~(s) u~v(s) temo oznaavati say(s).

Prostor tangentnih vektora utd p mnogostrukostl/ cemo oznéavati sal, (M ).

Tangentni vektor kao klasa ekvivalencije krivih

Definicija 1.8. Kriva na mnogostrukosi\ je glatko, tj. C>°, preslikavanjer sa nekog
intervala(—e, €) sa realne prave n!.

Dvije krive o1 i o5 sutangentnau tacki p € M ako

e 01(0) = 02(0) = p;

e U nekom lokalnom kordinatnom sisteniu®, 22, . . ., ™) oko tetke, dvije krive
su ‘tangentne’ u uoBajenom smislu krivih (R™:

dz’ dz?
7 (01(0)le=0 = —

(o2(t))]t=0,i=1,2,...,n.

Tangentni vektou p € M je klasa ekvivalencije krivih uM gdje je relacija
ekvivalencije izmdu dvije krive ta da su tangentne &kip. Klasa ekvivalencije
konkretne kriver se oznaava sdo].

Tangentni prostofl ,, M mnogostrukostiVt u tecki p € M je skup svih tangent-
nih vektora u téki p.

Tangentni snofi’ M je definisan kad' M := Upe pmTp M.

Postoji prirodno projektivno preslikavanje: T M — M koje povezuje svaki
tangentni vektor sa gaomp € M u kojoj je tangentan. Inverzna slikai(
prekop) bilo koje tatke p pod preslikavanjent je stoga skup svih vektora koji
su tangentni na mnogostrukost u tajka

Ova je definicija konzistentna sa intuitivnom geometrijskslikom. Ova se pri-
mjedba takder da primjeniti na tangentni sn@pM koji u sluaju sfere recimo izgleda
kao

TS" ={(Z,0) e R"™ x R" M #-ZF=1AZ -7=0}.



Tangentni vektonw € Tpr M se moZe koristiti kao izvod u pravcu na funkcijanfia
mnogostukostiM{ pomctu:

v(f) = WH:(M

gdje jec bilo koja kriva u klasi ekvivalencije koju representiratj. v = [0].

Teorema 1.9. Tangenetni prostof,, M ima strukturu realnog vektorskog prostora!

Tangentni vektori kao derivacije
Definicija 1.10. Derivacija u t&ki p € M je preslikavanjey : C*°(M) — R koje

zadovoljava:

1 o(f+g)=v(f) +v(g)Vf g € CZ(M)
2. v(rf) =rv(f)IVf € C¥M),r eR
3. v(fg) = f(p)v(g) + g(p)o(f)Vf,g € CZ(M)

Skup svih derivacija w € M se oznaava saD, M.

Veoma vazan primjer derivacije je dat potuobilo koje koordinatne kart@lU, ¢)
koja sadrzi téaku p koja nas interesuje. Spedifio, skup derivacija w je definisan
pomctu:

0 0 _ .
<8mlt>pf1 auﬂfo(ﬁ 1|¢(p); p=1,2 ... dim M.
Lema 1.11. Neka je(U, ¢) koordinatna karta ok@ € M sa asociranim koordinatnim
funkcijama(x!, 22, ..., 2™) i takvim da jez#(p) = 0 za svakqu = 1,2,...dim M.
Onda za svakg € C°°(M) postoji f,, € C*°(M) tako da

L fulp) = ( 8‘;) /
2. fa) = fp)+>_ =" (@) fu(a)

za svakay iz nekog otvorenog susjedstva tagke
Posljedica 1.12.Ako jev € D, (M), onda je

v = Zv(:c”) <%)p 1)

p=1



Vektorska polja

Sada mozZemo razmatrati i veznu generalizaciju dosadadajdni govoriti i 0 polju
tangentnih vektora na isti B kao Sto je vektor pripisan svakoftd M.

Definicija 1.13. Vektorsko poljeX naC°-mnogostrukostiM je glatko pripisivanje
tangentnog vektorX, € T, M u svakoj t&ki p € M, gdje 'glatko’ zarti da za svako
f e C>®(M), funkcijaX f : M — R definisana pomiu

M - R (2)
p = (X[f)p):=X,(f)

je beskonéno diferencijabilna. Vektorsko polje otvorenog podskipa M je defi-
nisano na isti nén osim Sto je gornji uslov zahtjevan za sfes C>°(U) i tatkep u
podskupl/ € M.

Lie izvod

Vektorsko polje definisano porba jedn&ine (2) daje preslikavanjg : C*° (M) +—
C*°(M) u kojem se slikaX f od f € C°°(M) definiS8e poméu jedn&ine (2). Funk-
cija seX f Cesto nazivaLie izvodonfunkcije f duz vektorskog polj& i ozn&ava se
Safo ili ﬁxf

Lie izvod ima sve osobine derivacije havedene nesto rangeamplicira da jeX
linearno preslikavanje iz vektorskog prost@ré® (M) u samog sebe. Stoga jé de-
rivacija na prsten@*° (M) u tradicionalnom smislu te rif@. Neka je(U, ¢) koordi-
natna karta na mnogostrukogti. Onda u svakoj &ki p otvorenog skup@ mozemo
koristiti ekspanziju iz jednéine (1) za derivacijuX,, povezanu sa vektorskim poljem
X definisanim naM. Stoga, za svakp € U,

m

X0 =%f = 3% (g7 S

SO (X)) (a%)f

p=1

Sto zapisujemo kao
0

OxH’

m
XU = Z XUJS‘#
p=1
Napomena: U v&ni literature se znak sumacije u ovom&ju izaostavlja, radi skra-
tenog pisanja (takozvana Einsteinova sumacija).

Funkcije{Xz*,u = 1,2,...,m} naU se zovu komponentama vektorskog polja
X u odnosu na koordinatni sistem asociran sa kartbng). Cesto se ozravaju kao
XH.



Lie zagrada

Lie zagrada je vaZna u proavanju simetrija i transformacijskih grupa (nesto kas-
nije). Ova diskusija treba pojasniti ideju tangentnog ee&kina mnogostukosti i pripre-
miti nas za pojam tenzora koji slijedi.

Pretpostavimo da imamo dva vektorska poljia B. Vektorsko polje je preavilo
kojim biramo tangentni vektor u svakojile mnogostukosti. Ako nam je taker data
funkcija f : M — R, onda moZemo operisati jasa A kako bismo u svakoj ki
nasli izvod of f u pravcuA, A(f), kao maloprije.

Primjer 1.14. 1zvod funkcijef = 22 + y2 u pravcu(d/dz + 0/9y) je

(a% + a%) (z* +9%) =2(z +y).

Stoga jeA(f) nova funkcija. Stoga mozemo posmatrati vektorsko pslj&oje
djeluje na nju! Sta sad s ovom dvostrukom operacijom? Onslipaea funkcije na
funkcije - stoga da li je ona derivacija?

Primjer 1.15. Vektor u tacki(0, 0) koji djeluje naf(x,y) = 2% + y? mora dati nulu.
Medjutim,

0 0, 9y

Ovo do sada nije iznenadjuja. Ono Stgesteznaajno je to dgostojivektor skri-
ven u drugim izvodima! Pogledajmo detaljnijg3. U koordinatnoj kartiz!, 22, .. .)

imamo 5 5
A=agt— B =p+—
@ o b Ozr’

i onda ako djelujemo na proizvod dvije funkcife g imamo

(BA o) =050 | 50

OoxH

(BA)(f9) =5 [a" (Fug + fo.)]

gdje zarezi oznzavaju parcijalne izvode.

(BA)(fg) = ba’[foug+ fogu+ fugw + fouu +
+ v, (fug+9gfy)

i kada ovo pokuSamo spojiti ponovno dobivamo

(BA)(fg) = 9(BA)f + f(BA)g + b a”(f .90 + frg.)-
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Ovaj treti izraz sadrzi 'smée’ koje uniStava Leibnizovo pravilo, no ukoliko ga pogle-
damo, ono je simettho. Stoga definiSemo operatde zagradesa

B, A] = (BA - AB),
ondace on zadovoljavati
[BaA](fg) = f[BaA]g + g[BvA]f

Ondace to biti derivacija (!) koja je osjetljiva samo na lineartianove u funkcijama
na koje djeluje! Lie zagrada se jednostavncinaa ako su vektori dati eksplicitno,

koristeci
g 0] 0
Oxk’ dav |

[fB,gAl = fg|B, Al + [B(g9)A — gA(f)B.
Opti izraz za komponente se moggiiati iz gornje kalkulacije

14 14 a
[B,A] = (b“qH - a“b#)axy

Lie zagrada zadovoljava Jacobijevu jednakost

Kotangentni vektori

Za bilo koiji realni vektorski prostoV postoji asocirani dualni prostor svih linear-
nih preslikavanja realne vrijednosti #d Kada ovo apliciramo na vektorske prostore
T, M, p € M ova dobro znana konstrukcija ima najuevrijednost.

o Kotangentni vektou tecki p € M je realno linearno preslikavanje: T, M +—
R. Vrijednost odk primjeneno na tangentni vektore 7, M €emo zapisivati sa
(k,v) ili sa (k,v),.

e Kotangentni prostou p € M je skupZ,; M svih takvih linearnih preslikavanja,
tj. on je dual vektorskog prostorB, M. Odatle slijedi da je i dualni prostor
takoder vektorski prostor i da j@im 7y M = dim T, M[= dim M].

e Kotangentni snofd™ M je skup svih kotangentnih vektora u svintkamaM :

T*M = UpGMT;M

On je vektorski snop.

11



e l-formaw na M je glatko pripisivanje kotangentnog vektarg svakoj ta&ki
p € M. U ovom kontekstu, glatko zgada je za bilo koje poljeX naM realna
funkcija nam

<w7 X>(p> = <wp7 Xp>

glatko.

Tenzori na mnogostrukostima

Sada kada imamo vektorski prostor, kao 5to je tangentnt@rds.AM, onda cjelo-
kupna tenzorska algebra nam postaje slobodna! Dakle nrebaglasiti ideju tenzora
na mnogostrukostima.

Vektorsko polja, ne primjer, je izbor tangentnog vektoravakej tecki i svaki od
ovih Zivi u svom tangentnom prostoru. FUndamentalni pojajniknamo je linearnost.
Za tenzore na mnogostrukostia, zahtjevamo linearnosopfiaikcija ne samo preko
brojeva. Ovo forsira da su tenzori lokalni linearni operato

Primjer 1.16. Operator Lie zagradé” x V — V ;
(a,b) — [a, b

nije tenzor tipa(1 2) jer
[fa,b] # fla,b]

za funkcijef.

Kada je mnogostukost porivena sa viSe od jedne karte, motatinoprezni da
poveZzemo tenzorska polja glatko od karte do karte.

Formalnije

Prije svega moramo da uvedemo (prisjetimo se) tenzorskoduptal” @ W dva
vektorska prostor® i V. Najotiji i najmocniji pristup je preko 'osobine univerzalne
faktorizacije’ u kojoj tenzorski proizvod prostotai W definiSemo da bude vektorski
prosto, koji piSemd” @ W i bilinearno preslikavanjg : VxW — V®@W sa osobinom
da za svaki drugi vektorski prostdri bilinearno preslikavanjé : V x W > Z postoji
jedinstveno bilinearno preslikavanje: V @ W +— Z takvo da slijedéi dijagram
komutira:

VvV x w 'z
lu b
V. o® W
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Ova definicija je generalna, ali je veoma apstraktna. Stigaistitcemotinjenicu
da je za konénodimenzionalne vektorske prostore postoji prirodamiadizam; :
VoW — B(V* x W* R), gdje jeB(V* x W* R) vektorski prostor bilinearnih
preslikavanja iz kartezijevog proizvod& x W* dualalV i W uR. Ovaj izomorfizam
se definiSe ponmiu

Jlv@w)(k, 1) = (k,v){l,w).
PrimjenjujLti ove ideje kontekstu diferencijalne geometrije, dobigestijede&u defi-
niciju

Definicija 1.17. Tenzor tipa(r, s) u tatki p € M je element tanzorskog produkt pros-
tora

T,S R r S s
T M = [@TI,M} ® [@Tp/\/l} .

Notacija é V predstavlja vektorski prostor koji se formira uziméajtenzorski pro-
izvod skupa/ sa samim sobom puta.

Posebni sltajevi tenzora tipdr, s) ukljuCuju:

1 TO'M = TiM
2. THOM = (TrM)* = T,M.
3. T’ M naziva se prostoromrkontravarijantnih tenzora.

4. T M naziva se prostoromkovarijantnih tenzora.

Pojam n-forme

VEoma vazan primjer tenzorskog poljajeforma, gdje je0 < n < dim M. 0-
forma je po definiciji funkcija U (M), dok smol-formu ve definisali. FOrmalna
definicijan-forme je

Definicija 1.18. n-forma je tenzorsko polje tipa (0, n) koje je totalno simetiino u
smislu da je za svaku permutacifupo indeksimal, 2, ..., n,

w(X1,Xo, ..., Xp) = (=1)2P) (X p1), Xp(ay, - - s Xp(m))

gdje suXy, Xs,..., X, proizvoljna vektorska polja na1, a deg(P) je stepen per-
mutacije P,tj. +1 ukoliko je permutacija parna, &1 ukoliko je neparna. Skup svih
n-formi na M ozna&avattemo sad™ (M).

Interesuje nas tenzorski proizvodmdormama. Medjutim, ukoliko jes; € A™ (M)
aws € A" (M), ondaw; ® wq jeste(ny + nz)-kovarijantni tenzor, ali née biti
(n1 + n2)-forma, jer ne zadovoljava alternacijsko svojstvo u odnosisve indekse.
Medjutim, taj problem rjeSavamo portw
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Definicija 1.19. Ako je w; € A™ (M) aw, € A"2(M), vanjski ili A-produkt ili
vanjskiproizvod poljaw; i ws je (ny + ng)-formaw; A we definisana pomtu:

1

o _1)\deg P P
w1 N\ wy = —TL1!TL2! Z ( 1) (wl X UJQ) R
perm.P

gdje, ukoliko jew bilo koje tenzorsko polje tip&), ), permutirano tenzorsko polje”
tipa (0, n) definiSemo kao

WP(leXQa cee aXn) = W(XP(I)vXP(Q)v SRR XP(n))

za sve vektoreX, X, ..., X,, ha mnogostrukosiMm.

Vanjski izvod

Definicija 1.20. Ako je w n-forma naM sal < n < dim .M onda jevanjski
proizvod odw (n + 1)-formadw koju definiSemo sa

n
dW(Xl, )(27 . 7Xn+1) = Z(—l)i+1Xi(w(X1, . 7Xi—17Xi+17 ceey Xn-i—l))

i=1

+ Z(—l)iJ’jw([Xi, X5 Xaseos Xim, Xigny -+, X1, Xa, - X))
i<j

za sva vektorska polja;, Xo, ..., X,.

Slucaj zal-forme je od posebnog zbaja i tada se gornja komplikovana formula
zn&ajno pojednostavi i postaje

dw(X,Y) = X((w,Y)) = Y ((w, X)) — {w, [X, Y]).
Vanjski izvod se ponaSa veoma fino u odnosu\rgroizvod. Specitino,

d(w1 A\ WQ) = dwi N\ wsg + (71)degw1w1 A dws.

Simetricni tenzori

Simetrni tenzori tipa(0 2), tenzori u prostord; M @ T,y M su posebno vazni jer
definiSu metigke strukture! Takder opisuju kristalnu optiku, ekeému provodljivost,
te neke probleme propagacije talasa. Ovi tenzori imajueagntaciju u tangentnom
prostoru.
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