1 Banachovi prostori

1.1 Linearni vektorski prostori

Linearni vektorski prostori

Definicija 1.1. Neka je® ili skup realnih R) ili skup kompleksnih €) brojeva. Ne-
prazan apstraktan skdp, snabdjeven sa dvije binarne operadije ” : V xV — V
(sabiranje) ' -7 : ® x V' — V (mnoZenje skalarom) je (realan ili kompleksan) line-
aran vektorski prostor ako i samo ako su zasMec ¢ i sveu, v, w € V zadovoljeni
sljedeti uslovi:

. u 4+ v € V (zatvorenost operacije sabiranja)

. u+ (v+w) = (u+v) + w (asocijativnost sabiranja)

. (30 € V)(Yu € V') 0 + u = u (egzistencija neutralnog elementa za sabiranje)

. (Vu € V)(Ju* € V) u+ u* = 0 (egzistencija inverznog elementa za sabiranje)
. u + v = v + u (komutativhost sabiranja)

. a-u €V (zatvorenost operacije mnozZenja sa skalarom)
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. a(bu) = (ab)u (asocijativnost mnozenja sa skalarom)

8. (31 € ¢)(Vu € V) 1-u = u (egzistencija neutralnog elementa za mnozenje
skalarom)

9.a-(u+wv) = a-u-+ a-v (distributivnost mnoZenja skalarom u odnosu na
sabiranje)

10. (a +b) - uw = a - u+ b - u (distributivnost u odnosu na sabiranje skalara)

Elemente skup& nazivamo skalarima, a elemente skdpaazivamo vektorima.
MnoZenje skalarony - u, uob€ajeno zapisujemo sau, a za izraz: + (—v) koristimo
krati zapis sa: — v. Gornja definicija radi sa proizvoljnim apstraktnim skupbmne
uzimajLEi u obzir o kakvoj vrsti elemenata je rgeTako skupg/ moze biti skup realnih
brojeva, ali takde moze biti skup beskofiaih nizova, skup integrabilnih funkcija,
skup matrica i sl. U ispitivanju da li j& linearan vektorski prostor, prije ispitivanja
svih gornjih deset osobina, uddijeno je prvo ispitati



e Dali V sadrzi nula element?

e Dalije V zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja skafaro

Ukoliko je odgovor negativan na jedno od ovih pitarijanije linearan vektorski pros-
tor.

Primjer 1.2. Zal < p < 400, posmatrajmo prostoi,(®), svih sap-tim stepenom
sumabilnih nizova @ (realnih za® = R ili kompleksnih zab = C),

1,(®) = {:c = (@n)nen |7 €@ (M EN), Y |z, P < +oo} .
neN
Zaz,y € l,(®)i X € @, nekaje

def def
T+Yy = (Zn +yn)n€N; Az = ()\xn>n€N .

Lako se provjerava da sa ovako definisanim operacijapi®) zaista jeste linearan
vektorski prostor.

Jedino nije jasna zatvorenost operacije "+", a to obrantevdjed€im raswivanjem.

n n o o0
D e+ yal? < 27(|zl” + Jyal?) < 27 <Z(Imn|” + Iynl”)> < 400
=1

i=1 i=1 i=1

Na isti n&in mozemo i nd., (®) definisati operacije sabiranja i mnozenja skalarom,
sacime je il (®) linearan vektorski prostor.

1.2 Normirani prostori

Definicija 1.3. Neka je X linearan vektorski prostor na kome je definisana funkcija
[|-]]: X = R* U{0}, sa sljedéim osobinama:

1. (Vz € X) |z|| >0,

2. ||z]| = 0, ako i samo aka: = 0,

3. (VA € @)(Vz € X) || Az| = |A\l =],

4. (Va,y € X) |lz+yll <zl + llyll.

Tada za funkcijy|-|| kazemo da je norman¥, a zaX kaZzemo da je normiran linearan
vektorski prostor.



Primjer 1.4. Primjeri normi na nekim poznatim nam skupovima:

1. Zax € cili © € ¢, ||z|| = sup |z,
neN

2. Zazx el, (1 <p< o), |z = <Z |x2|P>
i=1

P

3. Zax € I, ||z|| = sup |zy].
neN

4. Zax € Cla,b], ||z]| = Jnax, | (t)].
5. Zaz € Ly(Q) (1 < p < 00), ||z]| = </ |:c(t)|pdt> "
Q

DefiniS§imo sada ponéw norme, funkcijud : X x X — R* U {0}, na sljedéi

natin
d(l‘,y) = ||IfyH y LY € X.

Nije teSko provijeriti da ovako definisana funkcija zadoaad sve uslove za metriku,
pa je na ovaj nén uvedena metrika n&, za koju kazemo da je inducirana normom
u datom prostoru. Samim tim imamo da je svaki normiran liaearektorski prostor
ujedno i metreki prostor, te sve Sto je éeno za mettike prostore vrijedii za normirane
prostore.

Definicija 1.5. Dva normirana prostor@X, || - ||) i (Y, || - ||) su izometrEki izomor-
fni, ili jednostavnije izometni, ako postoji izomorfizanf : X — Y, takav da za
proizvoljanz € X vrijedi

F @)y = [l]]x -

1.3 Banachovi prostori
Iz metrickih prostora preuzimamo i definiciju kompletnosti, tj. nmoran prostor je
kompletan, ako je u njemu svaki Cauchyjev niz konvergentan.

Definicija 1.6. Kompletan, normiran, linearan vektorski prostor se naBaaachov
prostor.

Primjer 1.7. Neki od standardnih primjera Banachovih prostoracsuy, [, (1 < p <
00), Cla, b], Ly[a, b], na kojima su norme uvedene kao u Primjeru 1.4.

Primjer 1.8. Posmatrajmo skug@’[0, 2], neprekidnih funkcija na segmentu 2]. Za
x € (0, 2] stavimo
2
Joll = [ latoar.
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¢ime smo definisali normu r@[0, 2]. Posmatrajmo sada sljedeti niz funkcija

1 ; xe[0,1)
fal) =< 14+n—nz ; x€[1,1+% ,neN.
0 ; xe(l—i—%,Q

Za proizvoljnen, m € N, n # m, imamo

11 1
||fn_f'rn||—§‘ﬁ_a _>O7 (n,m—>oo)

Dakle,(f.)nen je Cauchyjev niz. Mdutim, cCigledno daf,, — f* (n — o0), gdje je

. ; x€[0,1)
f(x){O ;o oz el,2]

ali f* ¢ C0,2], tj. dati Cauchyjev niz nije konvergentan.

Teorema 1.9. Svaki normiran linearan vektorski prostor se moze komalgetitj. za
svaki normiran linearan vektorski prostoX, postoji kompletan normiran linearan
vektorski prostotX, takav da jeX svuda gust WX.

Definicija 1.10. Neka jeX Banachov prostorineka ¢ C X. Ako jeY sam za sebe
Banachov prostor u odnosu na algebarsku i raktristrukturu koju u njemu inducira
odgovarajéa struktura izX, kazemo da j& Banachov potprostor od .

Lema 1.11. Svaki zatvoreni vektorski potprostor Banahovog prostefagnachov pot-
prostor.

Teorema 1.12.Svaka dva konacnodimenzionalna linearna vektorska prasiste di-
menzije, su izomorfni.

Posljedica 1.13.Svaki konatnodimenzionalan normiran linearan vektops&stor je
kompletan.



2 Linearni operatori

Neka suX i Y dva proizvoljna prostora. Preslikavarde: X — Y nazivamo operator,
pri Cemu koristimo standardnu definiciju preslikavanja. Dagted terminom operator
podrazumijevamo najopstiji oblik preslikavanja, tj. kagapodrgje originala nalazi u
proizvoljnom prostoruX, a podritje slika u proizvoljnom prostorti.

SaD 4 C X €emo oznéavati domen preslikavanja operaterapodrazumijevamo
da je on linearan vektorski prostor. 8a C Y (ili sa Rang(A)) ozn&avamo podrdje
slika ili kodomen operatoral. Zax € X, djelovanje operatoral uobicajenotemo
zapisivati sadz, umjestoA(z).

Definicija 2.1. Za operatord : X — Y kaZzemo da je aditivan ako i samo ako za
proizvoljinezy, x5 € Dy C X, vrijedi

A(l‘l + .152) = Ax1 + Axs .
Definicija 2.2. Za operatod : X — Y kaZemo da je homogen ako i samo ako vrijedi
(Vz € Da C X)(VA € D) A(Ax) = Mz .

Definicija 2.3. Za operatotd : X — Y kaZzemo da je linearan operator ako i samo
ako je on istovremeno aditivan i homogen, tj. ako vrijedi

(Vz1,20 € Da C X)(VA, p € ®) A(A\x1 + pxs) = Az + pAzxs .
Definicija 2.4. Neka jeA : X — Y linearan operator. Skup
Ker(A) ={z € X| Az =0},
nazivamo jezgro operatora ili nul-prostor operatora. Skup
Rang(A) ={y € Y[ (Fr € X) f(z) =y} ,
nazivamo rang operator&

Teorema 2.5.Neka jed : X — Y linearan operator. Tada vrijedi:

1. Ker(A) je potprostor odX .

2. Rang(A) je potprostor odY".

3. Ako suX i Y kona€nodimenzionalni prostori onda je
dim(X) = dim(Ker(A)) + dim(Rang(A)) .

Definicija 2.6. Za linearan operatod : X — Y kaZemo da je neprekidan ucta
x9 € D4 ako i samo ako za svaku okolifi tacke Ax, postoji okolinall tacke x,
tako daje zasvakp € U, Ax € V.



Ako su X i Y metricki prostori, gornju definiciju iskazujemo sa
(Ve > 0)(30 =d(e) > 0)(Vz € Da)(dx(z,20) < 6 = dy (Ax, Azp) < €)
a u normiranim prostorima sa
(Ve > 0)(30 = d(e) > 0)(Vz € Da)(||z — mo]|x < § = ||Az — Azo||ly < ¢).

Kazemo da je linearan operator neprekidan na skiipako je neprekidan u svakoj
tacki skupaD.

Definicija 2.7. Neka jeA : X — Y linearan operator. Kazemo da jeogranten
linearan operator ako vaZzi

(M > 0)(vzr € X) || Azlly < M ey - 1)

Infimum svih brojeval/ za koje vazi (1) nazivamo norma operatota ozn&a-
vamo je sd|A| _, ili jednostavno sd A||, podrazumijevajdi djelovanje operatora.
Linearan operator je ograteén ukoliko mu je norma koiiaa i pri tome onda vrijedi

(Ve € X) [|Az]ly < [Allx oy l2llx -

Teorema 2.8. Linearan operator je neprekidan ako i samo ako je ograni¢en

Teorema 2.9.Neka jeA : X — Y linearan operator. OperatoH je neprekidan ako i
samo ako ogranicene skupoveXzpreslikava u ogranitene skupové’u

U ispitivanju ograntenosti proizvoljnog operatord : X — Y prvo nastojimo
pokazati da za svake € X vrijedi ||Az|| < M||z||, za nekoM > 0 (po mognosti
najbolju aproksimaciju)¢ime ustvari pokazemo ogramnost operatora|@|| < M).
Pokazati da jé|A|| = M zn&i nati konkretan element’ € X, za koga jg|Az’|| =
M]|2’||. Ovo bi zndilo da je||A|| > M, 3to sa ranije pokazanim daje ukuphd|| =
M.

Primjer 2.10. Posmatrajmo operatof” : La(a,b) — La(a,b) (a,b € R, a < b),
zadat sa

Ta(t) = f(t)x(t) ,

gdjejef € C[a,b]. Linearnost se jednostavno pokazuje, a za ograniCen@shion

b % b
ITall = (/ |f<t>x<t>|2dt> =< |f<t>|2|x<t>|2dt>

b
< max If(t)|< |x(t)|2dt>

a<t<b

1
2

Dakle,||Tz[Ly(ap) < |Ifllctanl|#]L2(a,p), 1z Cega ondaimamdT|| < [|fllcfa.b)-



Kako je f neprekidna funkcija na segmeritu b], postojic € [a,b] u kojoj funkcija
uzima maksimalnu vrijednost (ne guli@a opstosti, neka je € (a,b)). Zan € N,
posmatrajmo funkcije
I N
on(t) = { 0 ; inace

Tada imamo

Tz, ct+d i
%;w:§</l'ﬂmwﬁ<%ww7mﬁm%

n

zato Sto jef neprekidna funkcija. 1z ovoga onda zakljyjemo da je

T = [f(e)l = max |f(#)] = [[fllcta.s -

a<t<b

Skup svih ograriienih linearnih operatora koji djeluju sa prostdfau prostorY’
ozna&avattemo sal(X,Y). Na L(X,Y) moZemo definisati operacije sabiranja i
mnozenja skalarom. Neka su B € £(X,Y) i neka je) € ®. Zax € X definiSemo

(A+B)z ™ Az + Bz, 0\A)z Y Aa .

PritomejeDs.p = DaNDpiDyxa=Dy. Nekasur,y € X i\ u,a€ ®. Tada
imamo

(A+B) Mz +py) = Az + py) + Bz + py)
= Mz + pAy + ABxz + pBy
A+ B)a+ p(A+ By,

aAAx +py) = oMz + pAy)

= alz + auly

= Mad)z + p(ad)y .
Dakle,A + B i aA su linearni operatori. Osim toga vrijedi

I(A+ B)zl| = |[Az + Bz|| < [|Az|| + || Bz|| < (Al + [ BI) [l=] , = € X,

[(ad)z]| < faf Al ],

pa zakljltujemo da su oni i ograééeni operatori, tjAv+ B,aA € L(X,Y), Cime smo
pokazali da jeL(X,Y") linearan vektorski prostor. Sta viSe, vrijedi

Teorema 2.11.Neka jeX proizvoljan normiran prostor¥” Banachov prostorC(X,Y)
je Banachov prostor.



2.1 Inverzni operator

Neka jeA : X — Y linearan operatotiji je domenD4 C X i kodomenR4 C Y.
Ukoliko za svakay € R4, jedn&inay = Az ima jedinstveno rieSenje € D 4, onda
kaZzemo da postoji inverzno preslikavanje, u ozn#ict, preslikavanjad i zapisujemo
x = A"ly. PritomejeDy1 = Ry i Ry-» = D,. Dakle, za postojanje inverz-
nog operatora linearnog operatota: D4 — R4, dovoljno je daA bude injektivho
preslikavanje.

Teorema 2.12. Ako postoji, inverzni operator linearnog operatora je i stimearan
operator.

Teorema 2.13. Ako postoji inverzni operator operatord, onda vrijedi (A—l)_1 =
A.

Teorema 2.14.Neka jeA : X — Y linearan operator. A ima ogranicen inverzan
operator naR 4 ako i samo ako vrijedi

(Im > 0)(Vz € X) [[Az| > m|z] . (2
Pri tome vrijedi[| A=t < L.

Lema 2.15. Neka jeM svuda gust skup u Banachovom prostdfu Tada se svaki
nenula vektor: € X moZe prikazati u formi

0o
l‘ZE Tn ,

gdje sux,, € M (n € N), takvi da je
3
leall < o5 llell , n €N

Teorema 2.16.Banachov teorem o inverznom operatoru Neka granicen linearan
operator koji obostrano jednoznacno preslikava Banachmstor X na Banachov
prostorY. Tada je i inverzni operator—! takode ograniten.

3 Linearni funckionali

Izu€avajlEi operatore i njihove osobine, mi smo ustvari posmatradisfikavanja sa
proizvoljnog protoraX u proizvoljan prostol”. Ukoliko prostorY” preciziramo, tojest
ukolikojeY = Rili Y = C, onda takvim operatorima dajemo poseban naziv.

Neka jeX proizvoljan linearan prostor. Preslikavarfje X — &, gdjeje® = R
ili ® = C, nazivamo funkcional. Dakle, fukcionali su specijalnaamperatora, pa sve
iskazano o operatorima vrijedi i za funkcionale. Tako imam@funkcionalf : X —



® kazemo da je aditivan, ako za proizvolipgy € X vrijedi f(z+y) = f(z)+ f(y) ,
a ako i za proizvoljark € @ vrijedi

fx) = Af(x),

kazemo da je funkcional homogen. Za homogen i aditivan fiomed jednostavno ka-
Zemo da je linearan funkcional. | normu funkcionala defim8dao normu operatora,
stim da normu u kodomenu zamjenjujemo sa modulom,

F@L o @ ).

vex\foy 1zl <y Nzl =

Al =

Primjer 3.1. Neka jea = (a1, as, ..., a,) € R™ proizvoljan fiksan element. Tada je sa

n
f(fL‘) = Za’imi 9 T = (l'l,l'g, "'7‘7/'”) 9
i=1

definisan linearan funkciondl : R — R.

Primjer 3.2. Neka jex € C|[a, b] proizvoljan. Tada je sa

definisan linearan funkciongl : Cla, b)) — R.

Za fiksiranoty € [a, b], sa
g(z) = z(to)
je takdle definisan linearan funkcional r@a, b].
Primjer 3.3. Na prostorul, (1 < p < +o0) primjer linearnog funkcionala je
flx)=a, keN,

gdje jex = (xk)ken € lp.

Skup svih linearnih neprekidnih funkcionala, definisardmormiranom linearnom
vektorskom prostorlX, ozn&avamo saX *. Dake, saglasno odgovaragm skupu za
operatore imamoY* = L£(X,®). Na oshovu Teorema 2.11, prost8r* je Banac-

hov prostor jer jeb takav, i nazivamo gadualni, adjungovanili konjugovaniprostor
prostoraX.

3.1 Geometrijski smisao

Neka jef : X — R proizvoljan linearan funkcional definisan na linearnomteek
skom prostoruX. Posmatrajmo sve elemenat& X koji zadovoljavaju jedné&nu

flx)=0.



Skup svih ovakvihe € X nazivamo jezgro funkcionalfi ozna&avamo ga sa
Ker(f) ={z € X | f(z) =0} .

Jezgro funkcionala je vektorski potprostor prostdraZaista, zar,y € Ker(f) i za
proizvoljneX, u € ® imamo

fAx + py) = Af (@) + pnf(y) =0.
Medutim, jezgro funkcionala ne mora biti potprostor prost&ratj. on nije obavezno
zatvoren skup. Sta vie, vrijedi

Teorema 3.4. Neka jeX normiran prostor if linearan funkcional naX. f je ograni-
¢en ako i samo ako j&er( f) zatvoren skup.

Posljedica 3.5.Neka jef linearan funkcional na normiranom prostotki. f je neo-
granicen funkcional ako i samo aki§er(f) je pravi podskup odX i svuda gust u
X.

Lema 3.6. Neka jef proizvoljan netrivijalan, ogranicen linearan funkciolhza line-
arnom vektorskom prostord. Kodimenzija potprostord er(f) jednaka je 1.

Ukoliko dva funkcionala imaju ista jezgra, onda su oni pnapanalni. Zaista,
neka za linearne funkcionalei g vrijedi Ker(f) = Ker(g). Neka jex, takav da je
f(zo) = 1. Tada na osnovu dokaza gornje leme imamo za proizvaijno

x=f(z)xo+y, y€ Ker(f)=Ker(g) .
Djelujmo funkcionalony nax, dobijamo

9(@) = f(@)g(xo) + 9(y) = f(x)g(zo) -
Ako bi sada imali da jgj(xg) = 0, to bi zn&ilo da je funkcionaly identicki jednak
nuli, ali onda bi zbog jednakosti jezgara i funkciorfabio identtki jednak nuli, Sto
nije mogite zbog izbora elementg. Dakleg(zy) # 0, ato onda zné %; = g(zo),
za proizvoljnoz.

Lema 3.7. Neka jeX linearan vektorski prostor L njegov potprostor kodimenzije 1.
Tada postoji ograni€en linearan funkcional i, takav da jeKer(f) = L.

Neka je L potprostor prostor&’, kodimenzije 1. Tadd predstavlja hiperpovrs u
prostoruX. Medutim, svaka klasa ekvivalencije i¥/L takode predstavlja hiperpo-
vrs§ datog prostora i to "paralelnu” potprostdiu Pri tome pod "paralelin@s" ovdje
podrazumijevamo da se svaka od tih klasa moZe dobiti paraigbomjeranjem ili
translacijom potprostora za neki vektorry € X,

¢eX/L,{=L+xy={yly=x+x0, €L} .
Ako je zo € L, tada je¢ = L. U suprotnom, tojest ake, ¢ L, onda je # L.

Lema 3.8. Neka je f proizvoljan netrivijalan, ogranicen linearan funkciohiaa X .
Tada je skup
H={reX|fx)=1},

hiperpovrs u prostorX, Sta viSe, paralelna je potprostodder(f).
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3.2 Hahn-Banachov teorem

U svakom Banachovom prostoru preslikavanje idgafednako nuli, predstavlja jedan
ogranten linearan funkcional. Postavlja se pitanje, da li pestarugi, netrivijalni
funkcionali na proizvoljnom Banachovom prostoru?

Ako postoje, mogu li im se unaprijed pripisati, i u kojoj mjdevjesne osobine?
Specijalno, postoji li ogragen linearan funkcional jednak nuli na nekom pravom pot-
prostoru Banachovog prostora, a da pri tome GeZava n&itavom prostoru? Na sva
ova pitanja egzistencije, odgovor nam daje Hahn-Banadakaret o produzZenju line-
arnog ograrienog funkcionala. Bez ovog teorema, danasnja funkcierataliza bi
bila sasvim drugéja. Po svojoj eleganciji i jéini, Hahn-Banachov teorem je omiljen
u matematiekim krugovima. Neki od "nadimaka" ovog teorema su "Anékié forma
aksioma izbora" i "Krunski dragulj funkcionalne analiz&leophodan je alat u funk-
cionalnoj analizi, ali i u drugim oblastima matematike, &0 su teorija upravljanja,
konveksno programiranje, teorija igara, neophodan je waolegzistencije Greenove
funkcije, u formulaciji termodinamike i sl.

Teorema 3.9(Hahn-Banachov teorem, realan &hj). Neka jeX realan Banachov
prostor i neka jeL lineal u X. Neka je nalL definisan ogranicen linearan funkcional
f. Tada postoji ogranicen linearan funkciont, definisan na cijelon¥X, takav da
vrijedi

o (Vxel)f(x)=flz)i

o[£l =II1Il-

Posljedice Hahn-Banacha

Teorema 3.10.Neka jer, proizvoljan nenula element prostord. Tada naX postoji
linearan funkcionalf*, takav da vrijedi

o [|f¥]l=1.
o f*(zo) = [|zoll-

Teorema 3.11.Neka jeX Banachov prostor i neka j& pravi potprostor odX. Neka
je xo € X \ L. Tada postoji ogranicen linearan funkciongl na X, takav da vrijedi

o |lF*]l=1.
° f*(l'()) = d = d(lE(), L)
e (VxeL)f*(x)=0.

Teorema 3.12.Neka jeX Banachov prostor i neka stiy € X. Ako za svakf € X*
vrijedi f(z) = f(y), tada jex = y.
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3.3 Reprezentacije ogranienih linernih funkcionala

Teorema 3.13.Neka jeX konatnodimenzionalan vektorski prostor dimenzijead
poliem®. Neka je{ej,es,...,e,} baza 0dX i neka suay,as,...,a, proizvoljni
elementi izd. Tada postoji jedinstven linearan funkciongl: X — & takav da
vrijedi

f(ez> =ai, (Z: 1,2,...,71).

Navedeni teorem nam ustvari govori da je reprezentaciglinog funkcionald :
X — ® na kon&nodimenzionalnom prostotki data sa

f(z) = Z@'ai ; 3)
=1
gdje jex = Zglei € Xiay,ae,...,a, € . Reprezentacijalinearnog funkcionala

=1
f na kon&nodimenzionalnom vektorskom prostoru se moze prikazatinatrcnom
obliku. Neka jex € X proizvoljan vektor konénodimenzionalnog prostora. Prika-
Zimo ga u obliku matrice formatan x 17,

&1

3
xr = .
§n
Sa 'a" ozna&imo matricu vrstd’l x n”,

a=laaz...an],

gdje suaq, aso, .. ., a, dati skalari iz®. Proizvod ovih matrica definiSe linearan funk-
cional naX, tj.
&
&2
f(lC) = [al az ... an] : ) (4)
&n

flz) =a1& +axéo + ...+ anén .

Primjer 3.14. Preslikavanjef : R® — R, zadato saf(z) = 2¢; — & + 4¢3, je
linearan funkcional.

3 3
Neka sur = Zgiei iy = Zmei dva proizvoljna vektora iR?. Tada je, prema
=1 =1
definiciji preslikavanjaf,

flx) =26 — & +4Es,

12



fy) =2m —m2+4ns .
Sae; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) oznatimo vektore baze prostars.
Odavde, na osnovu Teorema 3.13, vidimo dé(e ) = 2, f(e2) = —1, f(e3) = 4.

Neka su\, ¢ € R proizvoljni. Tada je

Ax+py = Aaer + Agex + Azes + unier + pngez + unzes
= (A& +pm)er + (A& + pnz)ea + (A3 + puns)es

paje
FOz+py) = f(A&G 4 pm)er + (Ao + pume)ea + (Mg + pns)es)

= (A& +pm)fler) + (A2 + pna) fe2) + (ASz + pns) f(e3)
= 2(A& A+ pm) — (Mo + pn2) + 4(N3 + )

= A2& — & +4&3) + u(2m —n2 + 4ns3)

= Af(z)+pfly) -

Kako ovo vrijedi za proizvoljne vektore,y € R3 i proizvoljne skalare\, u € R,
zakljutujemo da je dato preslikavanjdinearan funkcional n&3 .

Reprezentacije na Banachovim prostorima

Teorema 3.15. Ogranicen linearan funkcionaf na prostorué,, (1 < p < +oc0) ima
reprezentaciju

=1

gdje jex = (&)ien € £y, y = (Ni)ien € L, (% o= 1), pri cemu jel| f|| = [ylle,-
Funkcionalomf na/,, tackay € /¢, je jednoznacno odtena.

Teorema 3.16.Ogranicen linearan funkciongl na prostoru¢; ima reprezentaciju
oo
f(z) = Z & »
=1

gdje jex = (&)ien € 41, y = (1i)ien € loo i pritome je| f[| = ||ly[|. Funkcionalom
f € 3 jednoznacno je odden elemeny € /.

Teorema 3.17.0granicen linearan funkciongl na prostorucy ima reprezentaciju
fl@) = Z ni&i »
=1

gdjejey = (mi)ien € €11 f]| = |ly]|.Funkcionalony € ¢ tatkay € ¢; jednoznacno
je odredena.
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Teorema 3.18.Ogranicen linearan funkcional na C|a, b] ima reprezentaciju

b
f(a) = / £(t)dg(t)

gdje jexz(t) € Cla,b], g(t) funkcija ograniCene varijacije ngu, b] koja se anulira u
taCkit = a i pritome je

I1fll =V (a) -
Primjedba 3.19. Funkcionalf na C[a, b] ne odréluje jednoznacno funkciju ograni-
Cene varijacije g.

Teorema 3.20. Ogranicen linearan funkcionaf na L,(a,b) (1 < p < +o0) ima
reprezentaciju

b
f@) = [ wtatoyar,
.. 1 1 . .
gdje jey € Ly(a,b), » + p = 11ipritome je

1A= llyll -
Funkcionalomf na L,, funkcijay u L, jednoznacno je oddena.

Teorema 3.21.Ogranicen linearan funkcionaf na prostoruL(a, b) ima reprezenta-
ciju

gdje jey € Loo(a,b) i | f]l = llyllr... Funkcionalomf na L funkcijay € Lo (a,b)
jednoznacno je oddena.

Konjugovani prostori i operatori

Kao Sto smo vidjeli u sekciji o linearnim operatorima,/3gX, Y') ozna&avali smo
skup svih ograr@ienih linearnih operatora sa prostoXau prostorY, gdje smo zah-
tjevali jedino da suX i Y normirani prostori. Na osnovu Teorema 2.11, pod pretpos-
tavkom da jeY” Banachov prostor(X,Y) je sam za sebe Banachov prostor. Kada
posmatramo sva ogrdgna linearna preslikavanja kod kojih je kodomén= R ili
Y = C, zbogcinjenice da jeR (ili C) kompletan prostor, prostat(X, ®) (¢ = Rili
® = () je Banachov prostor i za njeg@mo koristiti oznakuX *, a nazivamo galu-
alni, konjugovanili adjungovanprostor prostor& . Dakle, saX* ozna&avamo skup
svih linearnih i ograréenih funkcionala definisanih ng,

X*={f:X — @| flinearaniograrien} .
Naravno da bi smo sada mogli posmatrati, za zadati Banaatostqp X, i skup svih

neprekidnih funkcionala definisanih d&*, tj. skup(X*)* = X**, u kome linearne
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operacije i normu mozemo uvesti na prirodainai sa kojima on takde predstavlja
jedan Banachov prostor. 8lio bi smo mogli razmiSljati i formirati prostor& ***,
X**** itd. Nama je ovde od interesa posebno pro3f6ét koga nazivamo drugi dualni
ili adjungovani prostor prostora .

Na osnovu teorema o reprezentaciji linearnih ogtanih funkcionala smo vidjeli
naprimjer, da je dualni prostor prostofg jednak prostordy, tj. ¢ = I;, u smislu
algebarske i mettke izomorfnosti. Takde jel; = lo, lj = I, (3 + & = 1). Pravéi
druge duale ovih prostora mozemo zakljusljedece vezecy™ = If = I ili I} =
ly=1 (% + % = 1). U smislu algebarske i metlke izomorfnosti, prvi primjer nam
govoridajecy C c5*, adrugida jé, = I;*. Sliede&im teoremom dajemo generalnu
vezu izmelu prostora i negovog drugog duala.

Teorema 3.22.Proizvoljan Banachov prostaX se moZe algebarski i izometri-cki ulo-
Ziti u X**, 1. vrijedi
X C X,

Definicija 3.23. Ukoliko za neki Banachov prostor vrijedi(X) = X** (odnosno
X = X**), tada kaZzemo da j& refleskivan prostor.

OperatofT, uveden u dokazu gornje teoreme se naziva prirodno ili katopes-
likavanje prostoraX u prostorX**. Taj pojam preciziramo iz razloga da ako za neko
drugo preslikavanjd : X — X** vrijedi T'(X) = X™**, to ne mora znéiti refleksiv-
nost prostoraX .

Teorema 3.24. Svaki potprostor refleksivnog Banachov prostora je keefleksivan.

Teorema 3.25.Banachov prostor je refleksivan ako i samo ako je njegov daftdlsi-
van prostor.

Teorema 3.26. Neka je X Banachov prostor. Ako j&* separabilan, onda je X
separabilan prostor.

Da obrat gornje teoreme ne vaZzi uvjeravamo se primjeromqas . Naime,l;
jeste separabilan, ali njegov duél= [, kao Sto smo to vidjeli u sekciji o separabil-
nosti, nije separabilan prostor.

Konjugovani operator

Neka suX i Y Banachovi prostoriid € £(X,Y). Neka je domen oparatorh
(D 4) skup svuda gust X. Za proizvoljan funkcionaj € Y* definiSimo preslikavanje

flx)=g(Az), x € Dy .
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Ocigledno jef dobro definisano za svako € D4 jerje Az € Y. Kako jeg € Y*
jasno je da jef funkcional. Za proizvoljne:,zo € Daoi A\, u € @ je
fQz1+pxo) = g(A(Az1 + pao)) = g(AAz1 + pAas)
= Ag(Azy) + pg(Arz) = N f(z1) + pf(z2) ,

te je f linearan. Takde vrijedi

[f ()] = [g(Ax)| <|lgl| - || Az[| < lgl[ - [IAll - [|]] ,

tj. on je i ogranten funkcional (zbog ogratenosti funkcionalg i operatorad). Kako
je D4 svuda gust uX, operatorA mozemo bez promjene norme produZiti ¢itav
prostor, a time i funkcionaf. Jednostavnosti radi, taj produzeni funkcional aimep
ponovo saf. Dakle, na gore opisan tien mi smo svakom funkcionalu rid pridruZili
jedan (t&€no jedan) funkcional n&X’, te smo na taj nén definisali jedno preslikavanje.

Definicija 3.27. Neka suX,Y Banachovi prostori 4 € £(X,Y). Preslikavanje
A* . Y* — X*, definisano sa

A*g(z) = f(z) = g(Az), g€ Y™, fe X",

nazivamo konjugovani, adjungovani ili dualni operatorigperaA.

U gornjoj definiciji smo definisali konjugovani operator agicenog operatora.
Medutim, to smo mogli Giniti i za proizvoljan linearan operator, ali tada se oblas
definisanosti konjugovanog operatora moze bitno suzitinosd naY™*, moze seak
sastojati jedino iz trivijalnog funkcionala g, bez obzira Sto je domen operatora svuda
gust uX.

Teorema 3.28.ZaA € L(X,Y) je A* € L(Y*, X*) i pri tome vrijedi||A*|| = ||A]].

Teorema 3.29. Konjugovani operator proizvoljnog operatora je uvijekzaen ope-
rator.

Primjer 3.30. Neka jeA, : I — 2 desni shift operator, tj. za = (z;)ien € lo
Adl‘ = (O,xl, o, ) .

Na osnovu reprezentacije linearnih ograniCenih funkeianna is, zag € I, onda
imamo

oo

9(Agx) =Y (Agz)imi = > @iam = »_ @illiv1, y = (1:)ien € la .
=2

i=1 i=1

Dakle, A%, = A;, konjugovani operator desnog shift operatora je lijevifsbperator,
tj. operator sa djelovanjem

A = (22,3,...) , * = (T4)ien € l2 .
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Neka jeK (s,t) neprekidna funkcija na kvadratfi(s,t)|] 0 < s <1, 0 <t <1},
pri cemu je zay > 1

1 1
/ |K(s,t)|%dt < M , zasvakos € [0,1] .
0 0
Definisimo preslikavanjel : L,[0,1] — Ly[0,1] (5 + ; = 1), sa

Az(s) = /0 K (s, t)z(t)dt .

Zbog pretpostavljene neprekidnosti jezdfa preslikavanje je dobro definisano tie
gledno linearno. Osim toga vrijedi

/O1 |Az(s)|?ds /01 ds (/01 |K(s,t)||x(t)|dt)q
/01 “ (/ (s, )l ( / 1 |x<t>|Pdt) ) ,

1 .1 : 1 z )
||Ax||§(/0 / |K<s7t>|thds) ( / |:c<t>|pdt) < Ml

te je A i ogranten operator. Odredimo sada konjugovani operdtar Proizvoljan
funkcionalg na prosotoru,,[0, 1] ima reprezentaciju

IN

IN

paje

o(y) = / y(5)z0(s)ds

0

gdje jexy € L,[0,1], element jednozr@mo pridruZen funkcionaly. Po definiciji
konjugovanog oparatora, tada je

/01 Az (s)ao(s)ds = /01 (/01 K(s,t)x(t)dt) 2o(s)ds
/o1 =(t) (/01 Ks, t)fUO(S)dS) dt .

Dakle, dobili smo neki funkcionaf naL,[0, 1], a opet zbog reprezentacije funkci-
onala je njemu jednozgao pridruzeni element dat sa

A*g(x) = g(Ax)

yo(t) = /0 K(s,t)xo(s)ds € Ly[0,1] .

Zbog identifikacije prostord,, i L, posljednjom jednak@s$i je definisan konjugovani
operator, tj.

Ag=1T,
gdje smo poistovijetili funkciona) sa njemu pridruZzenim elementotp € L, i takode
funkcional f smo poistovjetili sa njemu pridruzenom elemegguc L,. Pri tomeA*
preslikava dakld.; = L, u Ly = L.
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Teorema 3.31.Ako jeA € £(X,Y) onda jeA*™ = (A*)* € L(X**,Y™**). Operator
A** je proSirenje operatoral, tj. A C A** i pritome je||A**|| = [|4]|.

Teorema 3.32.Neka jeA : X — Y linearan operator takav da j& 4 svuda gust u
X. Operator(A*)~! postoji ako i samo ako j& 4 svuda gust v

Teorema 3.33.Neka jeA : X — Y linearan operator za koga j® 4 svuda gust uX
i R4 svuda gust Y i neka postojiA—!. Tada postojii(A*)~! i pri tome vrijedi

(A*)fl _ (Afl)* )

Teorema 3.34.Neka jeA : X — Y linearan operator za koga j® 4 svuda gust uX
i R4 svuda gust IV i neka postojiA—!. OperatorA~! je ograniten ako i samo ako
je operator(A*)~! definisan na cijelond * i ograni¢em.
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