
1 Banachovi prostori

1.1 Linearni vektorski prostori

Linearni vektorski prostori

Definicija 1.1. Neka jeΦ ili skup realnih (R) ili skup kompleksnih (C) brojeva. Ne-
prazan apstraktan skupV , snabdjeven sa dvije binarne operacije” + ” : V × V → V
(sabiranje) i” · ” : Φ × V → V (množenje skalarom) je (realan ili kompleksan) line-
aran vektorski prostor ako i samo ako su za svea, b ∈ Φ i sveu, v, w ∈ V zadovoljeni
sljedéci uslovi:

1. u+ v ∈ V (zatvorenost operacije sabiranja)

2. u+ (v + w) = (u+ v) + w (asocijativnost sabiranja)

3. (∃0 ∈ V )(∀u ∈ V ) 0 + u = u (egzistencija neutralnog elementa za sabiranje)

4. (∀u ∈ V )(∃u∗ ∈ V ) u+ u∗ = 0 (egzistencija inverznog elementa za sabiranje)

5. u+ v = v + u (komutativnost sabiranja)

6. a · u ∈ V (zatvorenost operacije množenja sa skalarom)

7. a(bu) = (ab)u (asocijativnost množenja sa skalarom)

8. (∃1 ∈ Φ)(∀u ∈ V ) 1 · u = u (egzistencija neutralnog elementa za množenje
skalarom)

9. a · (u + v) = a · u + a · v (distributivnost množenja skalarom u odnosu na
sabiranje)

10. (a+ b) · u = a · u+ b · u (distributivnost u odnosu na sabiranje skalara)

Elemente skupaΦ nazivamo skalarima, a elemente skupaV nazivamo vektorima.
Množenje skalarom,a ·u, uobǐcajeno zapisujemo saau, a za izrazu+(−v) koristimo
kraći zapis sau− v. Gornja definicija radi sa proizvoljnim apstraktnim skupomV , ne
uzimajúci u obzir o kakvoj vrsti elemenata je riječ. Tako skupV može biti skup realnih
brojeva, ali takōde može biti skup beskonačnih nizova, skup integrabilnih funkcija,
skup matrica i sl. U ispitivanju da li jeV linearan vektorski prostor, prije ispitivanja
svih gornjih deset osobina, uobičajeno je prvo ispitati
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• Da li V sadrži nula element?

• Da li je V zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i množenja skalarom?

Ukoliko je odgovor negativan na jedno od ovih pitanja,V nije linearan vektorski pros-
tor.

Primjer 1.2. Za 1 ≤ p < +∞, posmatrajmo prostorlp(Φ), svih sap-tim stepenom
sumabilnih nizova uΦ (realnih zaΦ = R ili kompleksnih zaΦ = C),

lp(Φ) =

{

x = (xn)n∈N | xn ∈ Φ (n ∈ N),
∑

n∈N

|xn|
p < +∞

}

.

Zax, y ∈ lp(Φ) i λ ∈ Φ, neka je

x+ y
def
= (xn + yn)n∈N , λx

def
= (λxn)n∈N .

Lako se provjerava da sa ovako definisanim operacijamalp(Φ) zaista jeste linearan
vektorski prostor.

Jedino nije jasna zatvorenost operacije "+", a to obrazlažemo sljedécim rasūdivanjem.

n
∑

i=1

|xn + yn|
p ≤

n
∑

i=1

2p(|xn|
p + |yn|

p) ≤ 2p

(

∞
∑

i=1

(|xn|
p +

∞
∑

i=1

|yn|
p)

)

< +∞ .

Na isti nǎcin možemo i nal∞(Φ) definisati operacije sabiranja i množenja skalarom,
sačime je il∞(Φ) linearan vektorski prostor.

1.2 Normirani prostori

Definicija 1.3. Neka jeX linearan vektorski prostor na kome je definisana funkcija
|| · || : X → R

+ ∪ {0}, sa sljedécim osobinama:

1. (∀x ∈ X) ‖x‖ ≥ 0,

2. ‖x‖ = 0, ako i samo akox = 0,

3. (∀λ ∈ Φ)(∀x ∈ X) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,

4. (∀x, y ∈ X) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Tada za funkciju‖·‖ kažemo da je norma naX , a zaX kažemo da je normiran linearan
vektorski prostor.
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Primjer 1.4. Primjeri normi na nekim poznatim nam skupovima:

1. Zax ∈ c ili x ∈ c0, ‖x‖ = sup
n∈N

|xn|.

2. Zax ∈ lp (1 ≤ p < ∞), ‖x‖ =

(

∞
∑

i=1

|xi|
p

)
1

p

.

3. Zax ∈ l∞, ‖x‖ = sup
n∈N

|xn|.

4. Zax ∈ C[a, b], ‖x‖ = max
a≤t≤b

|x(t)|.

5. Zax ∈ Lp(Ω) (1 ≤ p < ∞), ‖x‖ =

(
∫

Ω

|x(t)|pdt

)
1

p

.

Definišimo sada pomócu norme, funkcijud : X × X → R
+ ∪ {0}, na sljedéci

nǎcin
d(x, y) = ‖x− y‖ , x, y ∈ X .

Nije teško provjeriti da ovako definisana funkcija zadovoljava sve uslove za metriku,
pa je na ovaj nǎcin uvedena metrika naX , za koju kažemo da je inducirana normom
u datom prostoru. Samim tim imamo da je svaki normiran linearan vektorski prostor
ujedno i metrǐcki prostor, te sve što je rečeno za metrǐcke prostore vrijedi i za normirane
prostore.

Definicija 1.5. Dva normirana prostora(X, || · ||) i (Y, || · ||) su izometrǐcki izomor-
fni, ili jednostavnije izometrǐcni, ako postoji izomorfizamf : X → Y , takav da za
proizvoljanx ∈ X vrijedi

||f(x)||Y = ||x||X .

1.3 Banachovi prostori

Iz metrǐckih prostora preuzimamo i definiciju kompletnosti, tj. normiran prostor je
kompletan, ako je u njemu svaki Cauchyjev niz konvergentan.

Definicija 1.6. Kompletan, normiran, linearan vektorski prostor se nazivaBanachov
prostor.

Primjer 1.7. Neki od standardnih primjera Banachovih prostora suc, c0, lp (1 ≤ p ≤
∞), C[a, b], Lp[a, b], na kojima su norme uvedene kao u Primjeru 1.4.

Primjer 1.8. Posmatrajmo skupC[0, 2], neprekidnih funkcija na segmentu[0, 2]. Za
x ∈ C[0, 2] stavimo

‖x‖ =

∫ 2

0

|x(t)|dt ,
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čime smo definisali normu naC[0, 2]. Posmatrajmo sada sljedeći niz funkcija

fn(x) =







1 ; x ∈ [0, 1)
1 + n− nx ; x ∈

[

1, 1 + 1
n

]

0 ; x ∈
(

1 + 1
n
, 2
]

, n ∈ N .

b b

b

1 2

1

f1f2fn

Za proizvoljnen,m ∈ N, n 6= m, imamo

‖fn − fm‖ =
1

2

∣

∣

∣

∣

1

n
−

1

m

∣

∣

∣

∣

→ 0 , (n,m → ∞) .

Dakle,(fn)n∈N je Cauchyjev niz. Mēdutim, ǒcigledno dafn → f∗ (n → ∞), gdje je

f∗(x) =

{

1 ; x ∈ [0, 1)
0 ; x ∈ [1, 2]

ali f∗ /∈ C[0, 2], tj. dati Cauchyjev niz nije konvergentan.

Teorema 1.9. Svaki normiran linearan vektorski prostor se može kompletirati, tj. za
svaki normiran linearan vektorski prostorX , postoji kompletan normiran linearan
vektorski prostorX, takav da jeX svuda gust uX.

Definicija 1.10. Neka jeX Banachov prostor i neka jeY ⊆ X . Ako jeY sam za sebe
Banachov prostor u odnosu na algebarsku i metričku strukturu koju u njemu inducira
odgovarajúca struktura izX , kažemo da jeY Banachov potprostor odX .

Lema 1.11.Svaki zatvoreni vektorski potprostor Banahovog prostora je Banachov pot-
prostor.

Teorema 1.12.Svaka dva konačnodimenzionalna linearna vektorska prostora, iste di-
menzije, su izomorfni.

Posljedica 1.13.Svaki konačnodimenzionalan normiran linearan vektorskiprostor je
kompletan.
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2 Linearni operatori

Neka suX i Y dva proizvoljna prostora. PreslikavanjeA : X → Y nazivamo operator,
pri čemu koristimo standardnu definiciju preslikavanja. Dakle, pod terminom operator
podrazumijevamo najopštiji oblik preslikavanja, tj. kadase podrǔcje originala nalazi u
proizvoljnom prostoruX , a podrǔcje slika u proizvoljnom prostoruY .

SaDA ⊆ X ćemo oznǎcavati domen preslikavanja operatoraA i podrazumijevamo
da je on linearan vektorski prostor. SaRA ⊆ Y (ili saRang(A)) oznǎcavamo podrǔcje
slika ili kodomen operatoraA. Za x ∈ X , djelovanje operatoraA uobǐcajenoćemo
zapisivati saAx, umjestoA(x).

Definicija 2.1. Za operatorA : X → Y kažemo da je aditivan ako i samo ako za
proizvoljnex1, x2 ∈ DA ⊆ X , vrijedi

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 .

Definicija 2.2. Za operatorA : X → Y kažemo da je homogen ako i samo ako vrijedi

(∀x ∈ DA ⊆ X)(∀λ ∈ Φ) A(λx) = λAx .

Definicija 2.3. Za operatorA : X → Y kažemo da je linearan operator ako i samo
ako je on istovremeno aditivan i homogen, tj. ako vrijedi

(∀x1, x2 ∈ DA ⊆ X)(∀λ, µ ∈ Φ) A(λx1 + µx2) = λAx1 + µAx2 .

Definicija 2.4. Neka jeA : X → Y linearan operator. Skup

Ker(A) = {x ∈ X | Ax = 0} ,

nazivamo jezgro operatora ili nul-prostor operatora. Skup

Rang(A) = {y ∈ Y | (∃x ∈ X) f(x) = y} ,

nazivamo rang operatoraA.

Teorema 2.5. Neka jeA : X → Y linearan operator. Tada vrijedi:

1. Ker(A) je potprostor odX .

2. Rang(A) je potprostor odY .

3. Ako suX i Y konačnodimenzionalni prostori onda je

dim(X) = dim(Ker(A)) + dim(Rang(A)) .

Definicija 2.6. Za linearan operatorA : X → Y kažemo da je neprekidan u tački
x0 ∈ DA ako i samo ako za svaku okolinuV tačkeAx0, postoji okolinaU tačkex0,
tako da je za svakox ∈ U , Ax ∈ V .
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Ako suX i Y metrǐcki prostori, gornju definiciju iskazujemo sa

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε) > 0)(∀x ∈ DA)(dX(x, x0) < δ ⇒ dY (Ax,Ax0) < ε) ,

a u normiranim prostorima sa

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε) > 0)(∀x ∈ DA)(||x− x0||X < δ ⇒ ||Ax −Ax0||Y < ε) .

Kažemo da je linearan operator neprekidan na skupuD ako je neprekidan u svakoj
tački skupaD.

Definicija 2.7. Neka jeA : X → Y linearan operator. Kažemo da jeA ogranǐcen
linearan operator ako važi

(∃M > 0)(∀x ∈ X) ‖Ax‖Y ≤ M ‖x‖X . (1)

Infimum svih brojevaM za koje važi (1) nazivamo norma operatoraA i oznǎca-
vamo je sa‖A‖X→Y ili jednostavno sa‖A‖, podrazumijevajúci djelovanje operatora.
Linearan operator je ograničen ukoliko mu je norma konačna i pri tome onda vrijedi

(∀x ∈ X) ‖Ax‖Y ≤ ‖A‖X→Y ‖x‖X .

Teorema 2.8. Linearan operator je neprekidan ako i samo ako je ograničen.

Teorema 2.9. Neka jeA : X → Y linearan operator. OperatorA je neprekidan ako i
samo ako ograničene skupove izX preslikava u ograničene skupove uY .

U ispitivanju ogranǐcenosti proizvoljnog operatoraA : X → Y prvo nastojimo
pokazati da za svakox ∈ X vrijedi ||Ax|| ≤ M ||x||, za nekoM > 0 (po mogúcnosti
najbolju aproksimaciju),̌cime ustvari pokažemo ograničenost operatora (||A|| ≤ M ).
Pokazati da je||A|| = M znǎci náci konkretan elementx′ ∈ X , za koga je||Ax′|| =
M ||x′||. Ovo bi znǎcilo da je||A|| ≥ M , što sa ranije pokazanim daje ukupno||A|| =
M .

Primjer 2.10. Posmatrajmo operatorT : L2(a, b) → L2(a, b) (a, b ∈ R, a < b),
zadat sa

Tx(t) = f(t)x(t) ,

gdje jef ∈ C[a, b]. Linearnost se jednostavno pokazuje, a za ograničenost imamo

||Tx|| =

(

∫ b

a

|f(t)x(t)|2dt

)
1

2

=

(

∫ b

a

|f(t)|2|x(t)|2dt

)
1

2

≤ max
a≤t≤b

|f(t)|

(

∫ b

a

|x(t)|2dt

)
1

2

.

Dakle,||Tx||L2(a,b) ≤ ||f ||C[a,b]||x||L2(a,b), iz čega onda imamo||T || ≤ ||f ||C[a,b].
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Kako jef neprekidna funkcija na segmentu[a, b], postojic ∈ [a, b] u kojoj funkcija
uzima maksimalnu vrijednost (ne gubeći na opštosti, neka jec ∈ (a, b)). Zan ∈ N,
posmatrajmo funkcije

xn(t) =

{

1 ; |t− c| < 1
n

0 ; inače

Tada imamo

||Txn||

||xn||
=

n

2

(

∫ c+ 1

n

c− 1

n

|f(t)|2dt

)
1

2

→ |f(c)| , (n → ∞) ,

zato što jef neprekidna funkcija. Iz ovoga onda zaključujemo da je

||T || = |f(c)| = max
a≤t≤b

|f(t)| = ||f ||C[a,b] .

Skup svih ogranǐcenih linearnih operatora koji djeluju sa prostoraX u prostorY
oznǎcavatćemo saL(X,Y ). Na L(X,Y ) možemo definisati operacije sabiranja i
množenja skalarom. Neka suA,B ∈ L(X,Y ) i neka jeλ ∈ Φ. Zax ∈ X definišemo

(A+B)x
def
= Ax+Bx , (λA)x

def
= λAx .

Pri tome jeDA+B = DA ∩DB i DλA = DA. Neka sux, y ∈ X i λ, µ, α ∈ Φ. Tada
imamo

(A+B)(λx + µy) = A(λx+ µy) +B(λx + µy)

= λAx+ µAy + λBx+ µBy

= λ(A+B)x+ µ(A+B)y ,

αA(λx + µy) = α(λAx + µAy)

= αλAx + αµAy

= λ(αA)x + µ(αA)y .

Dakle,A+B i αA su linearni operatori. Osim toga vrijedi

‖(A+B)x‖ = ‖Ax+Bx‖ ≤ ‖Ax‖ + ‖Bx‖ ≤ (‖A‖+ ‖B‖) ‖x‖ , x ∈ X ,

i
‖(αA)x‖ ≤ |α| ‖A‖ ‖x‖ ,

pa zakljǔcujemo da su oni i ograničeni operatori, tj.A+B,αA ∈ L(X,Y ), čime smo
pokazali da jeL(X,Y ) linearan vektorski prostor. Šta više, vrijedi

Teorema 2.11.Neka jeX proizvoljan normiran prostor iY Banachov prostor.L(X,Y )
je Banachov prostor.
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2.1 Inverzni operator

Neka jeA : X → Y linearan operatořciji je domenDA ⊆ X i kodomenRA ⊆ Y .
Ukoliko za svakoy ∈ RA, jednǎcinay = Ax ima jedinstveno rješenjex ∈ DA, onda
kažemo da postoji inverzno preslikavanje, u oznaciA−1, preslikavanjaA i zapisujemo
x = A−1y. Pri tome jeDA−1 = RA i RA−1 = DA. Dakle, za postojanje inverz-
nog operatora linearnog operatoraA : DA → RA, dovoljno je daA bude injektivno
preslikavanje.

Teorema 2.12. Ako postoji, inverzni operator linearnog operatora je i samlinearan
operator.

Teorema 2.13.Ako postoji inverzni operator operatoraA, onda vrijedi
(

A−1
)−1

=
A.

Teorema 2.14. Neka jeA : X → Y linearan operator.A ima ograničen inverzan
operator naRA ako i samo ako vrijedi

(∃m > 0)(∀x ∈ X) ‖Ax‖ ≥ m ‖x‖ . (2)

Pri tome vrijedi
∥

∥A−1
∥

∥ ≤ 1
m

.

Lema 2.15. Neka jeM svuda gust skup u Banachovom prostoruX . Tada se svaki
nenula vektorx ∈ X može prikazati u formi

x =

∞
∑

n=1

xn ,

gdje suxn ∈ M (n ∈ N), takvi da je

‖xn‖ ≤
3

2n
‖x‖ , n ∈ N .

Teorema 2.16.Banachov teorem o inverznom operatoru Neka jeA ograničen linearan
operator koji obostrano jednoznačno preslikava Banachovprostor X na Banachov
prostorY . Tada je i inverzni operatorA−1 takod̄e ograničen.

3 Linearni funckionali

Izučavajúci operatore i njihove osobine, mi smo ustvari posmatrali preslikavanja sa
proizvoljnog protoraX u proizvoljan prostorY . Ukoliko prostorY preciziramo, tojest
ukoliko jeY = R ili Y = C, onda takvim operatorima dajemo poseban naziv.

Neka jeX proizvoljan linearan prostor. Preslikavanjef : X −→ Φ, gdje jeΦ = R

ili Φ = C, nazivamo funkcional. Dakle, fukcionali su specijalna vrsta operatora, pa sve
iskazano o operatorima vrijedi i za funkcionale. Tako imamo, za funkcionalf : X −→
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Φ kažemo da je aditivan, ako za proizvoljnex, y ∈ X vrijedi f(x+y) = f(x)+f(y) ,
a ako i za proizvoljanλ ∈ Φ vrijedi

f(λx) = λf(x) ,

kažemo da je funkcional homogen. Za homogen i aditivan funkcional jednostavno ka-
žemo da je linearan funkcional. I normu funkcionala definišemo kao normu operatora,
stim da normu u kodomenu zamjenjujemo sa modulom,

||f || = sup
x∈X\{0}

|f(x)|

||x||
= sup

||x||≤1

|f(x)|

||x||
= sup

||x||=1

|f(x)| .

Primjer 3.1. Neka jea = (a1, a2, ..., an) ∈ R
n proizvoljan fiksan element. Tada je sa

f(x) =

n
∑

i=1

aixi , x = (x1, x2, ..., xn) ,

definisan linearan funkcionalf : Rn −→ R.

Primjer 3.2. Neka jex ∈ C[a, b] proizvoljan. Tada je sa

f(x) =

∫ b

a

x(t)dt ,

definisan linearan funkcionalf : C[a, b] −→ R.

Za fiksiranot0 ∈ [a, b], sa
g(x) = x(t0)

je takod̄e definisan linearan funkcional naC[a, b].

Primjer 3.3. Na prostorulp (1 ≤ p ≤ +∞) primjer linearnog funkcionala je

f(x) = xk , k ∈ N ,

gdje jex = (xk)k∈N ∈ lp.

Skup svih linearnih neprekidnih funkcionala, definisanih na normiranom linearnom
vektorskom prostoruX , oznǎcavamo saX∗. Dake, saglasno odgovarajućem skupu za
operatore imamoX∗ = L(X,Φ). Na osnovu Teorema 2.11, prostorX∗ je Banac-
hov prostor jer jeΦ takav, i nazivamo gadualni, adjungovaniili konjugovaniprostor
prostoraX .

3.1 Geometrijski smisao

Neka jef : X −→ R proizvoljan linearan funkcional definisan na linearnom vektor-
skom prostoruX . Posmatrajmo sve elemenatax ∈ X koji zadovoljavaju jednǎcinu

f(x) = 0 .

9



Skup svih ovakvihx ∈ X nazivamo jezgro funkcionalaf i oznǎcavamo ga sa

Ker(f) = {x ∈ X | f(x) = 0} .

Jezgro funkcionala je vektorski potprostor prostoraX . Zaista, zax, y ∈ Ker(f) i za
proizvoljneλ, µ ∈ Φ imamo

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) = 0 .

Med̄utim, jezgro funkcionala ne mora biti potprostor prostoraX , tj. on nije obavezno
zatvoren skup. Šta više, vrijedi

Teorema 3.4. Neka jeX normiran prostor if linearan funkcional naX . f je ograni-
čen ako i samo ako jeKer(f) zatvoren skup.

Posljedica 3.5.Neka jef linearan funkcional na normiranom prostoruX . f je neo-
graničen funkcional ako i samo akoKer(f) je pravi podskup odX i svuda gust u
X .

Lema 3.6. Neka jef proizvoljan netrivijalan, ograničen linearan funkcional na line-
arnom vektorskom prostoruX . Kodimenzija potprostoraKer(f) jednaka je 1.

Ukoliko dva funkcionala imaju ista jezgra, onda su oni proporcionalni. Zaista,
neka za linearne funkcionalef i g vrijedi Ker(f) = Ker(g). Neka jex0 takav da je
f(x0) = 1. Tada na osnovu dokaza gornje leme imamo za proizvoljnox

x = f(x)x0 + y , y ∈ Ker(f) = Ker(g) .

Djelujmo funkcionalomg nax, dobijamo

g(x) = f(x)g(x0) + g(y) = f(x)g(x0) .

Ako bi sada imali da jeg(x0) = 0, to bi znǎcilo da je funkcionalg identǐcki jednak
nuli, ali onda bi zbog jednakosti jezgara i funkcionalf bio identǐcki jednak nuli, što
nije mogúce zbog izbora elementax0. Dakleg(x0) 6= 0, a to onda znǎci g(x)

f(x) = g(x0),
za proizvoljnox.

Lema 3.7. Neka jeX linearan vektorski prostor iL njegov potprostor kodimenzije 1.
Tada postoji ograničen linearan funkcional naX , takav da jeKer(f) = L.

Neka jeL potprostor prostoraX , kodimenzije 1. TadaL predstavlja hiperpovrš u
prostoruX . Med̄utim, svaka klasa ekvivalencije izX/L takod̄e predstavlja hiperpo-
vrš datog prostora i to "paralelnu" potprostoruL. Pri tome pod "paralelnošću" ovdje
podrazumijevamo da se svaka od tih klasa može dobiti paralelnim pomjeranjem ili
translacijom potprostoraL za neki vektorx0 ∈ X ,

ξ ∈ X/L , ξ = L+ x0 = {y| y = x+ x0 , x ∈ L} .

Ako je x0 ∈ L, tada jeξ = L. U suprotnom, tojest akox0 /∈ L, onda jeξ 6= L.

Lema 3.8. Neka jef proizvoljan netrivijalan, ograničen linearan funkcional na X .
Tada je skup

H = {x ∈ X | f(x) = 1} ,

hiperpovrš u prostoruX , šta više, paralelna je potprostoruKer(f).
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3.2 Hahn-Banachov teorem

U svakom Banachovom prostoru preslikavanje identički jednako nuli, predstavlja jedan
ogranǐcen linearan funkcional. Postavlja se pitanje, da li postoje i drugi, netrivijalni
funkcionali na proizvoljnom Banachovom prostoru?

Ako postoje, mogu li im se unaprijed pripisati, i u kojoj mjeri, izvjesne osobine?
Specijalno, postoji li ograničen linearan funkcional jednak nuli na nekom pravom pot-
prostoru Banachovog prostora, a da pri tome ne isčezava nǎcitavom prostoru? Na sva
ova pitanja egzistencije, odgovor nam daje Hahn-Banachov teorem o produženju line-
arnog ogranǐcenog funkcionala. Bez ovog teorema, današnja funkcionalna analiza bi
bila sasvim drugǎcija. Po svojoj eleganciji i jǎcini, Hahn-Banachov teorem je omiljen
u matemati-̌ckim krugovima. Neki od "nadimaka" ovog teorema su "Analitička forma
aksioma izbora" i "Krunski dragulj funkcionalne analize".Neophodan je alat u funk-
cionalnoj analizi, ali i u drugim oblastima matematike, kaošto su teorija upravljanja,
konveksno programiranje, teorija igara, neophodan je u dokazu egzistencije Greenove
funkcije, u formulaciji termodinamike i sl.

Teorema 3.9(Hahn-Banachov teorem, realan slučaj). Neka jeX realan Banachov
prostor i neka jeL lineal uX . Neka je naL definisan ograničen linearan funkcional
f . Tada postoji ograničen linearan funkcionalf∗, definisan na cijelomX , takav da
vrijedi

• (∀x ∈ L) f∗(x) = f(x) i

• ||f∗|| = ||f ||.

Posljedice Hahn-Banacha

Teorema 3.10.Neka jex0 proizvoljan nenula element prostoraX . Tada naX postoji
linearan funkcionalf∗, takav da vrijedi

• ||f∗|| = 1.

• f∗(x0) = ||x0||.

Teorema 3.11.Neka jeX Banachov prostor i neka jeL pravi potprostor odX . Neka
je x0 ∈ X \ L. Tada postoji ograničen linearan funkcionalf∗ naX , takav da vrijedi

• ||f∗|| = 1.

• f∗(x0) = d = d(x0, L).

• (∀x ∈ L) f∗(x) = 0.

Teorema 3.12.Neka jeX Banachov prostor i neka sux, y ∈ X . Ako za svakif ∈ X∗

vrijedi f(x) = f(y), tada jex = y.
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3.3 Reprezentacije ogranǐcenih linernih funkcionala

Teorema 3.13.Neka jeX konačnodimenzionalan vektorski prostor dimenzijen nad
poljemΦ. Neka je{e1, e2, . . . , en} baza odX i neka sua1, a2, . . . , an proizvoljni
elementi izΦ. Tada postoji jedinstven linearan funkcionalf : X −→ Φ takav da
vrijedi

f(ei) = ai , (i = 1, 2, . . . , n) .

Navedeni teorem nam ustvari govori da je reprezentacija linearnog funkcionalaf :
X −→ Φ na konǎcnodimenzionalnom prostoruX data sa

f(x) =

n
∑

i=1

ξiai , (3)

gdje jex =

n
∑

i=1

ξ1ei ∈ X i a1, a2, . . . , an ∈ Φ. Reprezentacija linearnog funkcionala

f na konǎcnodimenzionalnom vektorskom prostoru se može prikazati iu matrǐcnom
obliku. Neka jex ∈ X proizvoljan vektor konǎcnodimenzionalnog prostoraX . Prika-
žimo ga u obliku matrice formata”n× 1”,

x =











ξ1
ξ2
...
ξn











.

Sa "a" oznǎcimo matricu vrstu”1× n”,

a = [a1 a2 . . . an] ,

gdje sua1, a2, . . . , an dati skalari izΦ. Proizvod ovih matrica definiše linearan funk-
cional naX , tj.

f(x) = [a1 a2 . . . an]











ξ1
ξ2
...
ξn











, (4)

f(x) = a1ξ1 + a2ξ2 + . . .+ anξn .

Primjer 3.14. Preslikavanjef : R3 −→ R, zadato saf(x) = 2ξ1 − ξ2 + 4ξ3, je
linearan funkcional.

Neka sux =
3
∑

i=1

ξiei i y =
3
∑

i=1

ηiei dva proizvoljna vektora izR3. Tada je, prema

definiciji preslikavanjaf ,
f(x) = 2ξ1 − ξ2 + 4ξ3 ,
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f(y) = 2η1 − η2 + 4η3 .

Sae1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) označimo vektore baze prostoraR3.
Odavde, na osnovu Teorema 3.13, vidimo da jef(e1) = 2, f(e2) = −1, f(e3) = 4.

Neka suλ, µ ∈ R proizvoljni. Tada je

λx+ µy = λξ1e1 + λξ2e2 + λξ3e3 + µη1e1 + µη2e2 + µη3e3

= (λξ1 + µη1)e1 + (λξ2 + µη2)e2 + (λξ3 + µη3)e3 ,

pa je

f(λx+ µy) = f ((λξ1 + µη1)e1 + (λξ2 + µη2)e2 + (λξ3 + µη3)e3)

= (λξ1 + µη1)f(e1) + (λξ2 + µη2)f(e2) + (λξ3 + µη3)f(e3)

= 2(λξ1 + µη1)− (λξ2 + µη2) + 4(λξ3 + µη3)

= λ(2ξ1 − ξ2 + 4ξ3) + µ(2η1 − η2 + 4η3)

= λf(x) + µf(y) .

Kako ovo vrijedi za proizvoljne vektorex, y ∈ R
3 i proizvoljne skalareλ, µ ∈ R,

zaključujemo da je dato preslikavanjef linearan funkcional naR3 .

Reprezentacije na Banachovim prostorima

Teorema 3.15.Ograničen linearan funkcionalf na prostoruℓp, (1 < p < +∞) ima
reprezentaciju

f(x) =

∞
∑

i=1

ξiηi ,

gdje jex = (ξi)i∈N ∈ ℓp, y = (ηi)i∈N ∈ ℓq,
(

1
p
+ 1

q
= 1
)

, pri čemu je‖f‖ = ‖y‖ℓq .

Funkcionalomf na ℓp, tačkay ∈ ℓq je jednoznačno odrēdena.

Teorema 3.16.Ograničen linearan funkcionalf na prostoruℓ1 ima reprezentaciju

f(x) =

∞
∑

i=1

ξiηi ,

gdje jex = (ξi)i∈N ∈ ℓ1, y = (ηi)i∈N ∈ ℓ∞ i pri tome je‖f‖ = ‖y‖. Funkcionalom
f ∈ ℓ∗1 jednoznačno je odrēden elementy ∈ ℓ∞.

Teorema 3.17.Ograničen linearan funkcionalf na prostoruc0 ima reprezentaciju

f(x) =

∞
∑

i=1

ηiξi ,

gdje jey = (ηi)i∈N ∈ ℓ1 i ‖f‖ = ‖y‖.Funkcionalomf ∈ c∗0 tačkay ∈ ℓ1 jednoznačno
je odred̄ena.
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Teorema 3.18.Ograničen linearan funkcionalf naC[a, b] ima reprezentaciju

f(x) =

∫ b

a

x(t)dg(t) ,

gdje jex(t) ∈ C[a, b], g(t) funkcija ograničene varijacije na[a, b] koja se anulira u
tački t = a i pri tome je

‖f‖ = V b
a (g) .

Primjedba 3.19. Funkcionalf na C[a, b] ne odrēduje jednoznačno funkciju ograni-
čene varijacije g.

Teorema 3.20. Ograničen linearan funkcionalf na Lp(a, b) (1 < p < +∞) ima
reprezentaciju

f(x) =

∫ b

a

y(t)x(t)dt ,

gdje jey ∈ Lq(a, b),
1

p
+

1

q
= 1 i pri tome je

‖f‖ = ‖y‖ .

Funkcionalomf naLp, funkcijay u Lq jednoznačno je odrēdena.

Teorema 3.21.Ograničen linearan funkcionalf na prostoruL(a, b) ima reprezenta-
ciju

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t)dt ,

gdje jey ∈ L∞(a, b) i ‖f‖ = ‖y‖L∞
. Funkcionalomf naL funkcijay ∈ L∞(a, b)

jednoznačno je odrēdena.

Konjugovani prostori i operatori

Kao što smo vidjeli u sekciji o linearnim operatorima, saL(X,Y ) oznǎcavali smo
skup svih ogranǐcenih linearnih operatora sa prostoraX u prostorY , gdje smo zah-
tjevali jedino da suX i Y normirani prostori. Na osnovu Teorema 2.11, pod pretpos-
tavkom da jeY Banachov prostor,L(X,Y ) je sam za sebe Banachov prostor. Kada
posmatramo sva ograničena linearna preslikavanja kod kojih je kodomenY = R ili
Y = C, zbogčinjenice da jeR (ili C) kompletan prostor, prostorL(X,Φ) (Φ = R ili
Φ = C) je Banachov prostor i za njegaćemo koristiti oznakuX∗, a nazivamo gadu-
alni, konjugovaniili adjungovaniprostor prostoraX . Dakle, saX∗ oznǎcavamo skup
svih linearnih i ogranǐcenih funkcionala definisanih naX ,

X∗ = {f : X → Φ | f linearan i ogranǐcen} .

Naravno da bi smo sada mogli posmatrati, za zadati Banachov prostorX , i skup svih
neprekidnih funkcionala definisanih naX∗, tj. skup(X∗)∗ = X∗∗, u kome linearne
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operacije i normu možemo uvesti na prirodan način, i sa kojima on takōde predstavlja
jedan Banachov prostor. Slično bi smo mogli razmišljati i formirati prostoreX∗∗∗,
X∗∗∗∗ itd. Nama je ovde od interesa posebno prostorX∗∗ koga nazivamo drugi dualni
ili adjungovani prostor prostoraX .

Na osnovu teorema o reprezentaciji linearnih ograničenih funkcionala smo vidjeli
naprimjer, da je dualni prostor prostorac0 jednak prostorul1, tj. c∗0 = l1, u smislu
algebarske i metričke izomorfnosti. Takōde jel∗1 = l∞, l∗p = lq ( 1

p
+ 1

q
= 1). Pravéci

druge duale ovih prostora možemo zaključiti sljedéce veze,c∗∗0 = l∗1 = l∞ ili l∗∗p =

l∗q = lp ( 1
p
+ 1

q
= 1). U smislu algebarske i metričke izomorfnosti, prvi primjer nam

govori da jec0 ⊂ c∗∗0 , a drugi da jelp = l∗∗p . Sljedécim teoremom dajemo generalnu
vezu izmēdu prostora i negovog drugog duala.

Teorema 3.22.Proizvoljan Banachov prostorX se može algebarski i izometri-čki ulo-
žiti uX∗∗, tj. vrijedi

X ⊆ X∗∗ .

Definicija 3.23. Ukoliko za neki Banachov prostor vrijediT0(X) = X∗∗ (odnosno
X = X∗∗), tada kažemo da jeX refleskivan prostor.

OperatorT0 uveden u dokazu gornje teoreme se naziva prirodno ili kanonsko pres-
likavanje prostoraX u prostorX∗∗. Taj pojam preciziramo iz razloga da ako za neko
drugo preslikavanjeT : X → X∗∗ vrijedi T (X) = X∗∗, to ne mora znǎciti refleksiv-
nost prostoraX .

Teorema 3.24.Svaki potprostor refleksivnog Banachov prostora je takod̄e refleksivan.

Teorema 3.25.Banachov prostor je refleksivan ako i samo ako je njegov dual refleksi-
van prostor.

Teorema 3.26. Neka jeX Banachov prostor. Ako jeX∗ separabilan, onda je iX
separabilan prostor.

Da obrat gornje teoreme ne važi uvjeravamo se primjerom prostora l1. Naime,l1
jeste separabilan, ali njegov duall∗1 = l∞, kao što smo to vidjeli u sekciji o separabil-
nosti, nije separabilan prostor.

Konjugovani operator

Neka suX i Y Banachovi prostori iA ∈ L(X,Y ). Neka je domen oparatoraA
(DA) skup svuda gust uX . Za proizvoljan funkcionalg ∈ Y ∗ definišimo preslikavanje

f(x) = g(Ax) , x ∈ DA .
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Očigledno jef dobro definisano za svakox ∈ DA jer je Ax ∈ Y . Kako jeg ∈ Y ∗

jasno je da jef funkcional. Za proizvoljnex1, x2 ∈ DA i λ, µ ∈ Φ je

f(λx1 + µx2) = g(A(λx1 + µx2)) = g(λAx1 + µAx2)

= λg(Ax1) + µg(Ax2) = λf(x1) + µf(x2) ,

te jef linearan. Takōde vrijedi

|f(x)| = |g(Ax)| ≤ ||g|| · ||Ax|| ≤ ||g|| · ||A|| · ||x|| ,

tj. on je i ogranǐcen funkcional (zbog ograničenosti funkcionalag i operatoraA). Kako
je DA svuda gust uX , operatorA možemo bez promjene norme produžiti načitav
prostor, a time i funkcionalf . Jednostavnosti radi, taj produženi funkcional označimo
ponovo saf . Dakle, na gore opisan način mi smo svakom funkcionalu naY pridružili
jedan (tǎcno jedan) funkcional naX , te smo na taj nǎcin definisali jedno preslikavanje.

Definicija 3.27. Neka suX,Y Banachovi prostori iA ∈ L(X,Y ). Preslikavanje
A∗ : Y ∗ → X∗, definisano sa

A∗g(x) = f(x) = g(Ax) , g ∈ Y ∗ , f ∈ X∗ ,

nazivamo konjugovani, adjungovani ili dualni operator operatoraA.

U gornjoj definiciji smo definisali konjugovani operator ogranǐcenog operatora.
Med̄utim, to smo mogli ǔciniti i za proizvoljan linearan operator, ali tada se oblast
definisanosti konjugovanog operatora može bitno suziti u odnosu naY ∗, može sěcak
sastojati jedino iz trivijalnog funkcionala naY , bez obzira što je domen operatora svuda
gust uX .

Teorema 3.28.ZaA ∈ L(X,Y ) je A∗ ∈ L(Y ∗, X∗) i pri tome vrijedi||A∗|| = ||A||.

Teorema 3.29.Konjugovani operator proizvoljnog operatora je uvijek zatvoren ope-
rator.

Primjer 3.30. Neka jeAd : l2 → l2 desni shift operator, tj. zax = (xi)i∈N ∈ l2

Adx = (0, x1, x2, ...) .

Na osnovu reprezentacije linearnih ograničenih funkcionala na l2, za g ∈ l2 onda
imamo

g(Adx) =

∞
∑

i=1

(Adx)iηi =

∞
∑

i=2

xi−1ηi =

∞
∑

i=1

xiηi+1 , y = (ηi)i∈N ∈ l2 .

Dakle,A∗
d = Al, konjugovani operator desnog shift operatora je lijevi shift operator,

tj. operator sa djelovanjem

Alx = (x2, x3, ...) , x = (xi)i∈N ∈ l2 .
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Neka jeK(s, t) neprekidna funkcija na kvadratu{(s, t)| 0 ≤ s ≤ 1 , 0 ≤ t ≤ 1},
pri čemu je zaq > 1

∫ 1

0

∫ 1

0

|K(s, t)|qdt ≤ M , za svakos ∈ [0, 1] .

Definišimo preslikavanjeA : Lp[0, 1] → Lq[0, 1] ( 1
p
+ 1

q
= 1), sa

Ax(s) =

∫ 1

0

K(s, t)x(t)dt .

Zbog pretpostavljene neprekidnosti jezgraK, preslikavanje je dobro definisano i oči-
gledno linearno. Osim toga vrijedi

∫ 1

0

|Ax(s)|qds ≤

∫ 1

0

ds

(
∫ 1

0

|K(s, t)||x(t)|dt

)q

≤

∫ 1

0

ds

(

∫ 1

0

|K(s, t)|qdt ·

(
∫ 1

0

|x(t)|pdt

)

q

p

)

,

pa je

||Ax|| ≤

(
∫ 1

0

∫ 1

0

|K(s, t)|qdtds

)

1

q

·

(
∫ 1

0

|x(t)|pdt

)

1

p

≤ M
1

q ||x||Lp

te jeA i ogranǐcen operator. Odredimo sada konjugovani operatorA∗. Proizvoljan
funkcionalg na prosotoruLq[0, 1] ima reprezentaciju

g(y) =

∫ 1

0

y(s)x0(s)ds ,

gdje jex0 ∈ Lp[0, 1], element jednoznačno pridružen funkcionalug. Po definiciji
konjugovanog oparatora, tada je

A∗g(x) = g(Ax) =

∫ 1

0

Ax(s)x0(s)ds =

∫ 1

0

(
∫ 1

0

K(s, t)x(t)dt

)

x0(s)ds

=

∫ 1

0

x(t)

(
∫ 1

0

K(s, t)x0(s)ds

)

dt .

Dakle, dobili smo neki funkcionalf naLp[0, 1], a opet zbog reprezentacije funkci-
onala je njemu jednoznačno pridruženi element dat sa

y0(t) =

∫ 1

0

K(s, t)x0(s)ds ∈ Lq[0, 1] .

Zbog identifikacije prostoraLp i L∗
q , posljednjom jednakošću je definisan konjugovani

operator, tj.
A∗g = f ,

gdje smo poistovjetili funkcionalg sa njemu pridruženim elementomx0 ∈ Lp i takod̄e
funkcionalf smo poistovjetili sa njemu pridruženom elementuy0 ∈ Lq. Pri tomeA∗

preslikava dakleL∗
q = Lp uL∗

p = Lq.
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Teorema 3.31.Ako jeA ∈ L(X,Y ) onda jeA∗∗ = (A∗)∗ ∈ L(X∗∗, Y ∗∗). Operator
A∗∗ je proširenje operatoraA, tj. A ⊆ A∗∗ i pri tome je||A∗∗|| = ||A||.

Teorema 3.32.Neka jeA : X → Y linearan operator takav da jeDA svuda gust u
X . Operator(A∗)−1 postoji ako i samo ako jeRA svuda gust uY .

Teorema 3.33.Neka jeA : X → Y linearan operator za koga jeDA svuda gust uX
i RA svuda gust uY i neka postojiA−1. Tada postoji i(A∗)−1 i pri tome vrijedi

(A∗)−1 = (A−1)∗ .

Teorema 3.34.Neka jeA : X → Y linearan operator za koga jeDA svuda gust uX
i RA svuda gust uY i neka postojiA−1. OperatorA−1 je ograničen ako i samo ako
je operator(A∗)−1 definisan na cijelomX∗ i ograničem.
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