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Predati rad predmetnom nastavniku (27.10.2008.)

Kako ovo jo§ nismo definisali na predavanjima, evo ga:

Definicija 0.1. Funkcija koja je rjeSenje Laplaceove jednacine (1.9) se naziva har-
monicna funkcija.

1. Dokazite da je za svako x° € R" funkcija

o(x) = |x — x> ako n>2

) loglx —x° ako n=2

harmoni¢na u R \ {x°}, j. v je C? glatkai Av(x) = 0, Vx € R"\ {x"}.
RjeSenje. Nekaje n > 2. Onda

0’—n

Olx — x| = (2 —n) () — 2Y)|x — x

Y

Oflx —x7 " = (2 —n)|x — X" — n(2 — n)(zp — 20)?x — x°| 72"

Sumirajuéi zadnju jednakost za k£ = 1, ..., n daje Zeljeni rezultat. Neka je
n = 2. Onda
O log [x — x°| = (z — 20)|x — x"| 72,
Oflog |x — x°| = |x —x°| 72 — 2(wp — 29)?x — x°| 7%

Ponovo, sumirajuéi preko £ = 1, 2 dobivamo Zeljeni rezultat.

2. Dokazite da za bilo koje dvije C? glatke funkcije u i v imamo

vAu = div (vVu) — VoVu.

RjeSenje.

div (vVu) = Z Ok(vOpu) = Z Okv0ku + Z voju = VoVu + vAu.
k=1 k=1

k=1



3. Dokazite da u sferi¢nim koordinatama
x1 =rsinfcos p, ro = rsinfsinp, r3 = rcosy,

r>00<0<m 0< <27,

Laplaceova jednatina 07u + dsu + 03u = 0 ima slijedecu formu

2 1 1
<8§ + ;& + ———0psin 0y + —82) u=0.

r2sin 6 r2sin?6 ¥

[ SAVIJET: Koristeéi reprezantaciju Laplaceovog operatora u polarnim ko-
ordinatama nadite 95u + 0%u i O3u+ d3u, gdje je s = r sin 0 i konzekventno
T1 = SCOS(p, Ty = ssin . |

RjeSenje. Neka je s = rsinf. Onda koriste¢i polarnu reprezentaciju
Laplaceovog operatora dobivamo

Oqu + ?u = OPu+r 'O+ r*dHu.
Kako su x1 = scos ¢, z9 = ssin ¢, takodjer imamo:
Ou+ 0ju = Ou+ s ' Osu+ s~ 20%u.
Odavdje imamo
Ofu+ 03 + O3u = O*u +r "0+ 1 20u + s ' 0u + 8_28211. (1)

Iz jednakosti x3 = rcosf,s = rsinf imamo kao iz zadatka 2 sa proslih
vjezbi

or ) 00  cosf
75 sin 6, 95
Takodjer je jasno da
% _,
ds '
Lancano pravilo implicira
Oyu = (&u)% + (agu)% + (a¢u)g—f — (D) sin 6 + () 7

Zeljeni rezultat slijedi iz jednacine (1) i jednakosti s = rsin 6.



