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Kako ovo jos$ nismo definisali na predavanjima, evo ga:

\begin{defn}

Funkcija koja je rjeSenje Laplaceove jednaline (1.9) se naziva \emph{harmoniéna funkcija}.
\end{defn}

\begin{enumerate}

\item DokaZite da je za svako $\xx~0\in \rr-n$ funkcija

\ [

v(\xx) := \left\{ \begin{array}{rcl}

\xx-\xx~0[|~{2-n} & ako & n>2 \\

\log [\xx-\xx~0| & ako & n=2

\end{array}

\right.

\] harmoniina u $\rr-n\setminus \{\xx"0\}$, tj. $v$ je $C~2% glatka i $\Delta v(\xx) = 0%,
$\forall \xx\in \rr-n \setminus \{\xx~0\1}3$.

{\bf RjeSenje. } Neka je $n>2$. Onda

\ [

\partial_k |[\xx-\xx~0[|"{2-n} = (2-n) (x_k - x_k"0) [\xx - \xx~0|~{-n},
\]

\[

\partial~2_k |\xx-\xx~0|~{2-n} = (2-n) |\xx-\xx"0|~{-n}

- n (2-n) (x_k-x_k"0)"2 |\xx-\xx"0|~{-2-n}.

\]

Sumirajuc¢i zadnju jednakost za $k=1,\ldots,n$ daje Zeljeni rezultat.
Neka je $n=2$. Onda

AL

\partial_k \log |\xx-\xx~0| = (x_k-x_k~0) [\xx-\xx"0[~{-2},

\]

\ L

\partial_k~2 \log [\xx-\xx~0| = |\xx-\xx"0|~{-2} - 2(x_k-x_k~0)~2 |[\xx-\xx~0|~{-4}.

\] Ponovo, sumirajuéi preko $k=1,2$ dobivamo Zeljeni rezultat.

\item DokaZite da za bilo koje dvije $C~2% glatke funkcije $u$ i $v$ imamo
\

v\Delta u = \textrm{div } (v\nabla u) - \nabla v \nabla u.

\]

{\bf RjeSenje. }

\L

\textrm{div } (v\nabla u) = \sum_{k=1}"n \partial_k (v \dpa_k u)

= \sum_{k=1}"n \dpa_k v \dpa_k u +

\sum_{k=1}"n v\dpa~2_k u = \nabla v \nabla u + v\Delta u.

\]

\item DokaZite da u sferiénim koordinatama

\[

x_1 = r \sin \theta \cos \varphi, \ x_2 = r \sin \theta \sin \varphi, \ x_3 = r\cos \varphi,
\]

\ [

r>0, \ O0\le \theta \le \pi, \ O\le \varphi < 2\pi,

\] Laplaceova jednalina $\partial_1-2 u +\partial 272 u +\partial_3"2 u =0$ ima slijedeéu formu
\ [

\left (

\partial_r~2 + \frac2r \partial_r + \frac{1}{r~2 \sin\theta}

\partial_{\theta} \sin\theta \partial_{\theta} +

\frac{1}{r~2\sin~2 \theta} \partial_\varphi-~2

\right) u = 0.

\]



[

SAVJET: Koristeli reprezantaciju Laplaceovog operatora u polarnim koordinatama nadite
$\partial_3"2 u + \partial_s~2 u$ i $\partial_ 12 u + \partial~2_2 u$, gdje je $s=r\sin\theta$
i konzekventno $x_1=s\cos \varphi$, $x_2 = s\sin\varphi$.

]

{\bf RjeSenje. } Neka je $s=r\sin \theta$. Onda koristeéi polarnu reprezentaciju Laplaceovog
operatora dobivamo

\[

\partial_3"2 u + \partial_s~2 u = \dpa~2_r u + r~{-1} \dpa_r u + r~{-2} \dpa_\theta~2 u.
\] Kako su $x_1 = s\cos \varphi, x_2 = s\sin \varphi$, takodjer imamo:

\ [

\dpa_1"2 u + \dpa_2"2 u = \dpa_s~2 u + s~{-1} \dpa_s u + s~{-2} \dpa_{\varphi}~2 u.

\]

Odavdje imamo

\begin{equation}\label{1}

\dpa_1"2 u + \dpa_2"2 + \dpa_3"2 u = \dpa_r"2 u + r~{-1} \dpa_r u + r~{-2} \dpa_\theta"2 u
+ s7{-1} \dpa_s u + s~{-2} \dpa_\varphi~2 u.

\end{equation} Iz jednakosti $x_3=r\cos \theta, s=r\sin\theta$ imamo kao iz zadatka 2 sa pro3lih vjezZbi
\[

\frac{\dpa r}{\dpa s} = \sin \theta, \ \frac{\dpa \theta}{\dpa s} = \frac{\cos \thetal}{r}.
\] Takodjer je jasno da

\ [

\frac{\dpa \varphi}{\dpa s} = 0.

\] Lanéano pravilo implicira

AL

\dpa_s u = (\dpa_r u) \frac{\dpa r}{\dpa s} + (\dpa_\theta u) \frac{\dpa \theta}{\dpa s}

+ (\dpa_\varphi u) \frac{\dpa \varphi}{\dpa s} =

(\dpa_r u) \sin \theta + (\dpa_\theta u) \frac{\cos \thetal}{r}.

\] Zeljeni rezultat slijedi iz jednadine (\ref{1}) i jednakosti $s=r\sin \theta$.
\end{enumerate}
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