NERMIN OKICIC

VEDAD PASIC

ELEMENTI
MATEMATICKE LOGIKE

SA PRIMJENOM U RACUNARSKOJ NAUCI




ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE
SA PRIMUENOM U RACUNARSKOJ NAUCI

Nermin OKici¢ Vedad Pasic

UDZBENIK UNIVERZITETA U TUZLI
MANUALIA UNIVERSITATIS STUDIORUM TUZLAENSIS

TuzrLa, 2015



ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE
SA PRIMJENOM U RACUNARSKOJ NAUCI

Nermin OKkic€i¢
Vedad Pasic¢

Izdavac:
“OFF-SET” Tuzla

Za izdavaca:
Sadika Muric, direktor

Recenzenti:

Dr. SiniSa Crvenkovi¢, prof.
Dr.sc. Naser Prljaca, red. prof.
Dr.sc. Enes Duvnjakovic, vanr. profesor

Stampa:
“OFF-SET” Tuzla
Tiraz:

150 primjeraka

CIP - Katalogizacija u publikaciji
Nacionalna i univerzitetska biblioteka
Bosne i Hercegovine, Sarajevo

510.6(075.8)

OKICIC, Nermin

Elementi matematicke logike sa primjenom u
racunarskoj nauci / Nermin Oki¢i¢, Vedad Pasic. -
Tuzla : Off-set, 2015. - 191 str. : ilustr. ; 25
cm

Bibliografija: str. 188. - Registar.
ISBN 978-9958-31-233-5

1. Pasi¢, Vedad
COBISS.BH-ID 22600710




Sadrzaj

Predgovor

1 Logika iskaza

1.1 Iskaziiiskazne formule . . . . . . ... ... ... ...,
1.2 Iskaznaalgebra . ... ... .. ... ... ... .. ... . 0.
1.3 Tautologije . . . . . . . . . . . e

1.3.1 Neke vazne tautologije . . . . . .. ... ... ... .. .....
1.4 Osobine tautologija . . . . . . . ... ... L
1.5 Testoviistinitosti . . . . . . . .. ... ... L o
1.6 Hipotezeiposljedice . . . . . . . . . . ... . e
1.7 Normalne forme . . . . . .. .. ... .. ...

2 Logika u racunarskoj nauci

2.1 Logicko predstavljanje prekidackih kola . . .. .. .. ... .. ...
2.1.1 Pojednostavljenje prekidackihkola . . ... ... . ... ...
2.1.2 Kreiranje prekidackog kola iz tabele . . . . . . . ... ... ..

2.2 Logicki elementi i logicke mreze . . . .. .. .. ... ... ......
2.2.1 Logicki elementi/kapije . . .. ... ... ... ... ... ..
2.2.2 De Morganovkvadrat . .. ... ... .. ... .........
2.2.3 Sintezalogickihmreza . . . . . ... ... ... ... ......
2.2.4 Analizalogickihmreza . . . .. ... ... .. ... .......
2.2.5 Sinteza CMOS tehnologijom . .. .. .. .. .. ........
2.2.6 NAND/NOR sinteza logickih mreza . ... ... ... .. ...
2.2.7 Sinteza visestrukih outputa . . ... .. ... .. ... ....

2.3 Pojednostavljenje logickihmreza . . . . . .. ... ... ... .....
2.3.1 Tabli¢no pojednostavljenje standardnih formi . . . .. .. ..
2.3.2 Kmape . ... .. .. .. e e



3 Logika predikata 103

3.1 Kvantifikatori . . . . . . . .. ... L 106
3.2 Termi i predikatske formule . . ... ... ... ... ......... 108
3.3 Vezane i slobodne promjenljive . . . . . . .. .. ... ... ... .. 112
3.4 Interpretacijaivaluacija . ... ... .. ... ... .. .00, 116
3.5 Valjaneformule . ... ... ... .. ... .. ... 000, 127
3.6 Odnosi medu predikatskim reCenicama . .. ... ... ....... 135
3.6.1 Logickikvadrat . . . ... ... .. .. ... ... .. .. ... 141

3.7 Glavni test za predikatske formule . . ... ... ... ........ 143
3.8 Preneksforme . ... .. ... ... ... .. 147
3.9 Zamjena promjenljive termom . . . . . . .. .. ... L. 152

4 O matematickim teorijama 157
4.1 Definicije . . . . . . . . . e 159
4.2 AKsiome . . . . . ... e e 161
4.3 TEOTEIME . . . . . . . . o vttt e e e e e 162
4.4 Dokazi . . . . . ... e 164
4.5 Izgradnja aksiomatske teorije . . . .. ... ... ... ... ... 169
4.5.1 Primjeri matematickih teorija. . . . . . .. ... ... ... .. 170

5 O formalnim teorijama 173
5.1 Formalne teorije . . . . . .. .. ... ... 174
5.2 Iskazna logika kao formalna teorija . . . . . .. .. ... ... .... 176
5.3 Predikatska logika kao formalna teorija . . .. ... ... ... ... 181
5.4 Jedan primjer formalizovane teorije . . . . . . . ... ..., 183

A Logicki veznici u svakodnevnom govoru 184
Popis slika 185
Popis tabela 186
Popis algoritama 187
Bibliografija 188
Indeks pojmova 189

ii



Predgovor

—“\)}} ¢ rijec, smisao izrazen rijeCima, pojam duha ili misao. Najuobicajenije

)" shvatanje logike je da je to nauka o misljenju, o poretku misli ili o po-
retku razuma. Pri tome se pretpostavlja ili podrazumijeva da se razum ponasa
po nekim pravilima, a ta pravila su upravo logicka pravila. Za logiku kazu da je
filozofska disciplina koja se bavi oblicima valjane misli (Petrovi¢ [7]) ili da je to
disciplina koja se bavi nacelima dosljednog zakljucivanja. Pri tome dosljednost
u zakljucivanju ne treba da zavisi samo o znacenju recenica i rijeci, koje mogu
cak biti i nepoznate. Logicka dosljednost je nesto sasvim apstraktno i treba da
se tice same forme i oblika. Zbog toga je logika formalna nauka.

,OGIKA je nauka o logosu, pri cemu se pod logosom podrazumijeva govor,

Sta je matematicka logika? Da li je matematicka logika primjena matematike
prilikom logickih zakljucivanja, ili je neka "strozija” primjena logike prilikom ma-
tematickih dokaza? Krajem osamnaestog vijeka Immanuel Kant je izrekao mis-
ljenje da je logika "kompletiran predmet", medutim samo pedeset godina kasnije
nova saznanja i rezultati su se pojavili u logici kao rezultat rada Georgea Boola
i drugih. Od tada, logika i matematika su pocele da se ispreplicu do te mjere
da uskoro nije bilo moguc¢e povuéi liniju razdvajanja izmedu njih (Levitz i Levitz
[5]). Da li je matematika dio logike, ili obratno, ne slazu se ni svi logicari u odgo-
voru. Intuicionisti smatraju da su matematicke konstrukcije osnova, a logicko
rasudivanje je sekundarno, dok logicisti smatraju da se matematika zasniva na
logici to jest, matematika je grana logike. Jedno je sigurno: matematicka logika
jedna je od matematickih teorija. Neki njeni veliki dijelovi su: teorija skupova,
teorija modela, teorija dokaza, teorija rekurzije itd.

Ono sto matematiku izdvaja od drugih disciplina jeste koriStenje dokaza kao
glavnog alata za odredivanje istine. Pri tome se naravno postavlja pitanje "Sta je
dokaz?". Prakticno govoreci, dokaz je bilo koji rezonski argument koga prihva-
taju i drugi matematicari. Naravno da je preciznija definicija dokaza neophodna
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kako bismo neki matematicki rezon htjeli ili ne htjeli prihvatiti. Ovo predstavlja
jedan od osnovnih razloga izucavanja matematicke logike.

Matematicka logika je fundamentalna disciplina u racunarskoj nauci. Sve one
famozne "nule i jedinice" o kojima stalno ¢ujemo u popularnoj kulturi su u stvari
stanja promjenljivih u Booleovim algebrama. Cinjenica da je Booleov rad iz de-
vetnaestog vijeka u osnovi svakog elektronickog uredaja i racunara bi sigurno
zapanjila samog Boolea. Takode, teorija racunarstva kao takva je zasnovana na
konceptima koje su definisali logicari i matematicari. Gédel! presudno je uticao
na razvoj logike dvadesetog vijeka, a njegov pojam izra¢unljive funkcije inspiri-
sao je Turinga? da napravi svoje (Turingove) masine, koje predstavljaju teorijsku
osnovu svakog modernog rac¢unara, te Churcha® u njegovom lambda rac¢unu,
konceptualno jednostavnom univerzalnom modelu izracunljivosti. Dobro poz-
navanje osnova matematicke logike je stoga obavezno svakom dobrom inZinjeru
ili programeru.

Matematicka logika se bavi formalizacijom i analizom vrsta rezonovanja koje ko-
ristimo u ostalim dijelovima matematike. Zadatak matematicke logike nije poku-
§aj bavljenja matematikom per se potpuno formalno, nego izuc¢avanje formalnih
logickih sistema kao matematickih objekata u njihovoj sopstvenoj zakonitosti,
radi dokazivanja cinjenica o njima.

Jedan dio problema formalizacije matematickog rezonovanja je nuZzno vezan za
preciznu specifikaciju jezika u kojem radimo. Govorni jezici su i odvise komplek-
sni i "zivuéi", podlozni stalnim promjenama, te su kao takvi teSko upotrebljivi u
matematici. Za razliku od njih, jezici formalne logike su kao i programski jezici,
strogo odredeni, jednostavni i fleksibilni, te ¢e jedan od zadataka matematicke
logike upravo biti utvrdivanje jezika, kao i nase opismenjavanje u okviru istog.
Formalni logicki sistemi zahtjevaju pazljivu specifikaciju dozvoljenih pravila re-
zonovanja, kao i neke ideje o interpretaciji tvrdenja iskazanih u datom jeziku
i utvrdivanju njihovih istinitosti. Upravo veze izmedu interpretacije tvrdenja,
istinitosti i rezonovanja su kvantitativno i kvalitativnho stvarna vrijednost ove
discipline.

Ova knjiga prvenstveno je namjenjena studentima prve godine dodiplomskog
studija matematike i u potpunosti prati silabus predmeta "Elementi matema-
ticke logike" na Odsjeku Matematika Prirodno-matematickog fakulteta Univer-
ziteta u Tuzli, te je namjenjena da bude udZbenik na tom predmetu. Dakako,
nadamo se da Ce ovaj udzbenik biti od interesima i drugima, a pogotovo studen-
tima elektrotehnike i rac¢unarstva, budu¢i da se u ovoj knjizi bavimo i primje-
nama logike u racunarskoj nauci.

U pisanju ovog udzbenika koristili smo se jezickim pravilima iz knjige "Pravopis

'Kurt Friedrich Goédel (1906 - 1978), austrijski i americki logicar, matematicar i filozof
2Alan Turing (1912 - 1954), engleski matematicar i obavjestajac
SAlonzo Church (1903 - 1995), americki matematicar i logicar
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bosanskog jezika" autora Senahida Halilovi¢a (Preporod 1996. godine).
Zahvaljujemo se mr. sci. Elvisu Barakovi¢u na tehnic¢koj i drugarskoj pomoci u
tehnickoj obradi teksta. Posebno se zahvaljujemo recenzentima ovog udzbenika,
Prof. dr. sci. SiniSi Crvenkovicu, Prof. dr. sci. Naseru Prljaci i Prof. dr.
sci. Enesu Duvnjakovi¢u na njihovom trudu, radu i doprinosu da ovaj udzbenik
bude Sto bolji, pregledniji i sadrzajniji. Prijatna nam je duznost i cast da im
izrazimo iskrenu zahvalnost na pomo¢i i suradnji.

Ovaj udzbenik se sastoji od 5 poglavlja. U poglavlju "Logika iskaza" uvodimo
i bavimo se osnovnim pojmovima matematicke logike, iskazima, iskaznim for-
mulama i algebrama, tautologijama, hipotezama, poljedicama i normalnim for-
mama.

U poglavlju "Logika u racunarskoj nauci" uvodimo osnovne koncepte u racunar-
skoj nauci, te prezentujemo neke primjene matematicke logike u istoj: logickim
predstavljanjima prekidackih kola, logickim elementima, logickim mrezama (nji-
hovom analizom i sintezom), te pojednostavljivanjem logickih mreza.

U poglavlju "Logika predikata" uvodimo pojmove kvantifikatora, terma i predi-
katskih formula, vezanih i slobodnih promjenljivih, te raspravljamo o interpreta-
ciji i valuaciji, valjanim formulama, odnosima medu predikatskim recenicama, a
uvodimo i tzv. glavni test za predikatske formule, preneks forme i na¢in zamjene
promjenljivih termom.

U poglavlju "O matematickim teorijama" uvodimo formalno pojmove definicije,
aksiome, teoreme, te najvaznije stvari, tojest dokaza u matematickim teorijama.
Pokazujemo izgradnju aksiomatske teorije i dajemo konkretne primjere.

U poglavlju "O formalnim teorijama" uvodimo pojam formalne teorije, iskaznu
logiku i predikatsku logiku posmatramo kao takve, te dajemo primjer formalizo-
vane teorije.

Na kraju u dodatku dajemo primjere logickih veznika u svakodnevnom govoru,
kao i popise slika, tabela i algoritama koji se pojavljuju u tekstu.



Za Bekira, Alju i Ajada...
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%

) ;%FSKAZNA logika je dio matematicke logike koji se bavi iskljuc¢ivo iskazima.
-

Kao sto ¢emo vidjeti, definisanje pojma iskaza nije jednostavan ¢in pa
> Cemo ga prihvatiti kao primitivan pojam ove teorije. U logici iskaza same
promjenljive imaju ulogu iskaza, pri tome iskazi mogu biti kombinovani u slo-
Zenije iskaze koriste¢i se logickim veznicima. Logika iskaza nam je dovoljna za
izrazavanje i opisivanje ve¢ine matematickog sadrzaja, ali takode i za opis nekih
drugih teorija gdje se prije svega misli na racunarske nauke. Logika iskaza ima
svoju sintaksu (jezik), svoju semantiku (znacenje iskaza), kao i svoje deduktivne
sisteme. Semantika i deduktivni sistemi se grade nad isto definisanom sintak-
som, to jest nad istim skupom formula. Glavni problem u logici iskaza jeste
ispitivanje istinitosti iskaznih formula. S tim u vezi definiSemo istinitosnu funk-
ciju kao alat za ispitivanje istinitosti, a onda selektujemo iskazne formule prema
njihovoj istinitosti. Jednu od selektovanih klasa, iskazne formule koje su uvijek
istinite-tautologije, posebno izdvajamo jer su od posebne vaznosti u matematici.

1.1 Iskazi i iskazne formule

Iskaz je osnovni pojam u matematickoj logici koga bi mogli pokusati definisati
kao smislenu recenicu koja ima osobinu da moze biti tacna ili netacna. Napri-
mjer, recenicom



POGLAVIJE 1. LOGIKA ISKAZA

"2 je djelilac svakog parnog broja.",

dat je jedan iskaz jer recenica ima smisla i tvrdnja njome iskazana je tacna, a
recenica

"Sunce je planeta koja kruzi oko Zemlje."
je takode smislena, ali netacna. Medutim, recenice

"Kada ona gdje kako uh.",
"Da li je kraj casa?"

nisu u gornjem kontekstu iskazi jer prva nema nikakvog smisla, a druga ima
smisla, ali je upitna recenica i kao takva nije ni tacna ni netacna.

Ipak, gornji pokusaj definisanja pojma iskaza je neformalan i nedovoljno ope-
rativan. Postoje recenice za koje nije uvijek moguce na ovaj nacin utvrditi da li
jesu ili nisu iskazi. Naprimjer, recenica

"Ovo Sto upravo tvrdim je laz.",

u prvi mah izgleda da jeste iskaz (smislena je i mogli bi utvrdivati njenu istini-
tost), ali isto tako njenom analizom bismo mogli rec¢i da se njome nesto tvrdi, a
da to nije tacno. Naime, ako je ta izjava lazna, to znaci da smo rekli istinu, a
ako je ta izjava istinita, to bi znacilo da smo zaista rekli laz. Zbog svega ovoga
u iskaznoj logici se pojmom iskaza sluzimo kao osnovnim, intuitivnim, to jest
pojmom koga ne definiSemo. Takve pojmove nazivamo primitivnim pojmovima.
Pojedinacne iskaze u iskaznoj logici oznacavamo sa malim pisanim slovima p, q,
I, S, t,... i nazivamo ih iskazna slova ili iskazne varijable. Od jednostavnih iskaza
gradimo sloZenije iskaze koristeci logicke veznike, odnosno logicke operacije.
Logicke veznike, u zavisnosti od toga na koliko iskaza djeluju, dijelimo na unarne,
binarne, ternarne itd. Ovu ¢injenicu nazivamo duzina ili arnost veznika. Za nas
su od interesa samo neki unarni i binarni veznici.

DEFINICIJA 1.1.1

Negacija je unarni veznik. Negacija iskaza p, je iskaz 'nije p’, koga oznaca-
vamo sa '—p’.

Negacija tacnog iskaza je netacan iskaz i obrnuto, negacija netacnog iskaza
je tacan iskaz.

Primjer 1.1. Neka je dat iskaz
p: "Danas ucim logiku."

Negacija iskaza p tada je "Nije danas ucim logiku.", Sto ¢emo naravno u svako-
dnevnom govoru izreci "korektnije" sa "Danas ne ucim logiku.". {
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POGLAVIJE 1. LOGIKA ISKAZA

Testovi koji ne ispituju istinitost formule za svaku valuaciju, ve¢ se trazi samo
jedna za koju ¢e formula imati neku osobinu, nazivaju se ciljani testovi. Tako,
ako Zelimo ispitati da li je neka formula ispunjiva, trazimo bar jednu valuaciju u
kojoj je formula tacna. Ako pak Zelimo ispitati da li neka formula B logicki slijedi
iz formule A, dovoljno je traziti valuaciju tih formula u kojima ¢e biti 7(A) = T i
T(B) = L. Ako takva valuacija ne postoji, zaklju¢ujemo da je A = B tautologija,
a ako postoji onda B ne slijedi logicki iz formule A.

- -4 ~A(D)
AT

Al B L
\ ave (D) ayB(7)
e }\»
Bl
AT BT
= 4=8(0) A= 8(T)
AT R
B L
AL B'T

= A@B@ A@B@

AT AL AT AL
B L BT BT B 1L

Tabela 1.6: Pravila grananja glavnog testa

Jedan od primjera ciljanog testa je takozvani glavni test (u literaturi se naziva i
glavno stablo ili semanticki tableux) ¢ije cemo principe i pravila sada izloziti.

Za zadatu formulu F, polazimo od pitanja da li postoji valuacija u kojoj je for-
mula netacna. Dakle, ispitivanje poc¢injemo sa redom (zahtjevom):

Sada primjenom odredenih pravila, s obzirom na trenutno "glavnu" logicku ope-

raciju, razgradujemo (granamo) datu formulu. Pravila koja koristimo za grananje
data su u Tabeli 1.6.
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?,9 OOLE! je u svom radu Matematicka analiza logike iz 1847. godine po-
5"‘) P4 . . . . .. Px1. . . .

%@’ kus$ao da formuliSe logiku koriste¢i se matemati¢kim izrazima. Pravila
INEZS zakljuéivanja Boole je zasnovao na razli¢itim zakonitostima o manipu-
laciji algebarskim izrazima:

"Namjera sljedece rasprave je da ispita fundamentalne zakone operacija
uma pomocu kojih se formira i izvodi rezonovanje; dati tim zakonima
iskaze u simbolicnom jeziku racuna, te na ovoj osnovi postaviti logicku
nauku i konstruisati njene metode."

Profesor Boole bi vjerovatno bio veoma iznenaden kad bi znao do kojih je in-
telektualnih i prakti¢nih visina dospjelo njegovo rezonovanje. Naprimjer, zasto
bi matematicka logika uopce bila bitna za racunarsku nauku? Odgovor na to

1George Boole (1815 - 1864), engleski matematicar i filozof
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POGLAVLJE 2. LOGIKA U RACUNARSKOJ NAUCI

pitanje nije ocit, pogotovo vecini laika, no svaki ekspert iz oblasti racunarskih
nauka vrlo dobro poznaje logicke strukture, bez kojih moderno racunarstvo je-
dnostavno ne bi bilo moguce. Do prije stotinjak godina, sav racun koji je naucni-
cima svih profila bio potreban se radio ruéno i u glavama istih, sto je s viemenom
postalo nevjerovatno komplikovano. Danas medutim, sa izumom elektronskog
racunara, logika je nasla novi dom - u racunarskoj nauci.

Vec¢ina knjiga i radova o matematickoj logici ukljucuje precizne analize karak-
terstika deduktivnog zakljucivanja, te uvode neke posebne simbole u onome Sto
nazivaju "formalnim jezicima", ali logika nije samo manipulacija simbolima. Lo-
gika nas u¢i opéim konceptima i metodama koji su korisni nezavisno od formal-
nih jezika. MozZemo konstruirati dokaze koristeci se bosanskim, ili bilo kojim
drugim jezikom, kao i formalnim jezikom, tako da se koncepti i metode koje
nauéimo mogu koristiti u razli¢itim kontekstima. Cak smo u moguénosti doka-
zivati teoreme o formalnim jezicima - ovo je posebno bitno u racunarskoj nauci,
lingvistici i ve¢ini grana matematike.

Ideja koja je dovela do koncepta racunara uopce, Turingova masina izumljena je
tokom istrazivackog rada iz matematicke logike - na toj temi su sad zasnovani
brojni Hollywoodski filmovi, jer je taj rad uveliko doveo i do zavrSetka II svjetskog
rata. Racunarski programi su napisani u posebnim, simboli¢nim jezicima, kao
Sto su Fortran, C, C++, JAVA, Lisp, Prolog, itd. Ovi jezici sadrze obiljezja logic-
kog simbolizma, dok su recimo Lisp i Prolog izvedeni iz formalnih logickih jezika.
Kroz takve veze, proucavanje logike moze pomoci u kreiranju i dizajniranju ra-
cunarskih programa. Racunaru se mora reci Sta da radi i to na vrlo precizan i
formalan nac¢in. Primjena ovakve precizne deskripcije je SQL (Standard Query
Language), progamski jezik koji se koristi za upravljanje bazama podataka. Iako
je sintaksa ovog jezika drugacija, on je u biti ekvivalentan logici prvog reda.
Druge matematicke strukture, kao §to su recimo rekurzivne definicije i induk-
cija, ekstenzivno se koriste u programiranju, dok se teorija skupova koristi u
dizajniranju modernih baza podataka. Ali naravno da racunarska nauka nije
samo programiranje, ve¢ takode ukljucuje logicku i matematicku analizu pro-
grama. Pomocu takvih analiza, mozemo dokazati ispravnost procedura i procje-
niti broj koraka koji je potreban kako bi se izvrsio specificirani program. Mo-
derna logika se koristi u te svrhe i inkorporirana je u programe koji pomazu
da se konstruisu dokazi takvih rezultata. Logika naravno igra i veliku ulogu
u dizajniranju i kreiranju novih programskih jezika, te je neophodna za rad u
umjetnoj inteligenciji i kognitivnim naukama. Logika se koristi u inzinjerstvu za
dizajniranje elektricnih i drugih vrsta kola. Rani digitalni racunar, ENIAC, bio je
implementiran tako da se koristi decimalnim ciframa i sistemom. Ali vrlo brzo se
shvatilo da prelaskom na drugi sistem, konkretno binarni brojevni sistem, zas-
novan na Booleovoj algebri, stvari postaju mnogo jednostavnije i brze. Stotine
milijardi dolara godiSnje trosi se za potrebe ove industrije.

Sam Boole je Zelio da otkrije "zakone uma", ali ubjedljivo je najveci uticaj njego-
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Primjer 2.17. Posmatrajmo funkciju f(z,y,2) = (Z + y) - . Funkcija ima tri pro-
mjenljive, odnosno tri inputa u dijagramu (K1). U dijagram upisemo po jedan
AND-element i OR-element (K2). Nacrtamo u dijagramu vertikalne crtice tamo
gdje se NOT-elementi pojavljuju u funkciji (K3):

|
T

f(z,y,2)

S

z t

Gornja slika jos uvijek ne predstavlja sintezu funkcije. Pretpostavimo da Zelimo
iskoristiti NOR-elemente za implementaciju. Ovo se djelimicno postize tako Sto
dodamo par mjehuric¢a izmedu elemenata (K4). Medutim, mjehuri¢ na donjem
inputu AND-elementa je bez svog para:

|
T

f(z,y,2)

S

z }

Sada stavimo odgovarajuc¢i mjehuri¢ na vertikalnu crtu kako bismo uparili mje-
hurice (K5). Ovaj mjehuri¢ na crti ustvari ne radi nista, on je samo za potrebe
notacije. Mjehuri¢ na donjem inputu desnog elementa vec radi potrebnu inver-
ziju.

f(z,y,2)

J

z b

Kako trebamo i mjehuric¢ za input z, a ne mozemo dodati odgovarajuci par tom
mjehuricu na OR-element bez mijenjanja znacenja funkcije, dodajemo invertor
na z-input (K6).

T
Y

f(z,y,2)

z

j

Analizom mozZemo lako vidjeti da je ova logicka mreza sinteza funkcije (7 | y) | =,
koja je identi¢na originalnoj funkciji, iako je implementacija potpuno drugacijeg
iskaza, odnosno

@ly)lz=(z-79)-z2=@@+y) =

Ova implementacija medutim zahtjeva samo deset MOSFETova, Sto je za cak
Sest tranzistora manje od originalne implementacije.
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5 ZRAZAVATI sve nam poznate stvari u nekoj teoriji, ili konkretno u ma-
. tematici, ne mozemo samo pomocu iskaznih formula, odnosno logike
poe . . . .

~o iskaza. Naprimjer, jednostavna formula

m2+y2>5,

nije iskaz, to jest nije iskazna formula u iskaznoj logici. Kao iskaz u iskaznoj
logici ne mozemo iskazati ni prostu tvrdnju

"Svaki konacan skup realnih brojeva ima maksimalan element."

Cesto se susrecemo i sa primjerima logicke argumentacije koji su potpuno is-
pravni, ali ih ne moZemo izraziti iskaznom logikom. Naprimjer, iz recenica "Sve
planete imaju atmosferu." i "Mars je planeta.", trebali bi zaklju¢iti recenicu "Mars
ima atmosferu.". Da bismo to bili u stanju moramo imati nac¢in da identifiku-
jemo entitete kao Sto je Mars, zajedno sa njihovim karakteristikama i medusob-
nim vezama. Za zapisivanje takvih recenica ocito nisu dovoljni samo iskazna
slova i operacijski simboli iskazne logike. Iskazna logika se bavi recenicama kao
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cjelinama i ne zalazi u njihovu unutrasnju strukturu, to jest ne razlikuje njihove
pojedine elemente.

Logicki zapisi kojima se preciznije mogu iskazivati razna matematicka tvrdenja,
predmetom su naseg daljeg izucavanja.

Matematicke izraze i formule gradimo od raznoraznih elemenata. Zato naj-
prije treba opisati osnovne elemente matematickih izraza i formula. Uobicajeno,
medu osnovnim elementima su konstante, promjenljive i operacijski znakovi.
Konstante mogu biti neki konkretni simboli kao Sto su brojevi O ili 1, ili simboli
Til,isl

Promjenljive su zajednicko ime za objekte iste vrste. Oznacavamo ih malim ili
velikim slovima raznih alfabeta (x,vy, z,...,a,b,¢,...,p,q...ili X,Y,... A/ B,...), a
Cesto i sa indeksima (p1, g2, 4;).

Operacijske znakove Cesto nazivamo i funkcijski simboli. Jednostavnosti radi,
operacije iste vrste na razli¢itim skupovima oznacavat ¢emo istim funkcijskim
simbolom (naprimjer, sa "-" oznacavamo mnozenje i na skupu N i na skupu R),
pri cemu vodimo racuna da se odredenim funkcijskim znakom uvijek oznaca-
vaju operacije iste duZine (arnosti). Ovo znaci da svakom funkcijskom znaku
unaprijed zadajemo njegovu duzinu i zahtijevamo da se u daljem tim simbolom
oznacavaju samo operacije te duzine. Naprimjer, znak "+" se uobicajeno ko-
risti za oznacavanje binarnih operacija sabiranja (operacija duzine 2), to jest "+"
koristimo kao binarni funkcijski znak.

Koristeci konstante, promjenljive i operacijske znakove i poStujuci neka unapri-
jed zadana pravila, formiramo izraze koje nazivamo termi. Naprimjer, izrazi

>+ —bxxxy ; axl+boc

su termi. U recenici "Jahorina je viSa od Bjelasnice.", Jahorina i Bjelasnica
su termi. Naziv "term" bi se mogao prevesti kao "izraz". Medutim, zbog Sirine
koriStenog pojma nec¢emo ga tako shvacati. Pojam "term" je standardan termin
logike.

Termi su formalni izrazi koji nemaju nikakvo konkretno znacenje sve dok im
ne damo neku konkretnu interpretaciju. Tako u recenici "Jahorina je visa od
Bjelasnice.", Jahorina i Bjelasnica ne moraju obavezno biti imena planina, na-
primjer mogu biti i nazivi hotela.

Zadavanje konkretne interpretacije ¢inimo tako Sto posmatramo neki konkretan
skup A sa konkretnim operacijama na njemu. U gornjim primjerima moZemo
posmatrati skup cijelih brojeva i na njemu definisane operacije sabiranja, oduzi-
manja i mnozZenja. Pri tome znakove konstanti interpretiramo kao fiksne simbole
skupa A (u gore posmatranom primjeru, 5i 1 su konstante koje interpretiramo
kao brojeve 5 i 1). Promjenljive interpretiramo kao proizvoljne elemente skupa
A (z,y,a,b 1 c). Operacijske znakove interpretiramo kao konkretne operacije defi-
nisane na A, tacno odredene duzine. Tako bi "+" moglo biti sabiranje (binarna),
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U predikatskoj logici se drzimo i dalje pravila izostavljanja zagrada koje smo
uveli u iskaznoj logici. Pri tome, slicno kao kod iskazne logike, dogovaramo se o
prioritetu logickih veznika i kvantifikatora. Taj dogovor predstavljen je tabelom
3.1. Tako ¢emo umjesto

(((3z1)~Ri(w1,22)) = Ri(2)) ,
prema dogovoru o prioritetu, pisati jednostavnije

(F21) =R (v1,22) = Ri(22) .

prioritet 1 V 4 =
prioritet 2 NV
prioritet 3 =

Tabela 3.1: Prioritet logickih veznika i kvantifikatora

Isto tako, u konkretnim matematickim teorijama funkcijske znakove koristimo
bez indeksa, naprimjer f, g, h i slicno, a relacijske znakove obiljezavamo uobica-
jeno malim slovima grckog alfabeta. U formuli

=(V2)(3y)(p(z,y) = p(f(z,9),9(v))) ,

p je relacijski znak duzine 2, a f i g su funkcijski znakovi, prvi duzine 2, a drugi
duzine 1.
U formuli

(V) (Vy)(z <y Ay #z+1),
"<" je relacijski simbol, "+" je funkcijski simbol, a umjesto —(y = x + 1) zapisano
je takode standardno y # = + 1. Ovo su sve uobicajene oznake u strukturama
brojeva.

DEFINICIJA 3.3.3: Vezana i slobodna promjenljiva

Pojavljivanje promjenljive + u nekoj formuli je vezano ako i samo ako se
z javlja u oblasti djelovanja nekog kvantifikatora. Tada kaZemo da je pro-
mjenljiva vezana.

Promjenljiva z je slobodna u formuli ako i samo ako nije vezana.

Primjer 3.10. U formuli
(Vz)p(x) = (Fy)p(z,y) V O(y)) ,
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ZGRADNJA matematickih disciplina zasniva se na nekim zajednickim po-
.. laznim principima. Ti principi vode porijeklo jos iz doba Euklidovih
s> Elemenata, napisanim oko 300. godine prije nove ere. JoS u to vrijeme
geometrija kao disciplina je bila izloZena kao aksiomatska teorija.

Prilikom izgradnje neke aksiomatske teorije najprije radimo sljedece:

e Jedan broj pojmova (termina) teorije proglaSavamo za osnovne pojmove ili
primitivne pojmove - pojmove koji se ne definisu.

e Jedan broj tvrdenja teorije proglasavamo za aksiome - tvrdenja koja se ne
dokazuju.

e Navodimo pravila logickog zakljucivanja - pravila koja smijemo koristiti pri
dokazivanju tvrdenja u toj teoriji.

Zasto u aksiomatskoj teoriji postoje pojmovi koji se ne definiSu i tvrdenja koja
se ne dokazuju?

Definisanje nekog novog pojma znaci objasnjenje njegovog znacenja pomocu ne-
kih drugih pojmova. Medutim, i znacenje tih drugih pojmova je odredeno de-
finicijama u kojima se pojavljuju opet neki pojmovi. Pri tome ne smijemo doc¢i
u situaciju da je, neposredno ili posredno, u definiciju bilo kog od tih pojmova
ukljucen i sam pojam koga definiSemo. Drugacije receno, mora se izbje¢i kruzno
kretanje u definiciji (circulus viciosus). Ako zZelimo da izbjegnemo circulus vi-
ciosus, dolazimo do takozvanog beskonacnog regresa - beskonacne hijerarhije
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sve novih i novih pojmova. Naprimjer, skup je kolekcija elemenata, kolekcija je
familija elemenata, familija je sveukupnost elemenata, itd.

Ovaj beskonacni regres se moze izbjeci samo ako se dogovorimo da neke od
pojmova u datoj teoriji ne definiSemo, to jest proglasavamo ih za osnovne ili
primitivne pojmove.

Slicnu situaciju imamo i kod dokaza. Tvrdenja dokazujemo polazeci od nekih
drugih tvrdenja, pa se "vrcenje u krug" i beskonacni regres u dokazima mogu iz-
bjeci samo tako Sto neka tvrdenja date teorije necemo dokazivati - proglasavamo
ih za aksiome, tvrdenja koja se ne dokazuju.

O znacenju polaznih (osnovnih ili primitivnih) pojmova obic¢no postoji jasna in-
tuitivna predstava. Mogli bi reé¢i i da se osnovni pojmovi ne navode eksplicitno,
ali su implicitno uvedeni sistemom aksioma.

Sto se tice aksioma, cesto se moze sresti miSljenje da su aksiome ocigledne
istine, Sto je poprilicno netacno. Naprimjer, jedna od aksioma Euklidove geome-
trije je i takozvani Euklidov V postulat koji glasi:

Ako su dati prava i tacka van te prave, onda postoji tacno jedna prava koja prolazi
kroz tu tac¢ku i paralelna je datoj pravoj (nema zajednickih tac¢aka sa tom pravom).

Ova tvrdnja je sve do 19. vijeka smatrana za ociglednu istinu, za zakon koji vazi
u realnom svijetu. Medutim, u prvoj polovini 19. vijeka pojavile su se geometrije
u kojima je V postulat zamijenjen drugacijim aksiomama.

Geometrija Lobacevskog mijenja V postulat sa:

Ako su data prava i tacka van te prave, onda u njima odredengj ravni postoje
najmanje dvije prave koje prolaze kroz tu tacku i ne sijeku datu pravu.
Naknadno se pokazuje da takvih pravih ima beskonac¢no mnogo.

Riemmanova sferna geometrija uvodi aksiom:

Ako su dati prava i tacka van nje, onda ne postoji niti jedna prava koja prolazi
kroz tu tacku i paralelna je sa datom pravom.

Drugim rijecima, u ovoj geometriji se svake dvije prave sijeku.

Pokazalo se da su ove geometrije logicki jednako ispravne kao i Euklidova, a
kasnije su pronadene i vaZzne primjene ovih geometrija u drugim naukama.

Nove pojmove uvodimo definicijama, polazeéi od osnovnih pojmova i ve¢ defini-
sanih pojmova. Teoriju razvijamo tvrdenjima, odnosno teoremama, koja se na
osnovu pravila zaklju¢ivanja dokazuju iz aksioma i iz ve¢ dokazanih teorema.
U dokazivanju se ne koriste iskustva niti ubjedenja, ma koje vrste, ve¢ isklju-
¢ivo logicka pravila. To znaci da je navedeni metod razvijanja teorije deduktivan:
novi pojmovi i tvrdenja izvode se, dedukuju, iz ve¢ usvojenih, a na osnovu logic-
kih zakona. Uvodenje i upotreba navedenih pojmova i postupaka u matematici
proucavaju se u okviru matematicke logike. Tome su posvecena prethodna iz-
laganja, a u narednom Sto slijedi cemo dati pojasnjenja i objasnjenja pojedinih
pojmova.
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4.4 Dokazi

Izvodenje (dedukcija) novog tvrdenja je njegov dokaz i u smislu tog izvodenja,
tvrdenje slijedi iz aksioma. U izvodenju se mogu koristiti i ve¢ dokazana tvrde-
nja, ali je njih, zajedno sa aksiomama, u jednom dokazu uvijek samo konacno
mnogo.

Zakljucivanje se zasniva na zakonima logickog misljenja i raznim logickim i ma-
temati¢kim pravilima izvodenja. Formalizovani oblici tih formi zakljuéivanja jesu
tautologije i valjane formule. Navedimo sada neke nacine dokazivanja.

Direktni dokaz NajceS¢i nacin dokazivanja je direktni dokaz. Treba dokazati
implikaciju p = ¢. Pretpostavimo ta¢nost iskaza p, a zatim nekim "elementarnim"
transformacijama pokaZemo istinitost iskaza q.

Primjer 4.7. Dokazimo tvrdenje: Ako su u trouglu dvije stranice podudarne
onda naspram njih leze podudarni uglovi.

Dokaz: Neka je dat trougao AABC kod koga je (pretpostavka) AC ~ BC. Spu-
stimo iz vrha C visinu na stranicu AB i ozna¢imo njeno podnozje sa D. Tada
trouglovi AADC i ABCD imaju jednu zajednicku stranicu CD, stranice AC i
BC su podudarne, a uglovi ZADC i /BDC su pravi, dakle podudarni. Na os-
novu pravila SSU vrijedi AADC ~ ABDC'. To znaci da su im odgovarajuc¢i uglovi
podudarni, a time i ZDAC ~ ZDBC, §to je i trebalo dokazati. <

Primjer 4.8. Dokazati tvrdnju:
Za proizvoljno n € N vrijedi,
ako je n = 3 (mod 4) onda je n? = 1 (mod 4).

Dokaz: Neka je n prirodan broj takav da je n = 3 (mod 4), to jest n = 4k + 3, za
neko k € N. Tada imamo

n? = (4]{:4—3)2
= 16k* 424k +9
= 16k®>+24k+8+1
= 4(4k* 4+ 6k +2) +1
= 4k +1 zaneko k' ¢ N.

Dakle vrijedi, n? =1 (mod 4).
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takvom pristupu smisao pojmova i istinitost tvrdenja nemaju direktan
uticaj na razvoj same teorije. Umjesto toga daju se precizna pravila za formira-
nje izraza i formula, kao i precizna pravila dokazivanja. Jedino o c¢emu vodimo
racuna je da li se ta pravila dosljedno postuju. Dokaz teoreme u ovom pristupu
je konac¢an niz formula koje se izvode po unaprijed definisanim pravilima.

Da bi neku matematicku disciplinu (naprimjer teorija brojeva, teorija grupa,
Euklidska geometrija i slicno) izgradili kao formalnu teoriju, neophodno je da
istim formalizmom budu izgradene i teorije koje joj prethode. Kako smo to spo-
menuli ranije, to moraju biti u svakom slucaju iskazna i predikatska logika, a
u vecini slucajeva i teorija skupova. U tom smislu razvijeni su iskazni racun i
predikatski racun kao formalne teorije sa sopstvenim aksiomama i pravilima iz-
vodenja. Ostale matematicke discipline se izgraduju kao formalne teorije unutar
predikatskog racuna, uz eventualan dodatak novih primitivnih pojmova i novih
aksioma.

U izlaganju formalnih teorija postoji jasna razlika izmedu meta-jezika, kojim
se govori o teoriji, i objekt-jezika, koji predstavlja jezik formula same teorije.
Formalnu teoriju uobicajeno izgradujemo tako da bar intuitivno ona odgovara
nekoj matematickoj disciplini. Za tu matematicku disciplinu onda kazemo da je
glavna interpretacija izgradivane formalne teorije.
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5.1 Formalne teorije

DEFINICIJA 5.1.1

Formalna teorija T se definiSe kao uredena cetvorka
T=(X,F,A,P),
gdje je

e X prebrojiv skup, koga nazivamo skup polaznih simbola ili alfabet for-
malne teorije 7.

e F podskup skupa svih rijeci nad alfabetom X, koga nazivamo skup
Jormula formalne teorije 7.

e A podskup skupa formula F, koga nazivamo skup aksioma formalne
teorije 7.

e P konacan skup relacija (razli¢itih duzina) na skupu formula, koga
nazivamo skup pravila izvodenja formalne teorije 7.

Neka je R € P neko pravilo izvodenja, to jest relacija na F duzine n i neka su
F, F,, ..., F,_11F formule iz . Ako je

(Fl,FQ,...,Fn_l,F) €ER R

tada kazemo da je formula F' direktna posljedica formula Fy, Fs, ..., F,,_1, po pra-
vilu izvodenja R, a to uobicajeno zapisujemo sa

P, B, .. Fy

R
F

DEFINICIJA 5.1.2

Za konacan niz formula Fi, Fs, ..., F,, kazemo da je izvodenje, dedukcija ili
dokaz u teoriji T, ako za svaku od tih formula vazi:

e F; (i € {1,2,...,n}) je aksiom teorije T ili

e F; (i € {1,2,...,n}) se dobija od nekih prethodnih formula u tom nizu,
prema nekom od pravila izvodenja u teoriji 7.
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TEOREM 5.2.8

Iskazni racun £ je odluciva teorija.

5.3 Predikatska logika kao formalna teorija

Da bi se pojedine oblasti matematike zasnovale strogo aksiomatski, nije dovoljno
formalizovati samo iskaznu logiku, nego se to mora uciniti i sa logikom predi-
katskog racuna. Tako dolazimo do formalne teorije koju nazivamo predikatski
ili kvantifikatorski ra¢un, u oznaci P. Predikatski ra¢un definiSemo na sljedeci
nacin.

DEFINICIJA 5.3.1

e Alfabet teorije P ¢ine isti polazni simboli kojim se definiSu predikat-
ske formule (predikatski racun), osim §to se koriste samo dva logicka
veznika — i =—, kao i kvantifikator V.

e Za formule teorije P koristimo formalnu induktivnhu definiciju takvih
formula, kao Sto smo to ucinili u iskaznom rac¢unu, ali bez veznika A,
V i <= kao i bez kvantifikatora 3. Veznike A, V i <= mozZemo uvesti
na isti nac¢in kao u iskaznom rac¢unu, dok kvantifikator 3 uvodimo sa

(3x) je zamjena za —(Vz)— .
Svaka formula teorije P je jedna predikatska formula i obrnuto.

e Aksiome teorije P su:

Ax 1: A= (B= A),
Ax2: (A= (B=(C)) = (A= B) = (A= 0)),
Ax 3: (WA= -B) = (B=A),

Ax 4: (Vz)(A = B(z)) = (A = (Vx)B(z)), pod uslovom da z nije
slobodna promjenljiva u formuli A,

Ax 5: (Vx)A(x) = A(t), ako je term ¢ nezavisan od varijable x u formuli
A(z).
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