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Sazetak

U ovoj disertaciji se bavimo sa kvadratnom metricki afinom gravitacijom
i Diracovim operatorom bez mase. Dajemo pregled poznatih rjeSenja kva-
dratne metricki afine gravitacije i prezentujemo novo ne Riemannovo rjesenje
ove teorije. Novo rjesenje je prezentovano u formi generaliziranih pp-talasa
sa Cisto aksijalnom torzijom. Takoder, predlazemo i fizikalnu interpretaciju
novih rjesenja poredeci ih sa rjeSenjima Einstein-Weyl teorije.

Drugi predmet istrazivanja ove disertacije jeste spektralna analiza Dira-
covog operatora bez mase na zatvorenoj 3-dimenzionalnoj mnogostrukosti.
Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase. Dajemo pregled dva
primjera gdje spektar ovog operatora moze biti izracunat eksplicitno i is-
postavlja se da je spektar simetrican oko nule u ova dva primjera, iako u
generalnom slucaju nema matematickog ili fizikalnog razloga za to. Pri-
mjenjujué¢i metode perturbacijske teorije na Diracovom operatoru bez mase
uspijeSno uocavamo spektralnu asimetriju na 3-torusu i izvodimo eksplicitne
asimptotske formule za perturbovane svojstvene vrijednosti +1.

Summary

In this thesis we deal with quadratic metric-affine gravity and the massless
Dirac operator. We review known solutions for quadratic metric-affine gra-
vity and we present new non-Riemannian solution for this theory. The new
solution is presented in the form of generalised pp-waves with purely axial
torsion. We also propose a physical interpretation of these new solutions by
comparing them to solutions of the Einstein-Weyl theory.

Another aim of this thesis is the spectral analysis of the massless Dirac
operator on a closed 3-dimensional manifold. The massless Dirac operator
describes a massless neutrino. We review two examples where the spectrum
of this operator can be evaluated explicitly and it turns out that in these two
particular examples the spectrum is symmetric about zero, although there
is no mathematical or physical reason for it to be symmetric in the general
case. Applying perturbation theory methods to the massless Dirac operator,
we successfully observe spectral asymmetry on the 3-torus and derive explicit
asymptotic formulae for perturbations of the eigenvalues +1.
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Poglavlje 1
Uvod

Pocetke razvoja teorije gravitacije nalazimo jo§ u antickoj Grékoj. Tada
je kretanje tijela u slobodnom padu posmatrano sa cisto filozofske strane i
proslo je mnogo vremena prije nego se postavio bilo kakav matematicki mo-
del. Aristotel je predstavio filozofski argument da teza tijela moraju padati
brze nego laksa i stolje¢ima niko nije sumnjao u ovaj argument.

Sumnje u istinitost Aristotelove teorije tokom renesanse postavio je itali-
janski naucnik Galileo Galilei. Galileo je prvi poceo analizu i eksperimentalnu
potvrdu zakona kretanja i te rezultate predstavio u svojim djelima Dialogo
[37] 1632. godine i Discorsi [38] 1638 godine. Iz tih posmatranja Galileo je
zakljucio da se tijela pod uticajem gravitacionog polja Zemlje kreéu na isti
nac¢in nezavisno od njihovih masa. Ovo je bilo u suprotnosti sa Aristotelovim
argumentima.

Najveéi doprinos poslije Galilea u istrazivanju teorije gravitacije dao je
engleski naucnik Isaac Newton. Izmedu ostalog, Newton je zasnivao svoja
posmatranja na Keplerovim zakonima kretanja planeta i rezultate je pred-
stavio u svom poznatom radu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
[66] 1687. godine. Osnovna premisa njegovog rada jeste da je geometrija
trodimenzionalnog prostora euklidska a vrijeme je posmatrano kao odvojeni
parametar potreban za opis kretanja. Newtonova teorija gravitacije je tvr-
dila da je masa tijela izvor gravitacije i da se dva tijela medusobno privlace
silom koja je proporcionalna proizvodnu njihovih masa a obrnuto proporci-
onalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti. Ova teorija gravitacije je
bila u skladu sa Galileovim principom ekvivalencije ali sam princip nije imao
uticaja na konstrukciju Newtonove teorije.

Ipak, kao jedan od fundamentalnih zakona fizike, Newtonova teorija gravi-
tacije je imala nedostatke u vidu vremenske invarijantnosti i zavisila je samo
od prostorne udaljenosti. Prema Newtonovoj teoriji gravitacije, jac¢ina gra-
vitacionog polja izmedu dva objekta je proporcionalna inercijalnim masama



objekata. Inercijalna masa ima dvojaku ulogu: ona je mjera otpora objekta
za promjenu brzine, ali sa druge strane ona igra ulogu gravitacionog naboja.
Na isti nac¢in kako elektri¢ni naboj odreduje jac¢inu elektricne sile izmedu dva
naelektrisana tijela, u Newtonovoj teoriji inercijalna masa odreduje jac¢inu
gravitacione sile. Drugi problem je bio sto je gravitaciona sila opisana kao
trenutna sila privlacenja izmedu dva objekta. Posljedi¢no, ako neko pomakne
jedan od ova dva objekta, drugi ¢e u istom momentu ‘shvatiti’ promjenu u
gravitacionoj sili bez obzira na njihovu medusobnu udaljenost. Treéi problem
je bila nedosljednost u predvidanjima Newtonove teorije i eksperimentalnih
podataka u precesijama orbite Merkura.

1.1 Generalna relativnost 1 alternative

Newtonova teorija gravitacije je unaprijedena od strane Alberta Einsteina
sa njegovom teorijom generalne relativnosti, vidi [27]. Einstein je promije-
nio Citav koncept Newtonog razumijevanja prostora te prostor i vrijeme nisu
vise posmatrani odvojeno. Teorija generalne relativnosti je teorija gravitacije
koju je Einstein razvijao izmedu 1907. i 1915. godine koriste¢i Riemannovu
geometriju. Einsteinov kolega iz studentskih dana matematicar Marcel Gro-
ssmann kao i Hermann Minkowski pomogli su Einsteinu u formulaciji ove
teorije. Novi koncept prostorvremena generalne relativnosti je potpuno opi-
san sa metrikom i metrika ne samo da odreduje udaljenost, nego i paralelno
pomjeranje, tojest Levi-Civita konekciju. Kao centralni dio svoje teorije,
Einstein je predlozio jednacine koja povezuje geometriju i materiju

, 1 8t
Ric,,, — §RgW = o T,
~~ d S——
geometrija materija

pri ¢emu su 7}, tenzor energije-impulsa koji ovisi o materiji, G je gravitaciona
konstanta, ¢ brzina svjetlosti, Ric Ricci krivina (1.18) a R skalarna krivina
(1.19). Ove jednacine su direktna veza izmedu geometrije prostorvremena i
materije. Vakuumske Einsteinove jednacine su date sa

1
RZ.CMV — §ngj =0.

Generalna relativnost bi se mogla interpretirati kao: prostorvrijeme govori
materiji kako da se krece a materija prostorvremenu kako da se zakrivi, vidi
[104]. Materija ‘zakrivljuje’ prostorvrijeme, pa pored promjena u prostornim
koordinatama, nesto se desava i sa vremenskom koordinatom prostorvre-
menskog kontinuma. Generalna relativnost predvida da je vrijeme u blizini



objekata sa ve¢om masom vise ‘zakrivljeno’, tojest vrijeme sporije tece u
blizini objekata sa ve¢om masom nego u blizini onih sa manjom masom. Ge-
neralna relativnost je potvrdena sa mnogo eksperimentalnih podataka, kao
Sto su precesije periheliona Merkura, skretanje svjetlosti pri prolazu u bli-
zini Sunca, gravitacioni crveni pomak, vrijeme odgode radarskih signala, rad
GPS uredaja, itd. Generalna relativnost je predvidjela postojanje gravitaci-
onih talasa koji su eksperimentalno potvrdeni 2016. godine od strane Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO). Takoder, generalna
relativnost je predvidjela i postojanje crnih rupa kao objekata u prostor-
vremenskom kontinuumu ¢ija je gravitacija toliko jaka da joj nijedan oblik
materije ne moze pobjeci, pa cak ni svjetlost koja se kre¢e najvec¢om brzinom
u prirodi. Moderna kosmoloska posmatranja podrzavaju postojanje ovakvih
objekata. Veoma dobar i detaljan pregled prostorvremena u generalnoj rela-
tivnosti uradili su Griffiths 1 Podolsky [48].

Sam Einstein je o¢ekivao mnogo vise od svoje teorije. Nije bio u potpu-
nosti zadovoljan jer nije uspio da spoji gravitaciono i elektromagnetno polje
u jedan model, vidi [28]. U cilju povezivanja gravitacije i elektromagne-
tizma, Einstein je razmisljao o alternativnoj teoriji gravitacije poznatoj kao
teleparalelizam, vidi [97]. Prostorvrijeme teleparalelizma se posmatra kao
povezana cetverodimenzionalna mnogostrukost snabdjevena sa Lorentzovom
metrikom c¢ija krivina nestaje ali torzija ne nestaje. Metricki tenzor je defi-
nisan preko komponenti kookvira. Za vise rezultata u polju ove alternativne
teorije gravitacije vidi [23, 34, 64, 69, 86, 95, 96, 102].

Gravitacija je jedina fizikalna interakcija koja nema konzistentnu kvantnu
formulaciju. Mnogi pokusaji kvantizacije gravitacije su do sada bili bezus-
pjesni. Postoje mnoge alternativne teorije gravitacije kao sto su metrick:
afina gravitacija, gauge simetrija, supergravitacija, Kaluza-Klein teorija ili
teorija struna koje nas mozda vode ka jedinstvenoj kvantnoj teoriji funda-
mentalnih interakcija. Raniji uspjesi ovih ideja nas motivisu da ih detaljnije
proucavamo i nadamo da ¢e nas dovesti blize formulaciji kvantne teorije gra-
vitacije. Generalna relativnost je rijesila mnoge nedostatke ranijih teorija ali
jos uvijek imamo mnoga otvorena pitanja koja nas vode do razvoja alter-
nativnih teorija gravitacije. U ovoj disertaciji, mi proucavamo alternativnu
teoriju gravitacije poznatu kao metrick: afina gravitacija.

Metricki afina gravitacija (MAG) je alternativna teorija gravitacije koja
je nadogradnja teorije generalne relativnosti. U metricki afinoj gravitaciji
napustamo Riemannovo prostorvrijeme Einsteinove generalne relativnosti i
dodajemo torziju (1.12) $to nas dalje vodi do Riemann-Cartanovog prostor-
vremena i moguée nemetri¢nosti (1.16).

U metricki afinoj gravitaciji, prostorvrijeme posmatramo kao povezanu re-
alnu cetverodimenzionalnu mnogostrukost snabdjevenu sa Lorentzovom me-



trikom i afinom konekcijom. Za razliku od generalne relativnosti, u me-
tricki afinoj gravitaciji metrika i konekcija su dinamicke varijable. Pros-
torvrijeme metricki afine gravitacije se svodi na prostorvrijeme generalne
relativnosti pod uslovom da je torzija jednaka nuli i da je konekcija me-
tricki kompatibilna. Metricki afina gravitacija je direktno izvedena iz gauge
teorije gravitacije gdje linearna konekcija igra ulogu gauge polja. Nepoz-
nate veli¢ine metricki afine gravitacije su 10 komponenti metrickog tenzora
i 64 koeficijenta konekcije. Za dobar i razumljiv pregled ove teorije vidi
[13, 50, 51, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 99, 100, 101].

U ovoj disertaciji smo primarno zainteresovani za proucavanje kvadratne
metricki afine gravitacije (QMAG), vidi Sekciju 1.3. Matematicki model ove
teorije jeste da je Riemannova mnogostrukost opisana sa principom akcije,
koja je funkcional definisan kao integral na cetverodimenzionalnoj mnogos-
trukosti ¢ija je podintegralna funkcija ¢isto kvadratna forma krivine. Metrika
je Lorentzijanskog potpisa i nepoznate velicine su komponente metrike i ko-
nekcije. Koristeéi varijacioni ra¢un, odredujemo stacionarne funkcije, tojest
funkcije u kojima je promjena akcije jednaka nuli. Matematickim jezikom
receno, posmatramo akciju definisanu sa (1.1) pri ¢emu je lagranzijan kva-
dratna forma krivine. Nezavisnom varijacijom akcije (1.1) po metrici i ko-
nekciji proizvodimo sistem Euler-Lagrangeovih jednacina (1.2), (1.3). Nas
cilj jeste analiza Riemannovih i ne-Riemannovih rjesenja sistema (1.2), (1.3),
vidi Definiciju 1.3.3.

Veliki broj radova je posvecen analizi Riemannovih i ne-Riemannovih
rjeSenja Euler-Lagrangeovog sistema (1.2), (1.3) u slu¢aju kvadratnog la-
granzijana, vidi [11, 30, 39, 50, 68, 70, 77, 82, 83, 87, 88, 89, 94, 99, 100, 101].
Veoma vazan rezultat na ovom polju dao je Vassiliev [101], koji je rijesio pro-
blem egzistencije i jedinstvenosti Riemannovih rjesenja sistema (1.2), (1.3)
u najopstijem slucaju kvadratne forme krivine sa 16 R? ¢lanova. Vassiliev je
pokazao da postoje samo tri tipa Riemannovih rjesenja sistema (1.2), (1.3),
vidi Sekciju 4 i Sekciju 5 u [101], gdje je takoder prezentovao konstruk-
ciju “torzijskih talasa” kao jednog ne-Riemannovog rjesenja sistema (1.2),
(1.3). Isto rjesenje je nezavisno dobijeno od strane Singha i Griffithsa [89] i
Kinga i Vassilieva [53] u Yang-Mills slu¢aju (1.7). Torzijski talasi prezento-
vani u [101] mogu se posmatrati kao ne-Riemannov analogon pp-prostora,
vidi Definiciju 2.1.1. Pa8i¢ i Vassiliev [77] su prezentovali generalizaciju
klasi¢nih pp-talasa na prostorvremena sa torzijom i konstruisali novu klasu
ne-Riemannovih rjesenja u najopstijem slucaju kvadratne forme. Fizikalnu
interpretaciju za tu klasu rjesenja smo dali u [74], gdje je predlozeno da gene-
ralizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom predstavljaju metricki afini
model za neutrino bez mase.

Motivisani rezultatom Singha [87] koji je prezentovao rjesenje sistema
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(1.2), (1.3) sa cisto aksijalnom torzijom (1.26) za Yang-Mills akciju (1.7), ge-
neraliziranjem klasi¢nih pp-talasa na metricki kompatibilno prostorvrijeme
sa Cisto aksijalnom torzijom, ranije smo konstruisali novo ne-Riemannovo
rjesenje prezentovano u radu [75] i dokazali da su nova vakuumska rjesenja sis-
tema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7). U ovoj disertaciji, cilj nam je
dokazati da su ova prostorvremena takoder novo rjeenje sistema (1.2), (1.3)
za opstiji slucaj kvadratne forme sa 11 R? ¢lanova (1.4). U buduénosti ¢e
nam biti cilj vidjeti da li su ova prostorvremena takoder rjesenje sistema (1.2),
(1.3) u slucaju najopstije kvadratne fome sa 16 R? ¢lanova (1.6). Takoder, u
pogledu konstrukcije novih ne-Riemannovih rjesenja kvadratne metricki afine
gravitacije od posebnog interesa nam je rad Singha [88], gdje je prezentovano
rjeSenje sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7) sa ¢isto trag torzi-
jom (1.25). Bilo bi interesantno vidjeti da li je mogucée generalizirati klasi¢ne
pp-talase na metricki kompatibilno prostorvrijeme sa ¢isto trag torzijom, na
slican nac¢in kao 8to je uradeno u radu [75] i vidjeti da li su rjesenja sistema
(1.2), (1.3). Veoma je bitno napomenuti ¢injenicu da Singh [87], [88] nije
koristio najopstiju kvadratnu formu sa 16 R? ¢lanova i prezentovana rjesenja
se ne mogu dobiti sa ansatzom dvostruke dualnosti, vidi [62].

Analiza pp-talasa ima dugu historiju. PP-talasi u Yang-Millsovom tipu
kvadratne metricki afine gravitacije sa netrivijalnom torzijom a sa nenultom
nemetri¢nosti koji ne pripadaju trostrukoj ansatz klasi, vidi [50], su analizi-
rani od strane Obukhova [68], za §to je dobio motivaciju od njegovog ranijeg
rada [67]. Kvadratna forma posmatrana od strane Obukhova je najopstija sa
16 R? ¢lanova. Prema Obukhovu, iako je Einsteinova generalna relativnost
podrzana eksperimentima na makroskopskom nivou, gravitacione interakcije
na mikoroskopskom nivou nisu dobro shvac¢ene. Gauge modeli gravitacije
predstavljaju alternativni opis gravitacije na mikro nivou. Proucavanje eg-
zaktnih rjeSenja metricki afine gravitacije je nuzno za razumijevanje razvoja
fizikalnih aspekata kao Sto su kvatizacija, fizika hadrona, proucavanje ranog
svemira, itd. Konstrukcija i poredenje talasnih rjesenja u razli¢itim modelima
mogu objasniti fizikalni sadrzaj i veze izmedu mikro i makro gravitacionih
teorija.

Interesantna analiza ravnotalasnih frontnih gravitacionih i elektromag-
netnih talasa u metricki afinoj gravitaciji sa kosmoloskom konstantom u
trostrukoj ansatz klasi je uradena od strane Garcie i dr. [39]. Kako autori na-
glasavaju, za ogranicene ireducibilne dijelove torzije i nemetri¢nosti, postoje
slicnosti izmedu Einstein-Maxwellovog sistema i vakuumskih jednacina polja
metricki afine gravitacije. U istom radu, autori daju pregled pp-talasa i elek-
tromagnetnih talasa u Einstein-Maxwellovoj teoriji i predstavljaju pp-talase i
elektromagnetne talase kao rjeSenja metricki afine gravitacije sa kosmoloskom
konstantom u trostrukoj ansatz klasi. Ovi talasi su nosioci krivine, neme-



tricnosti, torzije i elektromagnetnog polja.

Gravitacioni talasi kao egzaktna rjesenja kvadratne metricki afine gravi-
tacije su takoder analizirani od strane Baykala [11]. Koristeéi formalizam
nultog kookvira, autor predstavlja novu familiju rjesenja u vidu impulsivnih
gravitacionih talasa u cetiri dimenzije za odredeni lagranzijan.

1.2 Gravitaciona polja i polja neutrina bez
mase

Ne-Riemannova rjesenja metricki afine gravitacije posmatrana u ovoj diserta-
ciji i [72, 73, 74, 75, 76, 77| su predstavljena u vidu generaliziranih pp-talasa
sa paralelnom Ricci krivinom. Kao $to je naglaseno u [74], klasi¢ni pp-talasi
sa paralelnom Ricci krivinom su Riemanovi predstavnici klase rjesenja me-
tricki afine gravitacije pod nazivom generalizirani pp-talasi sa paralelnom
Ricci krivinom. Torzija i krivina generisana torzijom generaliziranih pp-
talasa se mogu posmatrati kao talasi koji putuju brzinom svjetlosti a klasi¢ni
pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom su samo “gravitacioni otisak” formi-
ran talasom nekog polja materije bez mase. Zbog toga je interesantna njihova
usporedba sa rjeSenjima klasi¢ne Einstein-Weylove teorije koja opisuje inte-
rakcije izmedu gravitacionih polja i polja neutrina bez mase.

Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom
prostoru. U ovoj disertaciji se bavimo spektralnom analizom Diracovog ope-
ratora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti. Napredan pregled
teorije Diracovog operatora uopsteno se moze naéi u [60]. Interesantna ana-
liza Diracove jednacine na cetverodimenzionalnoj mnogostrukosti bez granice
je uradena u [33] gdje autori daju negeometrijsku reprezentaciju Diracove
jednacine bez mase. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase
predstavljaju energetske nivoe neutrina bez mase a mi smo zainteresovani
za analizu spektra tog operatora, tojest skupa svih svojstvenih vrijednosti
operatora. Prema nasim saznanjima, prvo ekplicitno izracunavanje spek-
tra Diracovog operatora bez mase uradeno je od strane Friedricha [35]. U
istom radu je pokazana i zavisnost spektra operatora od izbora spin struk-
ture. Spektar Diracovog operatora bez mase na sferi S™ je takoder ekplicitno
izracunat, vidi naprimjer Trautman [93] i Bar [10]. Ispostavlja se da je u ova
dva slucaja spektar operatora simetrican oko nule. Ipak, analiza Atiyaha i
drugih [3, 4, 5, 6] pokazuje da za opstu orijentisanu Riemanovu trodimen-
zionalnu mnogostrukost nema fizikalnog opravdanja da spektar bude sime-
trican. To bi znacilo da u ova dva slucaja nema razlike izmedu osobina ne-
utrina bez mase i antineutrina bez mase. Zbog toga je cilj naseg istrazivanja



da razbijemo spektralnu simetriju Diracovog operatora bez mase na 3-torusu
i 3-sferi.

Veoma znacajan rezultat u ovom polju postavili su Vassiliev i dr. [24]
koji su uspjeli razbiti spektralnu simetriju Diracovog operatora bez mase na
3-torusu posmatrajuci svojstvenu vrijednost A = 0. U istom radu autori
se koriste perturbacijama Fuklidske metrike i izvode asimptotsku formulu
za svojstvenu vrijednost nula, tojest svojstvenu vrijednost Diracovog opera-
tora bez mase koja je najmanja po modulu. Autori pokazuju da je moguce
izabrati perturbaciju Euklidske metrike da bi se svojstvena vrijednost nula
‘pomakla’ i dobila spektralna asimetrija. U istom radu autori analiziraju eta
invarijantu 7y (0), vidi naprimjer [3, 4, 5, 6], samoadjungovanog elipti¢nog
m X m matri¢nog klasi¢nog pseudodiferencijalnog operatora prvog reda H kao
mjeru spektralne asimetrije operatora. U sluc¢aju konacnog broja svojstve-
nih vrijednosti eta invarijanta je razlika broja pozitivnih i broja negativnih
svojstvenih vrijednosti. Takoder, za perturbovani Diracov operator bez mase
izvedena je i grani¢na formula za eta invarijantu.

Koristedi slican pristup kao u [24], u ovoj disertaciji nas cilj jeste da iz-
vedemo asimptotske formule za sljedece dvije svojstvene vrijednosti posma-
trajuéi 3-torus u takozvanom aksisimetricnom slucaju, vidi Sekciju 3.5, tojest
za svojstvene vrijednosti A = +£1.

U buduénosti ¢e biti interesantno izvesti asimptotske formule za svoj-
stvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase na 3-sferi i vidjeti da li je i
kada moguce dobiti spektralnu asimetriju.

1.3 Kvadratna metricki afina gravitacija

U kvadratnoj metricki afinoj gravitaciji prostorvrijeme posmatramo kao po-
vezanu realnu ¢etverodimenzionalnu mnogostrukost M snabdjevenu sa Lo-
retzovom metrikom ¢ i afinom konekcijom I'. Nepoznate ove teorije su 10
nezavisnih komponenti simetricnog metrickog tenzora g,, i 64 koeficijenta
konekcije I'",,. Akciju definiSemo sa

S = /q(R), (1.1)

pri cemu je ¢ O(1,3) invarijantna kvadratna forma na krivini R (1.17). Pri-
mijetimo da koeficijenti ove kvadratne forme zavise samo o metrici. Ne-
zavisnim varijacija akcije (1.1) po metrici g i konekciji I' dobijamo sistem
Euler-Lagrangeovih jednacina koje simbolicki zapisujemo sa

05/0g =0,

0S/or = 0.



Sistem (1.2), (1.3) je sistem od 10 4 64 parcijalne diferencijalne jednacine sa
10 4+ 64 nepoznatih komponenti metrickog tenzora i tenzora konekcije. Mi
koristimo cisto kvadratne lagranzijane jer se nadamo da bismo time mo-
gli opisati fenomene ¢ija je karakteristicna talasna duzina dovoljno mala
a krivina dovoljno velika, vidi [101]. Pocetke razvoja ove teorije mozemo
naéi u radovima Hermana Weyla [103]. On naglasava da veéina prirodnih
gravitacionih akcija treba da bude kvadratna po krivini i da ukljucuje sve
moguce invarijantne kvadratne kombinacije krivine. Lagranzijani koji su
kvadratni po krivini su posmatrani od strane mnogih autora, vidi naprimjer
[9, 26, 52, 57, 58, 78, 90, 99, 100, 101].

Buduéi da krivina ima 11 ireducibilnih dijelova, vidi Sekciju 1.4.1, kva-
dratna forma ¢(R) moze biti predstavljena kao

11

¢"W(R) := Z ci(RD, RD)y (1.4)

=1

pri cemu su ¢; realne konstante i (-, -)yas je Yang-Millsov unutrasnji proizvod

(R7 Q)YM = RHAHUQ)\HHV- (15)
Ovakva reprezentacija kvadratne forme sa 11 ¢lanova posmatrana je od strane
Vassilieva [99]. Ipak, kako sam Vassiliev naglasava u [101], postoji Sesnaest
nacina kvadriranja ireducibilnih dijelova krivine jer su neki ireducibilni di-
jelovi izomorfni. Postujuéi taj argument, kvadratnu formu ¢(R) mozemo
predstaviti kao

¢"(R) := b R? + bIR?

3 2 2
+ ) DoAY AT £ by (SY, 8 > g, (S, S

l,m=1 l,m=1 I,m=1

+ blo(R(lo), R(m))YM + bso(R(30)> R(go))YM, (1.6)

pI‘i cemu su bl, b?, b6lm = bﬁml, bglm = bgml, b;lm = b;m“ blO; b30 neke realne
konstante.

Kvadratna forma (1.6) ima 16 R? clanova a skalari R, R., i tenzori A",
SV, Sil), RU9) i RGY sy definisani u Sekciji 1.4.1. Unutrasnji proizvodi u
kvadratnoj formi (1.6) su definisani sa (1.5) i

(R, Q) = R,,Q".

Primjedba 1.3.1. Akcija (1.1) je konformalno invarijantna, tojest ne mi-
jenja se pri Weylovom reskaliranju metrike ¢ — e*/g, f : M — R, bez
promjene konekcije I'.



Razvoj ove teorije pocinje sa Yang-Millsovom teorijom. Yang-Millsova
akcija za afinu konekeiju je specijalan slucaj od (1.1) pri ¢emu je

qym(R) == R\ RO . (1.7)

Za kvadratnu formu (1.7), takozvana Yang-Millsova jednacina (1.3) prvo je
analizirana od strane Yanga [106]. On je specijalizirao jednacinu (1.3) za
Levi-Civita konekciju i dobio jednacinu

V)\RZ‘C,.W — V,{RZ’C,\M = O, (18)
gdje je Ric Ricci krivina (1.18).

Primjedba 1.3.2. Yang-Millsova akcija se takoder moze dobiti iz (1.4) ako
izaberemo ¢; = ... = ¢;; = 1.

U zavisnosti od tipa konekcije prostorvremena, posmatramo dva tipa
rjesenja sistema (1.2), (1.3), koje nazivamo Rimemannova i ne-Riemannova
rjesenja.

Definicija 1.3.3. Prostorvrijeme {M, g,T'} nazivamo Riemannovim ako je
konekcija Levi-Civita, tojest I’AW = {:V}, a u suprotnom ne-Riemannovim.

Primjedba 1.3.4. Kada trazimo Riemannova rjesenja sistema (1.2), (1.3),
mi i dalje variramo akciju (1.1) nezavisno po metrici i po konekeiji 1 tek
poslije toga koristimo ¢injenicu da je konekcija Levi-Civita.

Razlika modela sa kvadratnom formom (1.4) i modela sa kvadratnom
formom (1.6) se moze vidjeti ako se posmatra specijalizacija jednacine (1.3)
sa Levi-Civita konekcijom. Za 11 parametarsku akciju jednacina (1.3) se
svodi na jednac¢inu (1.8), dok za 16 parametarsku akciju (1.6) jednacina (1.3)
se svodi na

VRic = 0. (1.9)

Jednacine (1.8) i (1.9) se razlikuju i jednacina (1.9) je viSe restriktivna.
Vazna klasa Riemannovih rjesenja su takozvani Einsteinovi prostori.

Definicija 1.3.5. Einsteinov prostor je Riemannovo prostorvrijeme sa Ric =
Ag pri ¢emu je Ric Ricci kivina (1.18), A je neka realna konstanta i g je mtrika
prostora.

Analizirajuéi jednacinu (1.8), Yang je zakljucio da Einsteinovi prostori
zadovoljavaju jednacinu (1.8). Kasnije je od strane mnogih autora poka-
zano da Einsteinovi prostori zadovoljavaju sistem (1.2), (1.3) za kvadratnu



formu (1.7), vidi naprimjer Yang [106] i Mielke [62]. Zbog toga mi za spe-
cijalan slu¢aj (1.7) teoriju sa jednac¢inama polja (1.2), (1.3) nazivamo Yang-
Mielkeova teorija gravitacije. Veliki broj radova je posveéen proucavanju
sistema (1.2), (1.3) u specijalnom slucéaju (1.7) i historijski razvoj Yang-
Mielkove teorije gravitacije se moze nadi u [31, 32, 71, 79, 90, 92, 91, 105].

Vassiliev [101] je rijesio problem egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja sis-
tema (1.2), (1.3) u najopstijem slu¢aju kvadratne forme sa 16 R? ¢lanova. U
istom radu je pokazano da su Einsteinovi prostori, pp-talasi sa paralelnom
Ricci krivinom (vidi Sekciju 2.1) i Riemannova prostorvremena koja imaju
skalarnu krivinu nula a lokalno su proizvod Einsteinovih mnogostrukosti, je-
dina Riemannova rjesenja sistema (1.2), (1.3) za najopstiju kvadratnu formu
(1.6). Stoga, sva nova rjesenja koja ocekujemo da pronademo u ovom slucaju
su ne-Riemannova.

Posebno smo zainteresovani za analizu klase prostorvremena pod nazivom
pseudoinstantoni, koji su predstavljeni od strane Vassilieva [99].

Definicija 1.3.6. Prostorvrijeme {M,g,I'} nazivamo pseudoinstanton ako
je konekcija metricki kompatibilna a krivina ireducibilna i jednostavna.

Metricka kompatibilnost znaci da je Vg = 0, pri cemu V oznacava kova-
rijantni izvod (1.15). Ireducibilnost znaci da samo jedan od jedanaest iredu-
cibilnih dijelova krivine nije nula a svi ostali su jednaki nuli. Jednostavnost
znaci da ireducibilni potprostor koji daje nenulti dio krivine nije izomorfan
niti jednom drugom ireducibilnom potprostoru. Zbog toga postoje samo tri
tipa pseudoinstantona:

e skalarni pseudoinstanton, gdje samo skalarna krivina nije identicki jed-

naka nuli;

e pseudoskalarni pseudoinstanton, gdje samo pseudoskalarna krivina nije
identicki jednaka nuli;

o Weylov pseudoinstanton,gdje samo Weylova krivina nije identicki jed-
naka nuli.

Pseudoinstantoni su bitna klasa prostorvremena jer predstavljaju rjesenja
jednacina polja (1.2), (1.3) za najopstiju kvadratnu formu (1.6), sto je doka-
zao Vassiliev [99]. Za konstrukeiju jednog ne-Riemannovog pseudoinstantona
u prostoru Minkowskog vidi [101].

1.4 Notacija i predznanje

Notacija u ovoj disertaciji prati [53, 73, 74, 75, 76, 77, 99, 101]. Lokalne ko-
ordinate oznacavamo sa z*, ;1 = 0, 1,2, 3, i piSemo 0,, := 9/0x". Kovarijantni
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izvod vektorskog polja definisemo kao
V=000 + F’\Wv”, Vyoy = 0uuy — I vy, (1.10)

gdje su F’\W koeficijenti konekcije. Christoffelovi simboli su definisani kao

a I .
{F})\ 1224 = {6’7} = 59)\ (a,ugl/n + &Jg;m - a/ig;w)- (111)

Sa {V} oznacavamo kovarijantni izvod sa Levi-Civita konekcijom, tojest
Vot = 90 + {1 0.

Torziju definisemo kao

A A A
1, =1",-T", (1.12)
i kontorziju kao
1
A A A A
K%, ._§(TW+TM+TM). (1.13)

Torziju mozemo izraziti preko kontorzije kao
A oA A
., =K, —K,,.
Levi-Civita konekcija {['} i puna konekcija I' su povezane kao
FAMV - {F})\MV + K)\;u/- (114)
Za konekciju I' kazemo da je metricki kompatibilna ako je Vg = 0, tojest
V,\g,w = 8)\9;“1 - FHAMQW - ]-—W)\Vgum = 0. (115)
Nemetri¢nost @) definiSemo kao

Q/wéﬁ = V,uga/g. (116)

Tenzor krivine je definisan pomocu afine konekcije kao

R“/\W =0, — 8,,1““,\ + F”MF"M — F"“WII‘"M)\, (1.17)
Ricci krivina kao
Ricy, = R",,,, (1.18)
skalarna krivina kao
R := Ric", (1.19)
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1 bez traga Ricci krivina kao
1
Ric := Ric — Z—le.

Weylovu krivinu oznac¢avamo sa V. Weylova krivina je ireducibilni dio kri-
vine odereden uslovima

Rn)\,uu = R,uwc)\?
e Ry = 0, (1.20)
Ric = 0.

Primjedba 1.4.1. Torzija i krivina mogu biti zapisane i u anholonomicnoj
notaciji koja se razlikuje od holonomicne notacije koristene u ovoj disertaciji.
Torziju definisemo kao

1 : .
T := DY* = Eﬂjadl’l A dx?
a krivinu kao
1 . .
R = dl*? — T, AT = §Rijaﬁdﬁ A da?,

pri ¢emu su Y¥* ortonormalni okvir i I',” linearna konekcija. Za vise o anho-
lonomi¢noj notaciji krivine i torzije vidi [13].

Indekse dizemo i spustamo na standardni nacin, tojest gosv° = va, g*Pvs =
v®. Djelovanje Hodgeove zvjezdice na antisimetriéni tenzor reda ¢ definisemo

kao
(*Q)Hqulm/M = (q!)il Videt gl Q" H e, (1.21)

pri cemu je € totalno antisimetri¢na veli¢ina i €103 := +1. Kada Hodgeovu
zvjezdicu primijenjujemo na krivinu moramo izabrati da li djelujemo na prvi
ili drugi par indeksa, pa zbog toga uvodimo dva razli¢ita operatora: lijevu
Hodgeovu zvjezdicu

]_ 1\’
(R = = /| det g| €™ ox Rerar (1.22)
2

i desnu Hodgeovu zvjezdicu

1 1
(R*)K)\,MV = 5 AV |d€t g| Rfc)\u’y’ et? I (123)

Za skalarnu funkciju f : M — R krace piSemo

/f . /f\/ !detg|dx0dx1dx2dx3, detg := det(g,.).

12



1.4.1 Ireducibilni dijelovi torzije i krivine

U ovoj sekciji dajemo detalje o ireducibilnim dijelovima torzije i krivine gdje
uglavnom pratimo izlaganje iz [72, 99, 101].

Ireducibilni dijelovi torzije

Pod Lorentzovom grupom, torzija T sa svoje 24 nezavisne komponente, moze
biti ireducibilno razlozena na tri dijela. Prema [51, 99], ireducibilni dijelovi
torzije su

7O =7 7@ _T6) (1.24)
T(Q)A;w = GxuUv — GV, (125)
T = sw, (1.26)
gdje su
1 1
v = gTA/\V’ Wy = 6 \% ’detg’TﬁAﬂgn)\uV' (127)

Dijelovi TM, T® i T®) se nazivaju tenzorska torzija sa 16 nezavisnih kompo-
nenti, trag torzija sa 4 nezavisne komponetne i aksijalna torzija sa 4 nezavisne
komponetne.

Djelovanje Hodgeove zvjezdice na torziju definiSemo kao

1
(KT ) s = 3 | det g[T)e, €%, - (1.28)
Hodgeova zvjezdica preslikava tenzorsku torziju u tenzorsku torziju, torziju
bez traga u aksijalnu torziju i aksijalnu torziju u torziju bez traga:
(1)) = +(TW),
(*T)(Q))\“y = g/\,uwu - g)\uwua
(*T)®) = — x 0. (1.29)
Ovakvo razlaganje torzije podrazumijava realnu torziju i Lorentzovu metriku.

Primjedba 1.4.2. Preslikavanje Hodgeovom zvjezdicom koje se pojavljuje
na desnoj strani formula (1.26) i (1.29) je standardna Hodgeova zvjezdica
(1.21) i razlikuje se od Hodgeove zvjezdice na torzijama (1.28).

Koristedi se formulama (1.12), (1.13) i (1.24)-(1.26), dobijamo ireduci-
bilno razlaganje kontorzije

KO — g - K@ _ K(?’),
K(Q))\,uu = 9xuVUy — GuuUx,

K® :%*w,
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pri ¢emu su
1 1 .
Uy = gK)\)\V7 Wy = g ’detg|K ANSRAMV‘

Ireducibilni dijelovi torzije i kontorziju su povezani kao'

7M) — KW T2 — K® T(3)H)\,u —92K®) \

KA AR KA AR KAL®

Ireducibilni dijelovi krivine - prva verzija

U ovoj sekciji prezentujemo jedno razlaganja tenzora krivine generisane opstom
afinom konekcijom, gdje pratimo izlaganje iz [99]. Sa R oznacavamo 96-
dimenzionalni vektorski prostor realnih 4-tenzora R”) ,. Krivina generisana
sa opStom afinom konekcijom ima samo jednu antisimetriju koja zadovoljava
uslov

RR}\MV - _R’{)\VN' (130)

Neka je g Lorentzova metrika u svakoj tacki x € M i neka je O(1,3)
odgovarajuca Lorentzova grupa. Vektorski prostor R se razlaze u direktnu
sumu jedanaest potprostora koji su invarijantni i ireducibilni pod akcijom
O(1,3), vidi [51]. Prema Vassilievu [99], imamo ortogonalnu dekompoziciju

R=R" @R gdje je
R* = {R € R|Ruuw = Ry}

i dimR" =60idim R~ = 36. Potprostori R™ i R~ se dalje razlazu na pet i
Sest ireducibilnih potprstora, respektivno. Vektorski prostor R~ je vektorski
prostor krivina generisanih sa sa metricki kompatibilnim konekcijama i mogu

se zapisati kao R~ = @ R, gdje su
a,b==

R, ={Re R |R" =aR, *R* = bR},

i pri ¢emu je preslikavanje R — R” definisano sa (R").,u := Rusy endo-
morfizam u R™. Preslikavanje R — R se naziva transpozicija i takozvano
double duality preslikavanje R — *R* je definisano sa

pri ¢emu su R — *R i R — R* lijeva Hodgeova zvjezdica (1.22) i desna
Hodgeova zvjezdica (1.23), respektivno.

IPrimijetiti poredak indeksa.
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Primjedba 1.4.3. Potprostori R_,, R7_, RZ, i RZ_ su medusobno or-
togonalni i njihove dimezije su dim R, , = dim RZ, =9, dim R} =121
dim RZ_ = 6. Potprostori R, RZ,, RZ_ suireducibilni i jedini potprostor
koji se dalje razlaze je R} _ kao

RJ_F, = Rscalar D RWeyl D Rpseudoscalar-

Po‘;prostore R, ., Rscatars Rweyl; Rpseudoscalar, RZ,, RZ_ oznacavamo sa
RU), j=1,...,6, respektivno.

Opisano razlaganje pretpostavlja realnu krivinu i Lorentzovu metriku.
Eksplicitne formule za Sest dijelova krivine generisane sa metricki kompati-
bilnim konekcijama su

1 _ _ _— _
RY = 5 (9 Ricx, = g3 Ricu = G Ri + grRiC), (1.31)
1
R(Q) = E(gﬁug/\u - g)\ugm/),Rw (132)
R® =R - RM _ R® _ RW (1.33)
1 v
RW = ~22 | det g| exrw R, (1.34)
R® = R — RO, (1.35)
1 —_— —_— —_— —_—
R©) — é(g,wRicAl, — guRick, — guRicy, + gaRicy,, (1.36)
gdje su
_ 1
RKAMV = Z(Rﬁ)\uV - R)\H}LI/ + R}LI/H}\ - Ruu,‘i/\)a
~ 1
Rn/\;w - Z(Rn)\,u,u - R)\n,uy - R,Lwn/\ + RV/J,R)\)J

S _ S S S 1
Ric}\l/ = RN)\NV? R = RiCA)\ = RNAW\? Ric)\l/ = Ric)\l/ - Zg)\uRa

Ric = }A%’i,\,w, R = V| detg 6’{’\“1’}?5,\W = /| det g|6“A“”RH,\MV.
Primijetimo da u Riemannovom sluc¢aju krivina ima samo tri ireducibilna
dijela RM, R® i RG).

Ireducibilni dijelovi krivine - druga verzija

Vektorski prostor R se moze razloziti i na drugaciji nacin, prate¢i izlaganje
iz [72, 101]. Potprostori vektorskog prostora R su:

e dva potprostora dimenzije 1 koje oznacavamo sa R and Rﬁl),
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e tri potprostora dimenzije 6 koje oznacavamo sa RV, (1=1,2,3),

e cCetiri potprostora dimenzije 9 koje oznacavamo sa R and ROV,
(1=1,2),

e jedan potprostor dimenzije 10 kojeg oznacavamo sa R1*? and
e jedan potprostor dimenzije 30 kojeg oznacavamo sa R0,

Za dva potprostora kazemo da su izomorfna ako postoji linearna bijekcija
izmedu njih koja komutira sa akcijom O(1,3). Postoje tri grupe izomorfnih
potprostora a to su

ROV 1=1,23}, {ROY =12}, {ROY =12}
Ekplicitne formule za ireducibilne potprostore dimenzije manje od 10 su:

(a) u potprostoru R ekplicitna formula za krivinu je

RH}\}U/ = (gnugAV - gngu)R, (137)

(b) u potprostoru R eksplicitna formula za krivinu je

(R*)H)\/J,l/ - CL){ (gﬁugkl/ - gm/g)\p,)R*; (138)

¢) u potprostorima R, (I = 1,2, 3) ekplicitna formula za krivinu je
(c) u potp , ,2,3) ekp j
Rn)\/u/ = aﬁll(gﬁﬂA(l))\u - gﬁl/A(l))\u) + dei2 (g)\N‘A'(l)m/ - g)\VA(l)mL)
+ a6l3g,.;)\¢4(l)m,, (139)
(d) u potprostorima RV (I = 1,2) ekplicitna formula za krivinu je

R/@)\,LW = Qou1 (gH#S(l))\V - gKVS(l))\u> + a912(g>\#8(l)m/ - g)\VS(l)H/,L)7 (140)

(e) u potprostorima RV, (I = 1,2) ekplicitna formula za krivinu je

(R*)n/\uu = a;ll (gﬁu‘sxgl))\u_gﬁvsil))\u)+a;l2(g)\li8£l)nl/_g)\usil)nu)’ (141)
gdje sua; =aj =1/121
5/12 —1/12 —1/6 -
(agm) = | —1/12  5/12 —1/6 ,@%J:@%J:<_%§ yg)
~1/12 —-1/12  1/3
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Skalari R, R, i tenzori A(l),S(l),Sil) koji se pojavljuju u formulama (1.37)-
(1.41) su izrazeni preko tenzora krivine R preko sljedec¢ih formula:
R =R,

Ric" == R* Ric® =R}

UEV? w KV
1 1
Rict) .= RicV — ZRg, Ric® .= Ric® + ZRg,
Ric®  + Ricl Ric®  — Ric®
() uy Vi (O 14 VL _
S (720 2 ) A pv T 2 ’ (1_172)
3) . DK
AY =R,
i
* K)\
R = (R")",,
Ric" == (R*)" ., Ric® = (R"),,,.
1 1
Rz’cg) = Ricg) — ZR*g, Ricf) = Ricff) + ZR*Q’
Ric(l) + Ric(l) 'Rz'c(l) — 'Ric(l)
o . * pv * vp o . * v * vp _
S, ww = 5 , ALY = 5 , (1=1,2)
(3) L *\ K
A* [ 72 (R ) Kuv®

i Ricci tenzor (1.18)

Primjedba 1.4.4. Primijetimo da su tenzor Ric),,

ekvivalentni.

Primjedba 1.4.5. Tenzori AP se ne pojavljuju u formulama (1.37)-(1.41).
Razlog je taj sto tenzori AY i AY nisu nezavisni i tenzori A® su linearne
kombinacije Hodgeovih duala tenzora AV obrnuto, vidi [101]. Zato mozemo
pisati

AD — ay % AD 4oy % A®), (1.42)
AD Z B, 4 AV 4 By 4 A®), (1.43)

gdje su ay, as, B, B2 proizvoljni realni skalari.

Potprostor R0 je potprostor krivina R takav da su svi moguéi tragovi
jednaki nula, tojest
R",., = (R")"

ARV

ARV = 07 RMRHU = (R*)lu,’im/ = 07 RHI{,U,Z/ = 0 (144')

1 Ry, = =Ry, Potprostor R je potprostor krivina R takav da zadovo-
ljava relacije (1.44) i R, ,, = R,,,, - Koristeci opisane potprostore, prostor
R ima sljedece razlaganje:

R=RYoRY ¢ RO g2 ROV 2 ROV o RO ¢ REY
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a to znaci da proizvoljni element R € R jedinstveno moze biti zapisan kao

3 2 2
R=RWY ¢ RS) + Z RGD 4 Z ROD 4 Z Ri&l) + R(10) R(3O),

=1 I=1 I=1
koristedi formule (1.37)-(1.41).

Primjedba 1.4.6. Potprostore RW, Rfkl), R RGY pazivamo jednostav-
nim jer nisu izomorfni nijednom drugom potprostoru. U skladu sa tim, i
ireducibilne dijelove RV, RY, R19 RGY pazivamo jednostavnim.

1.4.2 O Levi-Civita tenzoru

Veoma cesto koristen tenzor u linearnoj algebri, tenzorskoj analizi i diferen-
cijalnoj geometriji je takozvani Levi-Civita tenzor.

Definicija 1.4.7. Levi-Civita tenzor je definisan kao

€ 1= V| det glewnw, (1.45)

gdje je €.z totalno antisimetricna veli¢ina i €g193 = +1.

Primjedba 1.4.8. U ovoj disertaciji uglavnom koristimu metriku Minkow-
skog g, = diag(+1,—1,—1,—1) i pp-metriku (2.1), ¢ije su determinante
jednake 1, pa u ta dva slu¢aja Levi-Civita tenzor (1.45) je totalno antisime-
tricna velicina €, -

Lema 1.4.9. Kovarijantni izvod Levi-Civita tenzora jednak je nuli, tojest
v§€,§,\w, =0. (146)

Dokaz. Bududi da je tenzor €, po definiciji totalno antisimetrican, dovoljno
je izracunati Veegia3. Koristedi definiciju kovarijantnog izvoda (1.10), imamo

Veeor2s = Oc€oiaz — IMeo€piaz — IMer€onos — [Meacorns — 1Mes€oioy

= a560123 - I‘05060123 - Fl§1€0123 - F25260123 - F35360123
= O¢eorzs — /| det g|I"g.

Parcijalni izvod je
(9560123 = 85(\/ ‘ det g’)€0123 + vV | det 9‘85(80123)

1 1
= ———=0¢|det g| = /| det g|{I'}"
3 T detal = VIdet gy,
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O¢| det
jer je {T'}¢, = %. Dakle, koriste¢i formulu, dobijamo (1.14),
ety

Veeoras = /| det g{T'} e, — /| det g|T"¢,, = —+/| det g| K",

Tenzor kontorzije K je antisimetrican po prvom i tre¢em indeksu i bududi da

imamo kontrakciju po ova dva indeksa, on je jednak nuli, odakle dobijamo
(1.46). O

Primjedba 1.4.10. Direktna izra¢unavanja pokazuju da antisimetricna veli¢ina
Exauv zadovoljava sljedece identitete:

Exru ™M = —4l, (1.47)
EaE™ = =31 5,7, (1.48)
Eaa e = =21 (6,15, — 6,56\"), (1.49)
Eanwe™ = —(8:10:50,° + 0,506, + 6,505,768,

= 6.16356,E — 0,80010,8 — 6,56,56,). (1.50)

Levi-Civita tenzor se takoder pojavljuje u eksplicitnoj formuli (B.3) za
dio krivine R®). Veza izmedu Levi-Civita tenzora (1.45) i Weylove krivine je
veoma interesantna. Poznato je da je proizvod Levi-Civita tenzora i Weylove
krivine sa ¢etiri kontrakcije jednak nuli, vidi (1.20). Interesantno je vidjeti
Sta se deSava u nekim drugim sluc¢ajevima pri kontrakciji Levi-Civita tenzora
i Weylovog tenzora.

Lema 1.4.11. Levi-Civita tenzor i Weylov tenzor su povezani na sljedeci
nacin:
6&Auu»¢%An€:::2€HAMV)®%nA£7 (1.51)
MW, e = 0. (1.52)
Dokaz. Koriste¢i poznati Bianchijev identitet za Weylovu krivinu
Wane + Wenex + Waean = 0,

dobijamo
EKA“V(W,.@,\% + Wm]g)\ + Wﬁg)\n) =0.

Preimenovanjem nekih indeksa, koriste¢i antisimetriju veliCine €.y, i ko-
riste¢i dobro poznate osobine Weylovog tenzora, dobijamo

KAV RAuV KAV RAuY
€t W,{Ang = —"W¥ Wm]g)\ — W,Qg)\n = 2¢™M W,.m)\g,

sto nam daje (1.51).
Kontrakcijom indeksa g i n u (1.51) i koriste¢i osobine antisimetrije
Weylovog tenzora dobijamo €W, = 0, §to je upravo (1.52). a

19



1.4.3 Spinorski formalizam

U ovoj sekciji prezentujemo spinorski formalizam koristen u ovoj disertaciji
te koristimo formalizam uveden u [72, 74, 77].

Definicija 1.4.12. ‘Metricki spinor’ je definisan kao

€ab = €55 = €% = € = < _01 (1) ) , (1.53)

gdje prvi indeks oznacava broj vrste a drugi indeks broj kolone.

Spinorske indekse dizemo i spustamo koristec¢i formule

£ = "¢, € = €, @ = ¢y, Na = €41 (1.54)

U ovom izboru spinora ‘kontravarijantni’ i ‘kovarijantni’ metricki spinori
su podignuta i spustena verzija jedni drugih, tojest € = €®e4e? i € =
€qc€eyq. Takoder, spinorski unutragnji proizvod je invarijantan pod operaci-
jom dizanja i spuStanja indeksa, tojest (€,.£°)(€%ny) = £%n,. Ali uzastopno
podizanje i spustanje jednog spinorskog indeksa dovodi do promjene znaka,
tojest €qmeé. = —&,.

Definicija 1.4.13. Neka je v realni vektorski prostor Hermitskih 2 x 2 ma-
trica o,;. Paulijeve matrice 0 ;, o = 0,1,2,3, su baza u prostoru v koje
zadovoljavaju o ;07 + o ;0% = 2¢°F5,¢ pri cemu je

goab = eacaacdei’d. (1.55)

Primjedba 1.4.14. U svakoj tacki mnogostrukosti M Paulijeve matrice su
definisane jedinstveno do Lorentzove transformacije.

Definicija 1.4.15. Paulijeve matrice drugog reda su

Uoc,Bac = (Uaabebdaﬁcd - U,Babebd acd)’ (156)

N | —

pri ¢emu je € metricki spinor (1.53).
Ove matrice su polarizovane, tojest
xo = *tio, (1.57)

i zavise od orijentacije Paulijevih matrica o, = 0,1, 2, 3.
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Definicija 1.4.16. Kovarijantni izvod spinorskog polja definisemo kao
V,uga = auga + Faub€b7 Vufa = u’fa - Fbuafba
V;ﬂ]d = aﬂ?d + fduiﬁb, Ve = Ouna — fl’#am‘,,

gdje je T, = T,

Eksplicitne formule za spinorske koeficijente I'* ;; se mogu izvesti iz sljedeca
dva uslova: .
Vueab =0, V%= Uaabvucabﬂ (1.58)

gdje je ¢ proizvoljni mijeSano 2-spinorsko polje i j¢ := aaabcab odgovarajuce
vektorsko polje. Uslovi (1.58) daju sistem linearnih algebarskih jednacina po
ReI.p, ImI'®,;, cije je jedinstveno rjeSenje dato sa

1 .
Faub = Za'aac (8u0“bc~ —+ Fau/goﬁbc') . (159)

1.5 Predstavljanje Diracovog operatora bez
mase

Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom pros-
toru i njegove svojstvene vrijednosti fizikalno se mogu interpretirati kao ener-
getski nivoi te Cestice bez mase. Koriste¢i Diracov operator bez mase, vidi
Sekciju 3.2, Diracova jednacina bez mase se moze dobiti variranjem akcije
(3.12) po spinoru &. Kao Sto smo pokazali u Sekciji 2.4, spinorsko polje
koje odreduje kompleksificiranu krivinu aksijalnih torzijskih talasa predstav-
ljenih u Sekciji 2.2.2 je egzaktno rjesenje Diracove jednacine bez mase, vidi
Lemu 2.4.2. Istu situaciju smo imali i u slucaju ¢isto tenzorskih torzijskih
talasa predstavljenih u Sekciji 2.2.1. Time imamo jednu vezu izmedu gene-
raliziranih pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom i polja neutrina bez mase.

Primjedba 1.5.1. U ovoj disertaciji, kada posmatramo rjesenja Diracove
jednacine bez mase, radimo u standardnim gravitacionim postavkama cetvero
dimenzionalnog prostora za razliku od trodimenzionalnog prostora kada ra-
dimo spektralnu analizu Diracovog operatora bez mase.

Neka je M trodimenzionalna povezana kompaktna orijentisana mnogos-
trukost snabdjevena sa Riemannovom metrikom g. Diracov operator bez
mase, vidi Definiciju 3.2.1, je matri¢ni operator

of O 1 doP B,
W = —io (%+105 <%+{OK}/}O’ ))
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Prema nasim saznanjima, svojstvene vrijednosti Diracovog operatora su eks-
plicitno izrac¢unate u sluéaju jediniénog torusa T? snabdjeven sa Euclidovom
metrikom i jediniéne sfere S* snabdjevene sa standardnom metrikom koja
je restrikcija Euclidske metrike sa R* na S3. Ispostavlja se da je u ova dva
slucaja spektar Diracovog operatora bez mase simetrican. S druge strane,
prema [3, 4, 5, 6], za opStu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu mno-
gustrukost (M, g) nema fizikalnog razloga da spektar Diracovog operatora
bez mase bude simetrican. Spektralna simetrija bi znacila da u ova dva pri-
mjera neutrino bez mase i antineutrino bez mase imaju iste osobine. Zbog
toga smo zainteresovani u detaljniju spektralnu analizu Diracovog operatora
bez mase i kreiranje spektralne asimetrije.

Primarno posmatramo jedini¢ni torus T® snabdjeven sa Euclidskom me-
trikom. U tom slucaju, spektar Diracovog operatora bez mase je ovakav:
nula je svojstvena vrijednost mnogostrukosti dva i za svaki m € Z3 \ {0}
svojstvene vrijednosti su +||m||. Nag cilj jeste da razbijemo ovu spektralnu
simetriju koristeé¢i perturbacije Euclidske metrike, vidi Sekciju 3.4 i da izve-
demo asimptotske formule za svojstvene vrijednosti A = +1 po stepenima
malog perturbacijskog parametra e. Za svojstvenu vrijednost A = 0 Dira-
covog operatora bez mase asimptotska formula je dobijena u [24]. U istom
radu autori odreduju uslove pod kojim je moguce dobiti spektralnu asime-
triju u tom slucaju. Takoder, autori daju dva eksplicitna primjera pertur-
bacija Euclidske metrike za koje svojstvene vrijednosti Diracovog operatora
bez mase na polugustinama (3.20) mogu biti eksplicitno izracunate. Jedan
primjer je kvadratne zavisnosti a drugi kvarticne zavisnosti o parametru e.

Sliéno pristupu u [24], u ovoj disertaciji izvodimo asimptotske formule za
svojstvene vrijednosti £1 u aksisimetricnom slucaju, vidi Primjedbu 3.5.2.
Pokazujemo da spektralnu simetriju nije moguce razbiti na linearnom ¢lanu,
vidi Primjedbu 3.5.9 i odredujemo perturbacije Euclidske metrike za koje je
moguce dobiti spektralnu asimetriju, vidi Primjedbu 3.5.11.

Nas cilj u bliskoj buduénosti jeste da kreiramo spektralnu asimetriju u
slucaju jedini¢éne sfere S* snabdjevene sa standardnom metrikom koja je res-
trikcija Euclidske metrike sa R* na S3.

1.6 Glavni rezultati disertacije

U ovoj sekciji kratko prezentujemo glavne rezultate ove disertacije. U cilju
konstrukcije novog ne-Riemannovog rjesenja kvadratne metricki afine gravi-
tacije, posmatramo generalizacije klasicnih pp-talasa na metricki kompati-
bilna prostorvremena ¢ija konekcija nije Levi-Civita. Cijelo Poglavlje 2 je
posvecéeno generaliziranjima pp-talasa dodavanjem torzije. Nasa nova gene-
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ralizacija pp-talasa je predstavljena u Sekciji 2.2.2, gdje prezentujemo pros-
torvrijeme cCija je torzija cisto aksijalna i gdje navodimo njegove osnovne
osobine. Koristimo poseban izbor lokalnih koordinata gdje pp-metrika moze
biti zapisana kao

ds* = 2dx° da® — (do')? — (do*)? + f(2', 2%, 2°) (da?)?
u lokalnim koordinatama (2%, z', 2%, x®). Zatim definiSemo generalizirani pp-
talas sa cisto aksijalnom torzijom kao metricki kompatibilno prostorvrijeme
sa pp-metrikom i torzijom

T := %A,

pri ¢emu je A realno vektorsko polje definisano sa A = k(p)l, gdje je k :
R — R proizvoljna realna funkcija i [ je paralelni vektor svjetlosnog tipa
[* = (1,0,0,0). Torzija definisana na takav nacin je ¢isto aksijalna, vidi
Lemu 2.2.9, te u nasim lokalnim koordinatama moze biti zapisana kao

Ty = k(xg)lo‘éa,wl,.

Eksplicitna formula za krivinu u nasim lokalnim koordinatama je

2

1
Ropys = —5(1 ND)ag(LNO)ysf + Z Tig (LA ™M )ap (LA M),

ij=1

1 1
gdje su ry; = roy = 1(/{:(903))2, Ti9 = —T9] = :I:ék’(cc?’), m* = (0,1, F1,0),
my = Re(m) i my = Im(m).

Jedan od glavnih rezultata ove disertacije je sljedeca

Teorema 1.6.1. Generalizirani pp-talasi sa cisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rjesenja sistema (1.2), (1.3) u slucaju (1.7).

Da bi dokazali da generalizirani pp-talasi jesu rjesenja sistema (1.2), (1.3)
u slucaju (1.7), prvo eksplicitno zapisujemo ove jednacine u formi (2.47)
i (2.48), koje su ve¢ dobro poznate, vidi naprimjer [53]. Zatim, koriste¢i
(2.8), specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), kao i formule za krivinu
(2.40), (2.41), torziju (2.35) i krivinu generisanu torzijom (2.43) direktnim
uvrstavanjem dokazujemo da su jednacine (2.47) i (2.48) zadovoljene.

Drugi glavni rezultat je sljedeca

Teorema 1.6.2. Generalizirani pp-talast sa cisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rjesenja sistema (1.2), (1.3) u sluc¢aju (1.4).
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Da bi dokazali Teoremu 1.6.2, jednacine polja (1.2), (1.3) zapisujemo
eksplicitno pod odredenim pretpostavkama, vidi Sekciju 2.3.1. Zatim doka-
zujemo da su jednacine polja zadovoljene direktnom zamjenom eksplicitnih
formula za ireducibilne dijelove torzije i krivine generaliziranih pp-talasa, vidi
Sekciju 2.3.4.

Generalizirani pp-talasi sa Cisto aksijalnom torzijom i paralelnom Ricci
krivinom imaju svoju fizikalnu interpretaciju, kao sto je pokazano u Sek-
ciji 2.4. Spinorsko polje &, koje potpuno odreduje kompleksificiranu krivinu
generaliziranih pp-talasa, zadovoljava Diracovu jednac¢inu bez mase. Ak-
sijalna torzija je ireducibilni dio torzije koji se obi¢no koristi za modelo-
vanje neutrina bez mase, vidi [20], ili elektrona, vidi [16], putem Cosserat
elasticnosti. U Sekciji 2.4 poredimo generalizirane pp-talase sa ¢isto aksijal-
nom torzijom kao nova vakuumska rjesenja kvadratne metricki afine gravita-
cije sa rjesenjima Einstein-Weylove teorije. Zaklju¢ujemo da su generalizirani
pp-talasi sa ¢isto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom veoma
sliéni rjesenju pp-tipa Einstein-Weylovog modela i predlazemo da generali-
zirani pp-talasi za ¢isto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom
predstavljaju metricki afini model za neutrino bez mase.

Dalje, u Poglavlju 3, zainteresovani smo za vise matematicki pristup i
analizu Diracovog operatora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti.
Kao sto smo naglasili u Sekciji 1.5, fizikalno interpretirano, Diracov operator
bez mase opisuje neutrino bez mase. Posmatramo jedini¢ni torus T? snab-
djeven sa Euclidskom metrikom gdje je spektar izracunat eksplicitno. Ispos-
tavlja se da je u tom slucaju spektar simetrican oko nule. Nasa zabrinutost
oko spektralne simetrije lezi u tome da za opstu orijentisanu Riemannovu
trodimenzionalnu mnogostrukost (M, g) nema fizikalnog razloga da spektar
Diracovog operatora bez mase bude simetrican. Zato je nas cilj da kreiramo
spektralnu asimetriju. Za kreiranje spektralne asimetrije mozemo izabrati
jedan od dva nacina: da posmatramo trodimenzionalne mnogostrukosti za
ravnom metrikom ali netrivijalnom topologijom kao u [81] ili trivijalnom to-
pologijom sa perturbovanom metrikom kao u [24]. Mi smo se odluéili za
drugi nacin.

Nas trec¢i glavni rezultat je sljedeca

Teorema 1.6.3. Pod odredenim perturbacijama Fuclidske metrike, moZemo
dobiti spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase (u aksisimetricnom
sluc¢aju) na jediniénom 3-torusu.

U dokazivanju Teoreme 1.6.3, posmatramo perturbacije Euclidske metrike

2
905 (1 €) = a + ehas(x) + Thas(w) + O(E?),
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pri ¢emu je € mali pozitivni parametar. Koriste¢i perturbacijsku teoriju za
Diracov operator bez mase, vidi Sekciju 3.4, eksplicitno izvodimo asimptot-
ske formule za svojstvene vrijednosti A = 1 Diracovog operatora bez mase
u aksisimetriénom slucaju (3.57). Asimptotske formule preko elemenata per-
turbacijskih matrica hqog i kop su date u Teoremi 3.5.7. Analizirajuci ove
asimptotske formule, vidimo da je pod odredenim perturbacijama Euclidske
metrike mogucée dobiti spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase
u aksisimetri¢nom sluc¢aju, vidi Primjedbu 3.5.9 i Primjedbu 3.5.11.

1.7 Struktura disertacije

Ova disertacija ima sljedec¢u strukturu:

e U Poglavlju 2 se bavimo sa novim rjesenjima kvadratne metricki afine
gravitacije i ovo poglavlje je podijeljeno u nekoliko sekcija. U Sekciji 2.1
prezentujemo klasi¢ne pp-talase i navodimo njihove osnovne osobine. U
Sekciji 2.2 se bavimo sa generalizacijama klasi¢nih pp-talasa prosirujudi
klasi¢ne pp-talase na metricki kompatiblna prostorvremena sa torzijom.
Predstavljamo generalizirane pp-talse sa ¢isto tenzorskom torzijom i
generalizirane pp-talase sa Cisto aksijalnom torzijom te navodimo nji-
hove osnovne osobine. U Sekciji 2.3 koristimo generalizirane pp-talase
sa cisto aksijalnom torzijom opisane u Sekciji 2.2 kako bi prezento-
vali novo rjesenje kvadratne metricki afine gravitacije. U Sekciji 2.4
opisujemo matematicko i fizikalno znacenje novih rjesenja. Poredimo
nova rjesenja kvadratne metricki afine gravitacije sa rjesenjima pp-tipa
Einstein-Weylove teorije koja opisuje interakcije izmedu gravitacionih
polja i polja neutrina bez mase.

e U Poglavlju 3 se bavimo sa spektralnom analizom Diracovog opera-
tora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti. U Sekciji 3.1
dajemo pregled opstih osobina elipticnog samoadjungovanog diferen-
cijalnog operatora prvog reda. U Sekciji 3.2 prezentujemo Diracov
operator bez mase sa njegovim osnovnim osobinama. U Sekciji 3.3
se bavimo sa spektrom Diracovog operatora bez mase sa posebnim os-
vrtom na proucavanje spektralne funkcije i funkcije brojanja Diracovog
operatora bez mase. U Sekciji 3.4 razvijamo perturbacijsku teoriju za
Diracov operator bez mase koristenu u ovoj disertaciji. U Sekciji 3.5
se bavimo sa spektralnom asimetrijom Diracovog operatora bez mase
Sto je i glavni predmet izucavanja u Poglavlju 3. U ovoj sekciji pre-
zentujemo nase nove rezultate dobijene u vezi spektralne asimetrije
Diracovog operatora bez mase.
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e U dodacima dajemo pomoc¢ne matematicke ¢injenice i izracunavanja
koja su koristena za dobijanje razultata ove disertacije. U Dodataku A
detaljno izvodimo Einsteinove jednacine i Yang-Millsove jednacine. U
Dodatku B dajemo izvodenje Bianchijevog identiteta za krivinu koji
je koristen za dobijanje eksplicitnog oblika jednacina polja datih u
Sekciji 2.3. U Dodatku C dajemo eksplicitne varijacije po metrici
odredenih kvdratnih formi krivine koji se koristene za dobijanje eks-
plicitnog oblika jednacina polja. Konacno, Dodatak D sadrzi detaljan
racun za koeficijente u asimptotskoj ekspanziji svojstvenih vrijednosti
41 Diracovog operatora bez mase.
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Poglavlje 2

Nova rjesenja kvadratne
metricki afine gravitacije

2.1 Klasi¢éni pp-talasi

PP-talasi su veoma bitna familija egzaktnih rjesenja Einsteinovih jednacina
polja i veoma poznata prostorvremena u generalnoj relativnosti. Brinkmann
[14] ih je predstavio jos 1923. godine , a poslije toga ponovo su otkriveni
od strane nekoliko autora. Peres [80] je interpretitrao metrike pp-talasa kao
metrike koje predstavljaju gravitacione talase. Kao Sto naglasava Baykal
[12], metrike pp-talasa mogu se posmatrati kao opis dalekog polja izolovanog
astrofizickog izvora zraCenja gravitacionih talasa. Griffiths [47] i Kramer i
dr. [55] su dali objasnjenje za skracenicu ‘pp’ kao ‘ravnotalasnih frontalnih
gravitacionih talasa sa paralelnim zracima’. Nedavno je otkriveno od strane
Vassilieva [101] da su pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom rjesenja sistema
(1.2), (1.3). Za vise informacija o pp-talasima i rjesenjima pp-tipa metricki
afine gravitacije vidi [1, 8, 13, 14, 39, 47, 55, 67, 68, 73, 77, 80, 100, 101]. U
ovom poglavlju klasicni pp-talasi su koristeni za konstrukciju novih rjesenja
kvadratne metricki afine gravitacije te uglavnom pratimo izlaganje iz [74, 75].

Definicija 2.1.1. PP-talas je Riemannovo prostorvrijeme ¢ija metrika moze
lokalno biti zapisana kao

ds* = 2dx" d2® — (dx')? — (do®)? + f(z*, 22, 2°) (dz®)? (2.1)

u nekim lokalnim koordinatama (20, 2!, 22, 23).
Prednost Definicije 2.1.1 je da daje eksplicitnu formulu za metriku pp-
talasa ali nedostatak je to Sto je vezana za odredeni koordinatni sistem.

Takoder, postoji i definicija pp-talasa koja se ne veze za koordinatni sistem.
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Definicija 2.1.2. PP-talas je Riemannovo prosotrvrijeme koje daje nenes-
tajuce paralelno polje spinora.

Primjedba 2.1.3. Termin paralelno znaci da je kovarijantni izvod polja
spinora jednak nuli, vidi Definiciju 1.4.16.

Poznato je, vidi [2, 15], da su Definicija 2.1.1 i Definicija 2.1.2 ekviva-
lentne. Nenestajuce polje spinora koje se pojavljuje u Definiciji 2.1.2 pp-
talasa ¢emo oznacavati sa

X =x" (2.2)
i pretpostaviti ¢emo da je ovo polje spinora fiksno. Definisimo vektor [ kao

1= 0% X“X" (2.3)

pri cemu su ¢® Paulijeve matrice, vidi Definiciju 1.4.13 i Sekciju 1.4.3. Jasno,
[ je nenestajuce paralelno realno nulto vektorsko polje. Koristec¢i vektor [
mozemo definisati realnu skalarnu funkciju

o: M —R, () ::/l ~dx . (2.4)

Ova funkcija se naziva faza.

Definicija 2.1.4. Za kompleksno vektorsko polje v kazemo da je transver-
zalno ako je [,v* = 0.

Definicija 2.1.5. Za kompleksno vektorsko polje v kazemo da je ravni talas
ako je v*V,v? = 0 za proizvoljno transverzalno vektorsko polje v.

Primjedba 2.1.6. Ocigledno, [ je transverzalni i ravni talas.

Izbor lokalnih koordinata u kojima pp-metrika ima oblik (2.1) nije jedins-
tven. Nas izbor lokalnih koordinata je takav u kojima su

Y =(1,0), [*=(1,0,0,0), m"=(0,1,Fi,O0). (2.5)

Sa izborom (2.5), faza (2.4) je eksplicitno data sa ¢(z) = 23+ const. Koriste¢i
Paulijeve matrice drugog reda (1.56) i polje spinora (2.2) mozemo definisati
kompleksnu 2-formu

Fop := 0uapab . (2.6)

Takoder, (2.6) mozemo zapisati kao vanjski proizvod

F=1lAm, (2.7)
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pri cemu je m kompleksno vektorsko polje koje zadovoljava
mem® =Il,m* =1l ,m* =0, mym® = —2. (2.8)

Ako oznacimo sa m; = Re(m) i my = Im(m), tada iz (2.8) imamo sljedece
relacije

lala - mlam2a — lamla — lam2a - Oa mlamla = m2am2a = -1 (29)

Primjedba 2.1.7. Ocigledno, F' je nenestaju¢a paralelna kompleksna 2-
forma. Primijenjujué¢i Hodgeovu zvjezdicu (1.21) u (2.7) dobijamo *F =
+iF. Takoder det F' = 0 za izbor (2.5).

Za metriku (2.1), dobijamo ekplicitnu formulu za krivinu klasiénih pp-
talasa

1
Rag,ﬂs = —i(l N 8)a5 (l A\ a)vgf, (2.10)

pri ¢cemu je (I A 0)ap := 003 — Oalg. Krivina R je linearna po f. Formula
(2.10) moze biti zapisana u invarijantnoj formi

R:—%(ZAV)@@(Z/\V)]’, (2.11)

pri cemu je [AV :=[®V —V ®I. Krivina pp-talasa ima samo dva ireduci-
bilna dijela, vidi Sekciju 1.4.1, a to su (simetri¢na) Ricci krivina bez traga i
Weylova krivina. Ricci krivina (1.18) je proporcionalna [ ® [ dok je Weylova
krivina linearna kombinacija Re (I Am) ® (I Am)) i Im ((I Am) @ (I Am)).
U specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), Ricci krivinu i Weylovu
krivinu mozemo izraziti kao

. 1
Rlcuy - §(f11 + f22) lulua (212)
2
WI{)\,U,I/ = Z w]k(l A mj) ® (l A mk)7 (213)
k=1

pri ¢emu je fos 1= 0,03f 1 wji su realni skalari dati sa
1 1
wi1 = Z(—fn + f22), Wiz = i§f12> Wa2 = —Wi1, W21 = Wi2.

Cotton tenzor, vidi [40], klasi¢nih pp-talasa je dat sa
O)\/W = VARiCHV - VMRZ'C)\Z,. (214)

U teoriji konformalnih prostora medu glavnim objektima izucavanja su Weylov
tenzor i Cotton tenzor, vidi [40]. Poznato je da u konformalno ravnim pros-
torima Weylov tenzor nestaje i posljedicno Cotton tenzor takoder nestaje.
Cotton tenzor je konformalo invarijantan samo u tri dimenzije.

Primijetimo da ako je Ricci krivina paralelna tada Cotton tenzor (2.14)
nestaje.
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2.1.1 Paulijeve matrice za pp-talase

Paulije matrice za pp-metriku (2.1.1) biramo kao

0 1 0 . 0 1

o-al}: 0 _f ) UaB: 1 0 )

9 0 T 5 (00

Uab_ ( +i 0 )7 Uab_ 0 2 . (215)

Dva izbora Paulijevih matrica razlikuju se po orijentaciji. Kada se radi o
klasi¢nim pp-talasima izbor orijentacije Paulijevih matrica nije bitan, ali za
generalizirane pp-talase, zbog pojednostavljenja u racunu, zgodno je izabrati
orijentaciju Paulijevih matrica da bude uskladena sa znakom u (2.19).

Primjedba 2.1.8. U slucaju f = 0, matrice (2.15) ne postaju standardne
Paulijeve matrice u prostoru Minkowskog, buduc¢i da metriku zapisujemo u
obliku (2.1). To je stvar prakti¢nosti u izrac¢unavanjima.

Paulijeve matrice drugog reda 0’ , (1.56) za pp-metriku (2.1) su takoder
antisimetri¢ne po tenzorskim indeksima te zbog toga dajemo samo nezavisne
nenulte komponente. Eksplicitne formule za Paulijeve matrice drugog reda
za pp-metriku (2.1) su

n _ (10 2 _ ([ F 0 3 _ (01
Uab_(of 7Jab_ 0 :l:lf 70—ab_ 10 )

12 (0 T 3 (00 3 _ (0 0
0 ab = ( :Fl O y 0 ab = 0 2 y 0 ab = 0 :l:21 . (216)

2.2 Generaliziranje pp-talasa

Kao $to smo prethodno naglasili, klasi¢ni pp-talasi sa paralelnom Ricci krivi-
nom su rjeSenja sistema (1.2), (1.3). Bududi da su klasi¢ni pp-talasi Rieman-
novo prostorvrijeme sa torzijom nula, mi koristimo ova prostorvemena da bi
konstruisali nova rjesenja kvadatne metricki afine gravitacije sa torzijom. U
ovoj sekciji predstavljamo generalizacije klasicnih pp-talasa na prostorvre-
mena ¢ija konekcija nije nuzno Levi-Civita, ali na veoma odredeni nacin: mi
i dalje koristimo pp-metriku (2.1) i uvodimo eksplicitno datu torziju. Pred-
stavljamo dva tipa takvih prostorvremena: generalizirane pp-talase sa cisto
tenzorskom torzijom i generalizirane pp-talase sa ¢isto aksijalnom torzijom.
Prvi su ranije predstavljeni i analizirani u [72, 74, 77|, dok su drugi predstav-
ljeni i u odredenoj mjeri analizirani u [75].
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2.2.1 Generalizirani pp-talasi sa ¢isto tenzorskom tor-
zijom

Ovakva generalizacija klasi¢nih pp-talasa uradena je od strane Pasica i Va-

ssilieva [77]. U istom radu je pokazano da su generalizirani pp-talasi sa ¢isto

tenzorskom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom rjesenja sistema (1.2),

(1.3) u najopstijem slucaju kada kvadratna forma ima 16 R? ¢lanova (1.6).

Fizikalna interpretacija tih novih rjesenja je data od strane Pasi¢a i Bara-
kovica [74]. Ovdje dajemo pregled tih rezultata.

Definicija 2.2.1. Generalizirani pp-talasi sa cisto tenzorskom torzijom je
metricki kompatibilno prostorvrijeme sa pp-metrikom (2.1) i torzijom

T = %Re(A@dA), (2.17)

pri ¢emu je A vektorsko polje oblika
A=h(e)m + k(p)l, (2.18)
koje je ravnotalasno rjesenje polarizovane Mawellove jednacine
xdA = +idA. (2.19)

Vektorska polja [ i m koja se pojavljuju u (2.18) su definisana u Sekciji 2.1,
h,k : R — C su proizvoljne funkcije i ¢ je faza (2.4).

Primjedba 2.2.2. Sa {V} oznacavamo kovarijantni izvod sa Levi-Civita ko-
nekcijom kojeg treba razlikovati od punog kovarijantnog izvoda V koji sadrzi
torziju.

Ova prostorvremena imaju eksplicitne formule za krivinu i torziju. Ova
osobina nije trivijalna ¢injenica. Krivina generaliziranih pp-talasa je

R —%a AV @ (A f + iRe (B (I Am)® (I Am)).  (220)

Primjedba 2.2.3. Krivina generisana Levi-Civita konekcijom i krivina ge-
nerisana torzijom se jednostavno dodaju (uporediti formule (2.11) i (2.20)).

Torzija generaliziranih pp-talasa je
T=Re((al+bm)®(Am)), (2.21)
pri ¢emu su

ai= gH(e) ), b= gH(e) hip) (2.22)
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Torzija moze biti i eksplicitnije zapisati u obliku

2 2
T= tpm®(IAmg)+ Y t;1®(1Am), (2.23)
j,k=1 j=1
pri cemu su
1 1 1 1
t11 = —tlog = §Re(b>, 110 =191 = —5111'1(6), t1 = §Re(a), ty = —élm(a),

i pri ¢emu su a i b funkcije (2.22).

Primjedba 2.2.4. Torzija (2.17) generaliziranih pp-talasa je ¢isto tenzorska.
Za dokaz vidi Lemu 2 u [74].

Spinorsko polje (2.2) predstavljeno u Sekciji 2.1 zadovoljava {V}x = 0.

Kao $to je pokazano u [74], za generalizirane pp-talase sa ¢isto tenzorskom
torzijom vrijedi Vy = 0. To znaci da generalizirani pp-talasi sa ¢isto tenzor-
skom torzijom i pripadajuéi klasiéni pp-talas daju isto nenestajuce paralelno
polje spinora. Takoder, generalizirani pp-talasi i pripadajuci klasi¢ni pp-
talasi daju isto nenestajuc¢e paralelno realno nulto vektorsko polje [ i istu
nenestajucu paralelnu kompleksnu 2-formu (2.6), (2.7).

su:

(a)

(b)

Osnovne osobine generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom

Drugi izraz u eksplicitnoj formuli za krivinu (2.20) generaliziranih pp-
talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom je ¢isto Weylova krivina

Generalizirani pp-talasi sa ¢isto tenzorskom torzijom imaju iste iredu-
cibilne dijelove krivine kao klasi¢ni pp-talasi, a to su Ricci krivina bez
traga i Weylova krivina. Koriste¢i specijalne lokalne koordinate (2.1),
(2.5), ovi dijelovi krivine se mogu izraziti kao

, 1
Ric,, = §(f11 + fa2) Ll (2.24)
2
Wi = > wir(l Amy) @ (L Amy), (2.25)
Jk=1

pri cemu su wj, realni skalari dati sa

1
wy = z_l[_fn + foo + Re((hQ)")]7 Woy = —W11,
1 1
Wi = i§f12 - Zlm((hQ)N), W1 = Wi2.

Formule (2.24) i (2.25) su veoma sli¢ne formulama (2.12) i (2.13). Jedina
razlika je u koeficijentima wj;.
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()

(d)

()

Ricci krivina (2.24) generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzi-
jom je u potpunosti odredena sa pp-metrikom (2.1).

Krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom (2.20) ima
uobicajene simetrije u Riemannovom slucaju, a to su

Rm\w/ == R,ul/nA; (226)
&TH/VWR,@)\,LW = 0’ (227)
RK)\/LV = _R)\N/M/7 (228)
Royw = =Ry (2.29)

Naravno, (2.29) je tacno za bilo koju krivinu, dok je (2.28) posljedica
metricke kompatibilnosti. Takoder, (2.28) slijedi iz (2.26) i (2.29).

Drugi izraz vektorskog polja A (2.18) ne utice na krivinu (2.20) te utice
samo na torziju (2.17).

Ricci krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom (2.24)
je paralelna ako i samo ako je

Jiu+ fe=0C, (2.30)

pri ¢emu je C' proizvoljna konstanta.

Ricci krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom (2.24)
je nula ako i samo ako je

Jii+ fa2 =0 (2.31)

a Weylova krivina je nula ako i samo ako je

f11 — f22 = Re ((h2)”) s f12 = :I:%Im ((hQ)”) . (232)

Ovdje koristimo specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5).

Krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom (2.20) je
nula ako i samo ako su zadovoljena oba uslova (2.31) i (2.32).

2.2.2 Generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom tor-

zijom

U ovoj sekciji predstavljamo generalizaciju klasi¢nih pp-talasa na prostorvri-
jeme ¢ija je torzija ¢isto aksijalna. Ovakva generalizacija klasicnih pp-talasa
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je uvedena od strane Pasi¢a i Barakovié¢a [75]. U istom radu je pokazano da
su ova prostorvremena rjesenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju
(1.7). U ovom poglavlju mi éemo pokazati da su generalizirani pp-talasi sa
¢isto aksijalnom torzijom rjesenja sistema (1.2), (1.3) za kvadratnu formu sa
11 R? ¢lanova (1.4).

Definicija 2.2.5. Generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom torzijom je
metricki kompatibilno prostorvrijeme sa pp-metrikom i torzijom

T := %A (2.33)

pri ¢emu je A realno vektorsko polje definisano sa A = k(p) [, gdje je k :
R — R proizvoljna realna funkcija faze (2.4) za vektor [ (2.5).

Primjedba 2.2.6. U nasim specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5),
torziju (2.33) mozemo zapisati kao

me = k(xg)lagamwv (234)
pri cemu je €.y, totalno antisimetricna veliCina i €g193 = +1.

Primjedba 2.2.7. Realno vektorsko polje A je ravnotalasno rjeSenje pola-
rizovane Mawellove jednacine xdA = +i dA. Ovo ne iznenaduje jer u nasim
specijalnim lokalnim koordinata vektorsko polje A je gradijent skalarne funk-
cije.

Primjedba 2.2.8. Predlozeno je da se aksijalna komponenta torzije moze

interpretirati kao Hodgeov dual elektromagnetnog vektorskog potencijala,
vidi [53, 98].

Lema 2.2.9. Torzija (2.33) generaliziranih pp-talasa je cisto aksijalna.

Dokaz. U specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), koriste¢i (1.27) i
(2.34), imamo

1 1
w, = 6\/ | det g\T“A“e,{AW = 616(:63)[&5&“)‘“5,”\#1,.
Dalje, koristedi (1.48), dobijamo

1 (67,9
(T(B))aﬁv = (*w>a6v = ék@s)lag Aﬂgm\#ngnaﬂw

1
- _Bk($3)ls(—3!)95"€naﬁw = k() ecapy = Tupy-
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Lema 2.2.10. Koristeéi specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), torziju
mozZemo izraziti kao

T = q:%k(ﬁ) [ Am AT, (2.35)
pri éemu je znak F izabran tako da odgovara znaku u (2.5).

Dokaz. Koristedi specijalne loalne koordinate (2.1), (2.5) dokazati ¢emo da
vrijedi '
,e"PY = :F%(z Am AT, (2.36)

Po definiciji imamo

(IAm AT = 1*mPm + Pm ™™ + Dm*m”

—1*m"m’ — Pmom — D'mPme. (2.37)

Koristedi specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), zakljucujemo da ako je
bilo koji indeks «, 3 ili v jednak 3, tada je vanjski proizvod (2.37) jednak nuli
a veli¢ina lus‘“‘ﬂ” = 13377 je takoder nula jer je € totalno antisimetri¢no.
Dakle, (2.36) vrijedi.

Neka su «, 8,7 # 3. Po definiciji, tenzori (I A m Am)** i [,e#*%7 su
totalno antisimetri¢ni, pa jedini nenulti izrazi u obje velicine se pojavljuju
kada su «, 8,y permutacije od 0, 1, 2. Zbog toga je dovoljno izracunati jedan
nezavinsni nenulti izraz, tojest

(I Am AT = 'm'm? — 'm®m = +2i.

Sada imamo da je $%(l AmAmM™" = 11 [,e"% = l3e300 = 1. Ostali

slucajevi se pokazuju analogno. Dakle, vrijedi (2.36). Kombinujuéi formule
(2.34) i (2.36), dobijamo (2.35). O

Ocigledno, iz jednacine (2.35) zaklju¢ujemo da kontorziju mozemo izraziti
kao

K= zpik;(x?’) LA m AT (2.38)
Takoder, bududi da je
IAMmAT =1A(my+img) A (my —img) = =21 (I A my A mg),
pri ¢emu su m; = Re(m) i my = Im(m), dobijamo ekvivalentnu formulu za

torziju
T = Fk(z®) | Amy Amy (2.39)

u specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5).
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Primjedba 2.2.11. Nasa torzija u potpunosti odgovara aksijalnoj torziji
predstavljenoj od strane Singha (87, 88] stavljaju¢i m = —3k(z*) u formulu
(16) u [87] ili stavljajuéi n = 0,m = —1k(2*) u formulu (20) u [88].

Lema 2.2.12. Konekcija generaliziranih pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzi-
jom je metricki kompatibilna.

Dokaz. Bududéi da je
A A 1
re v = K" v = =T" vy
g {uv}%_ g {uv}+_2 g

Vigas = {Vigas = K"wagns — K" upgan
i {V},.905 = 0 jer su klasi¢ni pp-talasi metricki kompatibilni. Ipak, kako je
nasa torzija cisto aksijalna, dobijamo da je

dobijamo

Vo = —EKpua — Kapp = Kopp — Kaps = 0,
tojest imamo metricku kompatibilnost. O

Primjedba 2.2.13. Primijetimo da polje spinora (2.2) vise nije paralelno
kod generaliziranih pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom, kao sto je bio
slucaj kod generaliziranih pp-talasa sa Cisto tenzorskom torzijom. Stavige,
koristeéi lokalne koordinate (2.1), (2.5), kovarijantni izvod polja spinora je

vxz(%)#o.

Izvanredna osobina ovih prostorvremena jeste da imamo eksplicitnu for-
mulu za krivinu

R=— %(z AVH @ (NS + i(k(x?’))Z Re ((IAm)® (I Am))

F K@) I (L Am) @ (1AT)). (2.40)

Ovu formulu mozemo ekvivalento zapisati kao

2

1
Ragfy(; == _é(l VAN 8)a5 (l N 8)75f + Z Tij (l A mi)ag(l A mj)m;, (241)

ij=1

. _ _ 1 312 _ R ST N _

pri ¢emu su ry; = rop = Z(k(x )7, rig = —To = jzék (%), i m =

Re(m), my = Im(m). Nije trivijalna ¢injenica da krivina generisana tor-
zijom, tojest

Rr"y\w = 0, K"\ — O, K"\ + K" () K"y — K", K5, (2.42)
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koja je jednaka

.&:iw@mﬁmmAm®aAm»

;%mﬁnmwAm®aAm» (2.43)

i Riemannova krivina (2.11) se jednostavno dodaju proizvodedi formulu (2.40).

Primjedba 2.2.14. Primijetimo da gornja osobina krivine generaliziranih
pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom je veoma slicna osobini koju posjeduju
generalizirani pp-talasi sa Cisto tenzorskom torzijom.

Znamo da Riemannov dio krivine ima dva ireducibilna dijela, a to su Ricci
krivina bez traga i Weylova krivina. Ispostavlja se da torzija generise Ricci
krivinu i vrijedi

(fur + for — (R()) I, (2.41)

N

Ricy, =

Ric,,, = =K (2*)1,1,. (2.45)

Skalarna krivina je tada ocigledno nula prema osobinama vektora [. Krivina
generaliziranih pp-talasa sa Cisto aksijalnom torzijom (2.40) ima samo tri
dijela a to su R (1.31), R® (1.33) i R® (1.35). Ireducibilni dio R dije-
lom proizilazi iz klasi¢nih pp-talasa a dijelom iz krivine generisane torzijom.
Ireducibilni dio R® u potpunosti proizilazi iz klasiénih pp-talasa a ireduci-
bilni dio R®) iz krivine generisane torzijom (2.43). U specijalnim lokalnim
koordinatama (2.1), (2.5), eksplicitna formula za ireducibilni dio R je

1
R(l)n)\/ux = Z (fll + f22) (gn,ulAlu - g)\ulnlu + g)\lenl,u - gm/l,\l#)
1
+ ZkQ Re (I Am)ux(l AT) )

a eksplicitna formula za Weylovu krivinu R je ranije data formula (2.13).
Eksplicitna formula za ireducibilni dio R®) je

1
R(s)rs)\uu - :l:E k/(x3)(5nnuul)\ln - enAMVlfilﬂ)' (246)
Za detaljno izvodenje formule (2.46) vidi Dodatak B.1.

Analiza formule (2.40) za krivinu generaliziranih pp-talasa sa ¢isto aksi-
jalnom torzijom otkriva sljedece osobine:
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(a) Krivina generisana Levi-Civita konekcijom (2.11) i krivina generisana
torzijom (2.43) se jednostavno dodaju i proizvode formulu (2.40).

(b) Krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom posjeduje
osobine

KAV
g Rn)\,m/ = 07
Rf@)\;w = _R)\n,uua

R/-c)\,uu - _RK)\V[A7

ali viSe nemamo simetriju Rz, = R kao Sto je bio slucaj kod gene-
raliziranih pp-talasa sa ¢isto tenzorskom torzijom.

(¢) Za proizvoljnu aksijalnu torziju, Weylova krivina koja proizilazi od kri-
vine generisane torzijom (2.43) je nula.

(d) Ricci krivina je paralelna ako je fi1+ foo = (k(2°))*+C, u kojem slucaju
je Ric = A l®I, za neku konstantu A.

(e) Ricci krivina (2.44) je nula ako je Poissonova jednacina fi3 + foo =
(k(z*))? zadovoljena.

2.3 Nova rjesenja kvadratne metricki afine
gravitacije

U ovoj sekciji ¢emo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom
torzijom prezentovani u Sekciji 2.2.2 rjeSenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-
Millsovu akciju (1.7) i u slucaju kvadratne forme (1.4) sa 11 R? ¢lanova.

Prvo ¢emo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom tor-
zijom rjeSenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7). Glavni
rezultat je sljedeca

Teorema 2.3.1. Generalizirani pp-talasi sa cisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom {Ric} krivinom su rjesenja sistema (1.2), (1.3) u specijalnom slucaju

(1.7).

Primjedba 2.3.2. Sa {Rid¢ oznacavamo Ricci krivinu generisanu samo Levi-
Civita konekcijom. Uslov {V}{Rid¢ = 0 implicira fi; + foo = C. Primijetimo
da rezultat takoder vrijedi ako se pretpostavi i da je puna Ricci krivina Ric
paralelna.
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Primjedba 2.3.3. U specijalnom sluc¢aju (1.7), jednacinu (1.3) nazivamo
Yang-Millsova jednacina za afinu konekciju, tojest

0,R" + [T, R™] =0, (2.47)

pri cemu je [I'y, R*|*\ = I, R"\M — I,y R*,*. Jednacinu (1.2) u spe-
cijalnom sluéaju (1.7) nazivamo komplementarna Yang-Millsova jednacina,
tojest

1
H— Z(tr H)g =0, (2.48)

pri cemu je H = H, P := R"/\WR’\R“". Jednaé¢inu (2.48) mozemo zapisati u
ekvivalentnom obliku

1
Rﬁ)\yaR/\RVB . ZgaﬁRnA#VR)\HuV =0.

Za detaljno izvodenje jednacina (2.47) i (2.48) vidi Dodatak A.2.

Dokaz Teoreme 2.3.1. Bududi da znamo, vidi naprimjer [74, 77, 100, 74,
77, 100] da su klasi¢ni pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom rjesenja sistema
(1.2), (1.3) u speijalnom slucaju (1.7), dovoljno je dokazati rezultat za dio
krivine generisan torzijom (2.43). U dokazivanju da generalizirani pp-talasi
sa ¢isto aksijalnom torzijom jesu rjesenja jednacina (2.47) i (2.48), koristiti
¢emo se jednakostima (2.8), specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5),
kao i formulama za krivinu (2.40), (2.41), torziju (2.35) i krivinu generisanu
torzijom (2.43). Da bi dokazali da je jednacina (2.47) zadovoljena, dovoljno
je dokazati
O, R" + [K,, Rt = 0,

buduéi da je krivina zbir Riemannove krivine (2.11) i krivine generisane tor-
zijom (2.43), konekcija je suma Christoffelovih simbola i kontorzije i buduéi
da su klasicni pp-talasi rjeSenja Yang-Millsovih jednacina. Dalje, kako je
F =1 Am, u specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), antisimetri¢ni
tenzor F' (2.6) ima samo dvije nenulte nezavisne komponente, a to su

FO'=1, F%=Fj.

Kako je u specijalnim lokalnim koordinatama funkcija k(p) funkcija od 23,
koristedi formulu za krivinu (2.43) direktno dobijamo da je 0, Rr*" = 0. Ko-
risteéi eksplicitnu formulu za torziju (2.35), i ¢injenicu da je torzija ¢isto
aksijalna, $to implicira T = 2K, eksplicitnu formulu za krivinu generisanu
torzijom (2.43) i specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), dobijamo da je
jedini nenulti izraz I'*,, R"\*" za k = 0, A = 3, n = 0, tojest —%k‘ - k'. Jedini
nenulti izraz u I, \R*,*" je takoder kada je k = 0,A = 3, = 0, tojest

39



—3k - k', pa se ovi izrazi oduzmu. Dakle, jednacina (2.47) je zadovoljena.
Provjera da su svi izrazi u jednacini (2.48) nula je veoma jednostavna di-
rektnom zamjenom formula za krivinu (2.40), (2.41), te koristeéi specijalne
lokalne koordinate (2.1), (2.5) i jednakosti (2.8). O

Sada ¢emo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom tor-
zijom rjesenja sistema (1.2), (1.3) za kvadratnu formu (1.4). Glavni rezultat
ovog poglavlja je sljedeca

Teorema 2.3.4. Generalizirani pp-talasi sa cisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rjesenja sistema (1.2), (1.3) u slucaju (1.4).

Primjedba 2.3.5. Uslov da je Ricci krivina paralelna se moze zamijeniti sa
uslovom {V}{Ric} = 0, vidi Primjedbu 2.3.13.

Da bismo dokazali Teoremu 2.3.4 prvo ¢emo zapisati jednacine polja (1.2),
(1.3) u eksplicitinom obliku.

2.3.1 Eksplicitna reprezentacija jednacina polja
U ovoj sekciji zapisujemo sistem jednacina (1.2), (1.3) u ekplicitnom obliku
za kvadratnu formu (1.4) pod sljedeéim pretpostavkama:
(i) nase prostorvrijeme je metricki kompatibilno;
(17) torzija je ¢isto aksijalna;
(#74) Ricci krivina (1.18) je simetri¢na;
(iv) skalarna krivina R i pseudoskalarna krivina R, su nula.

Primjedba 2.3.6. Primijetimo da pp-talasi sa cisto aksijalnom torzijom
zadovoljavaju gornje pretpostavke (i) — (iv).

Primjedba 2.3.7. Gornje pretpostavke (i) — (iv) su primijenjene tek poslije
izvrSenih varijacija.

Primjedba 2.3.8. U opstem slucaju, krivina ima antisimetriju Ry, =
—Ryy, a antisimetija Ry = — Rk je posljedica metricke kompatibil-
nosti. U izvodenju ekplicitnog oblika sistema jednacina (1.2), (1.3), necemo
korisitmo osobinu Ry, = R,ukx, bududi da krivina generaliziranih pp-talasa
sa aksijalnom torzijom ne zadovoljava ovu osobinu.

Primjedba 2.3.9. Primijetimo da simetrija Ric krivine implicira simetriju
Ric, krivine. Zaista, pod pretpostavkom da je Ric krivina simetri¢na tenzori
AW iz Sekcije 1.4.1 su svi jednaki nula. Jednakosti (1.42), (1.43) impliciraju
da su tenzori A takoder jednaki nula, Sto implicira da je Ric, krivina
simetricna.

40



Glavni rezultat ove sekcije je sljedeca

Teorema 2.3.10. Pod gornjim pretpostavkama (i) — (iv) jednacine polja
(1.2), (1.3) u specijalnom slucaju (1.4), se mogu zapisati kao

0 = 2d, W™ Ric,, + dae™ P Ricy, Ric,”, — dze™ W\  Ric.e,  (2.49)
0= dy { VaRice, — ViRicy, + Ty Ricy” + Ty Ricx" }
— di { (g xg — GV ) T + (rn€”nn — gap€” ) Tec Ricby }
+ 5 { €%, VeRiciny — €73, VeRiCm + (6™  Ricoy — €3 Ricy ) Tyce §
— 3 { 2T WS e + 2T e WV g + ToegWad™ + € oy T Ric, Sy
— € T e Ric,ty — € TTeARicCy 9 + € 3T e RiCa 9
+ ¢’ VeRic, g — €\ VeRic., } (2.50)

pri cemu su ¢, c3, cs koeficijenti kvadratne forme (1.4) i dy = ¢ + ¢3, do =
c1— 5, d3 =c3+ 5, dy = %(01 —c3).

Primjedba 2.3.11. Buduéi da je akcija (1.1) konformalno invarijantna, sis-
tem (2.49), (2.50) je ustvari sistem od 9 + 64 jednacina, tojest jednacina
(2.49) ima 9 nezavisnih komponenti a ne 10.

Primijetimo da su jednaéine (2.49), (2.50) dobijene varijacijom akcije (1.1)
za kvadratnu formu (2.52) nezavisno po metrici i po konekciji te bez bilo
kakvih pretpostavki za krivinu i torziju. Tek nakon $to smo zavrsili varijacije
koristimo pretpostavke (i) — (iv) i eksplicitne formule za dijelove krivine da
bismo dobili jednacine (2.49), (2.50).

Primjedba 2.3.12. Pretpostavka (i) implicira da je R©® dio krivine (1.36)
nula a pretpostavka (iv) implicira da su R® dio krivine (1.32) i R® dio
krivine (1.34) jednaki nula. Zato, pod gornjim pretpotavkama, krivina (1.17)
ima samo tri nenulta ireducibilna dijela a to su R, R®) i RO) dijelovi
krivine. Zbog toga krivinu mozemo zapisati kao

1 : : : :
Rn)\;w = §(gnpRZC)\1/ - g)\,uRZCm/ + g)\yRZCn,u - gm/RZC)\,u,) + W}{)\/.Ll/
1

+ 5(—677)\IWRZ'C*M7 -+ EHKMVRZ'C*,\”). (251)

Sada ¢emo dokazati Teoremu 2.3.10. Buduéi da krivina generaliziranih
pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom (2.40) ima samo tri ireducibilna dijela
RM (1.31), R® (1.33) i R® (1.35), posmatramo kvadratnu formu (1.4)
zapisanu kao

g(R) = ci(RY, RY) + ¢5(R®, R®) 4 ¢5(R®,RO) + ... (2.52)
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pri ¢emu su ¢y, c3 i ¢5 proizvoljne realne konstante i gdje sa ... oznacavamo
¢lanove kvadratne forme koji ne uticu na varijaciju 6.5 kada variramo koristeci
gornje pretpostavke (7)-(iv).
2.3.2 Varijacija po metrici
Koristeéi formulu (1.31) za R dio krivine i formulu za Yang-Millsov unu-
trasnji proizvod (1.5), dobijamo
1
(RM, RW)yyy = RO, ROX v — _9Ric, Ric” + SR

Buduc¢i da je varijacija po metrici skalarne krivine jednaka nula, dobijamo

(RV, Ry 1, = —2Ricy, Ric "

1 1
= —§RicAVRic’\” - §Ric(2),\yRic(2)’\” + Ricy, Ric®M.

Koristeci rezultate iz Dodatka C, dobijamo

0
5, 1

= / (0gas) (2Ric®, Ric™ — 2R Ric,,, — Ricy, Ric™¢*”).  (2.53)

Zamjenjujudéi eksplicitnu formulu za krivinu

Rn)\;u/ _ R(l)n)\uu + R(3)/i/\u1/ + R(5)n)\w/
1
=3 (g"”‘RicA” — g™ Ric™ — g™ Ric™ + g’\yRic”‘“)
1
W (7 R, — @M Ric, ) (2.54)

u (2.53) dobijamo

0
@ (RY, RW)y

= / (0gap) (—2W"P Ric,, + €% Ric,” ) Ric,) . (2.55)

Bududi da je R dio krivine jednak nula, na osnovu formule (1.35), dio R®)
krivine je
1

RI(QB)?;U/ = Z (Rfi)\,w/ - R)xmw - RMVK)\ + Ru,um\) .
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Zato je

o
5 (RO ROy
16

K A uv K Ay K 2 K Vi
:1_6@ (R )\;wR ’{U — R )\/U/RH W —R )\;WRH N+R )\/WRM "‘)

1 5 174 K 174 K v K 17
- 1_6@ (R)\HMVRAKZM - R)\ ,ul/RK)\'u - R}\ [UJRM An + R)\ /,LVR u)\f{)
19
16 dg
n 146
16 dg
Koriste¢i Propoziciju A.1.1 i racunajuci ovih Sesnaest varijacija odvojeno,
nakon dugog ali jednostavnog rac¢una dobijamo

o
39 (R®), Ry
1

_ /(5gaﬁ) (Rn)\,ua (R}Lﬂ)\li o R)u@,uﬁ) + 4R>\n,uu (R/@)\,uu . R,uwcA) gaﬂ> ]

/ (R,uuﬂ)\R)\ij - R,uuﬁ)\Rn)\'LW - R,uyn)\RuVAn + Ruvn)\Ryu)\n)

(RVNKAR)\/{“V - Ru,uﬁ)\Rn/\'LW - RV}LK)\R“U)\I{ + Rl/,uH/\RV'u/\n) .

Koristedi eksplicitnu formulu za krivinu (2.54) i rezultate iz Primjedbe 1.4.10
i Leme 1.4.11, dobijamo

J
5 f
= /(5ga5) (¥ Ricy, Ricte + €PW,,\*Ric, ) . (2.56)

Buduéi da je R® = R — RM — RO dobijamo

)
@/(R(g)aR(?)))YM
J 0 [/pe) R 0 [ pw po

)
Rezultat varijacije 5 (R, R)yy je dat u Dodatku A. Kombinujuéi for-

)
mule (2.54), (2.55), (2.56), (A.4) i koriste¢i rezultate iz Primjedbe 1.4.10 i
Leme 1.4.11, dobijamo

5
0g
= / (6ap) (—2W* P Ric,,, + €™ Ric,” Ricy, + €W, 2P Ric,”,). (2.57)

(3(3)’ R(g))YM
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Kombinujuéi formule (2.52), (2.55), (2.56), (2.57) i Bianchijev identitet za
*W dobijamo eksplicitnu reprezentaciju (2.49) jednacine polja (1.2).

2.3.3 Varijacija po konekciji
S o
Varijacije T /(RU), RW)y s su veé izracunate [99] i pokazano je da vrijedi

J

5T / (R, Ry =4 / ((6y s RDY(8T),.) (2.58)

pri cemu je

Ho__ 1 uv
(3 R) .—m@yﬂry,-])(wdewm )

Yang-Millsova divergencija. Prema (2.58) i koriste¢i identitet

0y | det g|
£, =
dobijamo

)

oT / (R, RUV)ypy = 4 / (dy e RM)(0T), =

" A pv A pv n pr A pv
—4 / (7% ) <8,,R(1) DY RO T RO g )
Koristeéi definiciju kovarijantnog izvoda (1.10), identitet (1.14) i ¢injenicu
da je torzija ¢isto aksijalna, dobijamo

5 K 12 v
5_F (R(l)aR(l))YM = 4/(51—‘)\“ ) <VVR(1)I€>\[.L - F;LW]R(I)R)\H > :
Koristeéi metricku kompatibilnost, formulu (1.31) i ¢injenicu da je torzija
cisto aksijalna, dobijamo

)

T (RY, RWYypy =2 / (T%)(VaRicy, — Vi Ricy, + 9o VeRic,®

— gmVeRic,* + 2Ric,"'K , \

+2Ric,"K,.. ). (2.60)

pEn

Koristedi (2.58), (2.59) i ¢injenicu da je torzija ¢isto aksijalna, dobijamo

)
5t [(ROBO)vas =4 [ GrasRO o),

K

=4 / (61" ,0) <81,R(3)A Ty, RO ™, RO R(?’))\U/W)
- / (OTY) (VoW = Ky Wi ™) - (2.61)
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Koristedi (2.58), (2.59) i ¢injenicu da je torzija ¢isto aksijalna, dobijamo

J

y RO ROy = 4 / (5y A RO)H(3T),, =

K K

=4 /((wnuA) (@R(@ARW + {F}55VJ%(5)A ", RO FnynR(5)Anuv>

—4 / (STH) (VVR@W” - FW,]R“)MW) .

Koristedi eksplicitnu formulu (B.3) za R® dio krivine i Lemu 1.4.9, dobijamo

% / (R® ROy =2 / (OTM") (=3, Vo RiCury + € Vo RiCay

€\ K e Ry — €15 K e Ricaay) - (2.62)
Kombinujuéi formule (2.52), (2.60), (2.61) i (2.62) dobijamo da je druga
jednacina polja (1.3) eksplicitno data sa
0 = c1(VaRice, — VoRicy, + 9o VeRic,® — gnVeRic, )
+2¢1 (K5 Ric,” + K, Ric,") + 2¢5 (VW — K,,, W,™)
+c5 (—€"\"VyRice, + €.,"V, Ric,y,)
+ 5 (+€\ K e Ricyy — €5 K e Ricoy) | (2.63)
pri ¢emu su ¢y, c3, ¢5 koeficijenti kvadratne forme (1.4).
Dalje, koriste¢i Bianchijev identitet (B.5), mozemo eksplicitno izraziti

V Rici VW sa jednom kontrakcijom, vidi Dodatak B za detaljan racun, da
bi dobili

VgRng)\ = — KTI&W&Q}\” - GﬁCnAKngcRiC*gﬁ (264)

1
VMW“)\,,g = —5 (VgRiC)W — vyRiC,\g -+ 2RiC“§KVM)\ -+ QR’L'C“,,KH@\
+€",eV  Ricog — € eV, Ric,ty)
— K"\ Ricty — € Ricng) — K (€ \enRic g — € ¢y Ric,ng)

1 , .
+ §Kn“§ (g)\£€19<,7VRZC*‘u19 — g)\UEﬁcngRlc*‘u§>

1
+ §K"M<(QA§W“CV,7 - gAVW"an) — QKHVMWM)\gn — 2KnM§WM)\m7. (265)
Zamjenom (2.64) i (2.65) u (2.63), iskljucujemo izraze VRic i VW iz (2.63)

odakle dobijamo eksplicitnu reprezentaciju (2.50) jednacine polja (1.3).
Ovim smo zavrsili dokaz Teoreme 2.3.10.
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2.3.4 Rjesenja jednacina polja tipa pp-talasa

U ovoj sekciji nam je cilj dokazati Teoremu 2.3.4, tojest da su generalizirani
pp-talasi sa cisto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom rjesenja
sistema (1.2), (1.3) u slucaju (1.4).
Dokaz Teoreme 2.3.4. Ovu teoremu ¢emo dokazati direktnom zamjenom
eksplicitnih formula za torziju (2.34), (2.39), Weylovu krivinu (2.13), Ricci
krivinu (2.44) i Ric, krivinu (2.45) u eksplicitno napisane jednacine polja
(2.49), (2.50). Takoder, koristit ¢emo jednakosti (2.8), (2.9) da bi pojednos-
tavili racun.

Izrazi W X Ric, VW X Ric, i Ric X Ric, sa jednom kontrakcijom su nula jer
su vektori [, my i my ortogonalni, vidi (2.9). Zbog toga je jednacina (2.49)
zadovoljena.

Posmatrajmo sada jednacinu (2.50). Prvo ¢emo posmatrati izraze T x W
sa dvije kontrakcije. Koristeéi (2.9), (2.13) i (2.39), imamo

2
TN ey = FR(EP) (I A My Ama) s Y win(lAmy)Su (LA 1) e
jik=1
- :Fk(xg)(_wIQZ)\l,uln + w21l/\l,ull€) = 07
jer je wis = wsyy. Posljedicno, izrazi T' x W sa tri kontrakcije su takoder nula.
Izrazi T' X Ric sa jednom kontrakcijom su jednaki nuli jer

1
5 (fn + fa2 — (k(mg))z) k(a®) 16 €gmx Ll
1

=5 (fll + fo2 — (k(az3))2) F(2®) 11" €ppn e = 0

T/“?)\ Rz'c,.J’ -

kao proizvod simetri¢nog tenzora [¢[" i antisimetri¢nog Levi-Civita tenzora.
Sliéno, izrazi T' X Ric, sa jednom kontrakcijom su jednaki nula jer dobi-
jamo proizvod simetri¢nog i antisimetri¢nog tenzora.
Posmatrajmo sada izraze ¢ x T" x Ric, sa dvije kontrakcije izmedu € i
T i jednom kontrakcijom izmedu € i Ric,. Koristeéi formule (1.49), (2.34) i
(2.45), dobijamo

X 2T e Ricy, = 2k(x®)K (2) .1\l
Zato je
Eﬁgn)\TngnRiC*wg — GﬁgnnTng,\RiC*mg =0.
Posmatrajmo sada izraze ¢ x V Ric,. Bududi da je I'¢, Ric.py = 0, imamo

V&Ric*ug = 8§RZ'C*,“9 — anuRiC*ng — anRZ’C*Mn = —]f”(l‘g)lglul,g.
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Jasno Ve¢Ric,t, = —k"(2%)ll%l, = 0. Jedini nenulti izraz u V¢Ric,,y je
ustvari VsRic,33 = —k”(23) i posljedi¢no imamo da je izraz € x VRic, sa
dvije kontrakcije izmedu € and V Ric, jednak nula, jer je

EﬁgAHV§RiC*M§ = 633)\,{V3RZ’C*33 =0.
Jednacina (2.50) se sada svodi na provjeru da li je
V)\RZ'C,Q“ - VHRiC,\u =0. (266)

Pretpostavljajuéi da je Ricci krivina paralelna, jasno je da je jednacina (2.66)

zadovoljena. Ipak, vidimo da se paralelnost Ricci krivine ne mora da zahtijeva

i moze se zahtijevati da Cotton tenzor generaliziranih pp-talasa nestaje.
Ovim smo dokazali Teoremu 2.3.4. O

Primjedba 2.3.13. Cotton tenzor V) Ric,, — V. Ric,, generaliziranih pp-
talasa sa cisto aksijalnom torzijom nestaje ako i samo ako fi; + foo = const.
Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu {V}{Ric} = 0, tojest da je Ricci krivina
klasi¢nih pp-talasa paralelna.

2.4 Diracov operator bez mase u teorijama
gravitacije

U ovoj sekciji objasnjavamo matematicki i fizikalni znacaj prostorvremena
koji su posmatrani u Sekciji 2.2.2 i pokusavamo da damo njihovu fizikalnu
interpretaciju slicno kao sto je uradeno u [74]. Kao $to smo naglasili u [74],
klasi¢ni pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom nemaju svoju oc¢iglednu fi-
zikalnu interpretaciju i zbog toga se ne mogu posmatrati odvojeno. Nasa
analiza generaliziranih pp-talasa sa paralelnom Ricci krivinom pokazuje su
klasi¢ni pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom samo dio jedne Sire klase
rjeSenja. Analiziranjem formule za krivinu generaliziranih pp-talasa sa cisto
aksijalnom torzijom, primijec¢ujemo da u specijalnim lokalnim koordinatama
(2.1), (2.5) krivina je suma krivine pripadajuéeg klasi¢nog pp-talasa

AT ® (A T (2.67)
1 krivine
1

) Re (L Am) © (LAM) F 5K (@) Im (I Am) @ (LAm) (268

generisane sa aksijalnim torzijskim talasom koji se krec¢e nad pp-prostorom.
Ova izvanredna osobina nije trivijalna ¢injenica. Sli¢no, osobina da se kri-
vine samo sabiraju je bila prisutna i u slucaju generaliziranih pp-talasa sa
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¢isto tenzorskom torzijom, vidi [74]. Fizikalna interpretacija generalizira-
nih pp-talasa sa Cisto tenzorskom torzijom predstavljenih u Sekciji 2.2.1 je
data u [74] gdje je predlozeno da generalizirani pp-talasi sa ¢isto tenzorskom
torzijom sa paralelnom Ricci krivinom predstavljaju metricki afini model na
neutrino bez mase. Zbog toga, da bismo dali fizikalnu interpretaciju generali-
ziranih pp-talasa sa Cisto aksijalnom torzijom, poredimo ova prostorvremena
sa rjeSenjima Einstein-Weylove teorije. Einstein-Weylova teorija je klasi¢ni
model koji opisuje interakcije izmedu gravitacionih polja i polja neutrina bez
mase.

Primjedba 2.4.1. Sli¢no kao sto je bio sluc¢aj u [74], nasa torzija i krivina
generisana torzijom se mogu interpretirati kao talasi koji putuju brzinom
svjetlosti. Pripadajuci klasiéni pp-talas sa paralelnom Ricci krivinom se moze
posmatrati kao gravitacioni otisak kreiran talasom neke cCestice bez mase.
Kao $to je naglaseno u [74], takva situacija se dogada u Einstein-Weylovoj
teoriji.

U skladu sa kvantnom mehanikom, mi ¢emo krivinu (2.68) kompleksifici-
rati. Kompleksificirana krivina se moze zapisati kao

Rag:=r(lAm)® (I ANm), (2.69)
pri ¢emu je , '
ri= 2 (k(9))2 £ 5K (9) (2.70)

kompleksna funkcija. Funkcija r je funkcija faze (2.4) a krivina (2.68) je realni
dio kompleksificirane krivine (2.69). Krivina $R4 je polarizovana, tojest

"Ry = R, = H R,

pri ¢emu znak + ovisi o znaku u (2.5). Takoder, kompleksificiranu krivinu
mozemo zapisati kao

9}‘A aBys = Oapab wade E'y(icd (271)

pri cemu je w neki simetricni 4-spinor i 0,4 Paulijeve matrice drugog reda
(2.16), i pri ¢emu & oznacava njihovu kompleksnu konjugaciju. Kompleksno
konjugovane matrice @ su tacno isti skup matrica (2.16) samo sa suprotnim
znakom izabranim da odgovara znaku u (2.5).

Rjesavajuci (2.71) po w daje

W=ERERERE, (2.72)
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pri ¢emu je

€=t/ (2.73)
Primijetimo da spinor x* koji se pojavljuje u formuli (2.73) je paralelno
polje spinora pripadajuéeg klasi¢nog pp-talasa (2.5) a kompleksna funkcija r
je data sa (2.70).

Iz formula (2.72) zaklju¢ujemo da je 4-spinor w Cetvrti tenzorski stepen
od 1-spinora £. Zato, krivina $R4 je u potpunosti odredena sa 1-spinorskim
poljem &.

Interesantno, ovim mozemo uspostaviti vezu izmedu generaliziranih pp-
talasa sa Cisto aksijalnom torzijom i polja neutrina bez mase. Polje neutrina
bez mase je metricki kompatibilno prostorvrijeme (sa ili bez torzije) opisano
akcijom

Sneutrino = 21/(5& Oﬁual’) (Vﬂéb> - (vﬂéa) O-uab éb)’ (274)

vidi formulu (11) u [44]. Varijacijom akcije (2.74) po spinoru &, drzedi torziju
i metriku fiksnom, dobijamo Diracovu jednacinu bez mase

a 1 a
" V" — §T’7W0“a5§ =0, (2.75)

koju ekvivalentno mozemo pisati kao
7
U’uai){v},ufa + Zgaﬁ'y&Tal&yo-&abfa = 07 (276)

pri cemu je {V} kvarijantni izvod po Levi-Civita konekciji, vidi Dodatak B u
[74]. Takoder, koristeéi Diracov operator bez mase, vidi Sekciju 3.2, Diracovu
jednacinu bez mase mozemo dobiti varijacijom akcije (3.12) po spinoru £. Di-
racov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom prostoru i
njegove svojstvene vrijednosti se mogu fizikalno interpretirati kao energetski
nivoi te ¢estice bez mase. Interesantna osobina je iskazana sljede¢om lemom.

Lema 2.4.2. Polje spinora (2.73) zadovoljava Diracovu jednacinu bez mase.
Dokaz. Buduéi da klasicni pp-talasi daju paralelno polje spinora y tada je
o 3 IV = () ot Xt =0

za Paulijeve matrice (2.15) i specijalne lokalne koordinate (2.5). Takoder,
prema (1.48), (2.34) koristeéi Paulijeve matrice (2.15), dobijamo

€apra T 0° 4" = Eaprslk ()"0 1" = Bk()l,0" ;" =0,
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tojest Diracova jednacina bez mase (2.76) je zadovoljena. O

U cilju davanja fizikalne interpretacije nasih generaliziranih pp-talasa
sa Cisto aksijalnom torzijim, dalje dajemo rjeSenja tipa pp-talasa Einstein-
Weylove teorije i poredimo ih sa rjesenjima tipa pp-talasa naseg konformalno
invarijantnog metricki afinog modela gravitacije.

2.4.1 Usporedba metricki afinog rjesenja i Einstein-
Weylovog rjesSenja tipa pp-talasa

U Einstein-Weylovoj teoriji akciju posmatramo kao
. “ —b a —b
Sew =21 [ (60075 (90,8) — (Fhe) o €) 41 [R 2

. . 4 . . . . ..
pri cemu je K = £ univerzalna konstanta gdje su ¢ brzina svjetlosti i G
gravitaciona konstanta, vidi [63]. U Einstein-Weylovoj teoriji se pretpostavlja
da je konekcija Levi-Civita, te dobijamo Einstein-Weylove jednacine polja

varijacijom akcije (2.77) po metrici i spinoru, tojest

0SEw

=0 (2.78)
0Sew
= (2.79)

Rezultat varijacije prvog izraza u akciji (2.77) po metrici je tenzor impulsa
energije Weylove akcije (2.74). Za detaljno izvodenje formule za tenzor im-
pulsa energije vidi Dodatak B u [74]. Eksplicitna reprezentacija Einstein-
Weylovih jednacina polja (2.78), (2.79) je data sa

! {avai, (Ei’{v}“é“ - sa{V}“Eb) ot (EE{V}”’S“ - 5“{“’”56)}

i (sa o (V) — (V%) o, zi’gw)
—KRic" + %Rg‘“’ =0, (2.80)
o VL E = 0. (281)

Proucavanje Einstein-Weylovih jednacina polja ima dugu historiju, vidi na-
primjer [7, 21, 22, 42, 43, 45, 46, 56]. Pregled poznatih rjesenja Einstein-
Weylove teorije je dat u [72, 74]. Nelinearni sistem jednacina (2.80), (2.81)
ima rjeSenje u obliku pp-talasa, kao $to je naglaseno u [72, 74].

30



Sada zelimo da predstavimo klasu eksplicitnih rjesenja sistema (2.80),
(2.81) pri ¢emu je metrika g u obliku pp-metrike (2.1) a spinor ¢ je dat sa
(2.73). Spinor (2.73) zadovoljava Diracovu jednac¢inu bez mase (2.81), vidi
Lemu 2.4.2. Zbog toga i ¢injenice da je skalarna krivina nula u postavkama
pp-prostora, jednacina (2.80) sada postaje

3 (£ = 1T ) 50 (€16 - VT ) - KRie™ =0,

Zamjenom formula (2.44), (2.73) u gornju jedna¢inu, dobijamo
0" -+ (Y T8 — P (TR ) 3 = KU (fu+ f = b(a)?).

Uslov koji rjesenje tipa pp-talasa mora da zadovoljava da bi bilo rjeSenje
Eisntein-Weylove teorije jeste

Fuo b fo = K@+ 2 (0 77— GIY) (282)

jer je a“abxayi’ = [*. Bududi da je funkcija k(¢) proizvoljna realna funkcija
tada se kompleksna funkcija () moze izabrati proizvoljno i ona jedinstveno
odreduje desnu stranu u (2.82).

Primjedba 2.4.3. Kao $to je navedeno u [74], osnovna razlika izmedu ova
dva modela je da u metricki afinom modelu generalizirani pp-talasi kao
rjeSenja imaju paralelnu Ricci krivinu, za razliku od Einstein-Weylovog mo-
dela gdje rjesenje tipa pp-talasa ne mora nuzno imati paralelnu Ricci krivinu.

Poredenje ova dva tipa rjesenja postaje jasnije u slu¢aju monohromatskih
rjeSenja. Sli¢no kao §to je uradeno u [74], ako izaberemo funkciju k(z%) takvu
da je funkcija (2.70) jednaka

(g3
r = C4e4l(aw +b)’

pri ¢emu su a,b,c € R, a # 0, tada spinor £ iz (2.73) je eksplicitno dat sa

E=c < (1) ) ellaz®+h), (2.83)

Vektorsko polje A iz Definicije 2.2.5 je A = k(23)l pri ¢emu je funkcija k(z?)
rjeSenje diferencijalne jednacine
1

Z<k(m3)>2 + %k'(mS) — Aptilaz®+b)
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gdje a,b,c € R, a # 0. Za polje spinora (2.83), uslov (2.82) glasi

4ac?

fi1 + for = (k(z?))? — s

Odavdje zakljucujemo da u metricki afinom slucaju Laplacian funkcije f
moze biti bilo koja konstanta, dok u Einstein-Weylovom sluc¢aju se zahti-
jeva da bude odredena konstanta, Sto je posljedica konformalne invarijant-
nosti metricki afinog modela i prisustva gravitacione konstante u Einstein-
Weylovom modelu.

Generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom su veoma sli¢ni pp-
talasnom tipu rjesenja Einstein-Weylovog modela. Prema ovome, sli¢no kao
u [74] predlazemo da generalizirani pp-talasi sa ¢isto aksijalnom torzijom sa
paraellnom Ricci krivinom predstavljaju metricki afini model sa neutrino bez
mase.
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Poglavlje 3

Spektralna analiza Diracovog
operatora bez mase na
trodimenzionalnoj
mnogostrukosti

Kao sto je pokazano u prethodnom poglavlju, generalizirani pp-talasi sa cisto
aksijalnom torzijom i ¢isto tenzorskom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom
koji su posmatrani u ovoj disertaciji imaju svoju odredenu fizikalnu interpre-
taciju. Spinor ¢ koji u potpunosti odreduje kompleksificirane krivine ovih
prostorvremena, zadovoljava Diracovu jedna¢inu bez mase. Aksijalna torzija
posmatrana u prethodnim sekcijama je ireducibilni dio torzije koji se obi¢no
koristi za modelovanje neutrina bez mase, vidi [20], ili elektrona, vidi [16],
putem Cosserat elasticnosti. Sada smo zainteresovani za vise matematicki
pristup analizi Diracove jednacine bez mase i Diracovog operatora bez mase
u 3 dimenzije.

U ovom poglavlju posmatramo Diracov operator bez mase na trodimenzi-
onalnoj mnogostrukosti koji opisuje neutrino bez mase u trodimenzionalnom
kompaktnom prostoru. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase
se interpretiraju kao energetski nivoi te Cestice bez mase. Svojstvene vri-
jednosti Diracovog operatora bez mase se mogu eksplicitno izracunati kada
posmatramao jedini¢éni torus T® snabdjeven sa Euclidskom metrikom i je-
diniénu sferu S? snabdjevenu sa standardnom metrikom koja je restrikcija
Euclidske metrike sa R* na S3. U ova dva slucaja se ispostavlja da je spektar
Diracovog operatora bez mase simetrican.

Ipak, prema [3, 4, 5, 6], za opstu orijentisanu Riemannovu trodimenzi-
onalnu mnogostrukost (M, ¢g) nema fizikalnog razloga da spektar Diracovog
operatora bez mase bude simetrican. Fizikalno interpretirano, ta simetrija
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bi znacila da u ova dva primjera, neutrino bez mase i antineutrino bez mase
imaju iste osobine.

Nas cilj jeste da pokazemo da je moguce razbiti spektralnu simetriju Dira-
covog operatora bez mase na 3—torusu koristeci se perturbacijama Euclidske
metrike. Opravdanje za tako nesto nalazimo u numerickoj analizi spektra Di-
racovog operatora bez mase. Koristimo Galerkinovu metodu, vidi naprimjer
[49], da bi eksplicitno izracunali spektar za razli¢ite perturbacije Euclidske
metrike. Za perturbovanu Euclidsku metriku za neki mali pozitivni parame-
tar €, izvodimo asimptotske formule za svojstvene vrijednosti Diracovog ope-
ratora bez mase, koje takoder ovise o parametru e. Analiziramo pod kakvim
perturbacijama Euclidske metrike je moguée dobiti spektralnu asimetriju.

U spektralnoj analizi Diracovog operatora bez mase koristicemo neke
poznate rezultate za samoadjungovani elipti¢ni diferencijalni operator prvog
reda, vidi [18, 19, 25].

3.1 Neke osobine samoadjungovanog elipti—
¢nog diferencijalnog operator prvog reda

Jedna od analiza spektra nekog operatora jeste da posmatramo raspodjelu
svojstvenih vrijednosti tog operatora. Zbog toga smo zainteresovani za ana-
lizu spektralne funkcije, vidi Definiciju 3.1.5, i funkcije brojanja, vidi Defi-
niciju 3.1.6, Diracovog operatora bez mase. Diracov operator bez mase je
samoadjungovani diferencijalni operator prvog reda te ima diskretan spektar
Cije se svojstvene vrijednosti akumuliraju oko 400 i —o0, dok su svojstvene
funkcije operatora beskonacno glatke, vidi [19, 24, 25].

Neka je M povezana i kompaktna trodimenzionalna mnogostrukost bez
granice i neka su x = (2!, 2% 2?) lokalne koordinate na mnogostrukosti M.
Posmatrajmo diferencijalni operator prvog reda A koji je samoadjungovan
i koji djeluje na dvokolomne polugustine sa kompleksnim vrijednostima na
mnogostrukosti M.

Principalni simbol i subprincipalni simbol diferencijalnog operatora prvog
reda A, koje ¢emo koristiti u ovoj disertaciji, su definisani kako slijedi, vidi
[85].

Definicija 3.1.1. Principalni simbol diferencijalnog operatora prvog reda A
je matrica dobijena ostavljaju¢i u A samo vodece izvode prvog reda i zamje-
nom svakog 0/0x% sa i&,, o = 1,2, 3, pri cemu je & = (&1, &2, &3) promjenljiva
dualna promjenljivoj x i koja se u fizikalnoj literaturi odnosi na momentum.
Principalni simbol operatora A oznacavamo sa A;(x,§).
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Kao §to je pokazano u [19], postojanje principalnog simbola A;(z,§) im-
plicira da je mnogostrukost M paralelizibilna i principalni simbol daje me-
triku i teleparalelnu konekciju I'*s,(z). To nam omugucava da rezultate
nase spektrale analize izrazimo geometrijskim jezikom i da definiSemo tenzor
torzije (1.12).

Definicija 3.1.2. Subprincipalni simbol diferencijalnog operatora prvog reda
A je definisan kao

i
Asub = A(] + §<A1)x"§aa (31)

pri ¢emu su A;(z, &) 1 Ag(x) komponente punog simbola A(z,§) = Ay (z,§) +
Ap(z) diferencijalnog operatora prvog reda i pri ¢emu donji indeks oznacava
stepen homogenosti.

Primjedba 3.1.3. Mi pretpostavljamo da je principalni simbol A;(z, &) bez
traga za sve (z,§) € T*M i da je det Ay(z,§) # 0, V (2,£) € T'M pri ¢emu
je T'M = T*M\{¢ = 0}. Principalni simbol operatora A je 2 x 2 Hermitska
matrica na kotangentnom omotacu 7% M i linearan je po &.

Primjedba 3.1.4. Poznato je, vidi [18, 19], da je pod gornjim pretpostav-
kama spektar operatora A diskretan i svojstvene vrijednosti se akumuliraju
oko Fo0.

Ozna¢imo sa A svojstvene vrijednosti operatora A i sa vy (x) odgovarajuce
svojstvene vektore. Svojstvene vrijednosti A\ su numerisane po rastuéem
redoslijedu koristeéi k& = 1,2,... za pozitivne svojstvene vrijednosti i k =
0,—1,—2,... za nepozitivne svojstvene vrijednosti.

U svrhu dalje analize spektra operatora, zainteresovani smo za analizu
dvije funkcije a to su spektralna funkcija i funkcija brojanja, koje su defini-
sane na sljede¢i nacin, vidi [19, 85].

Definicija 3.1.5. Spektralna funkcija je realna gustoca definisana kao

ez x)= > |olx) | (3.2)

0< A <A

pri ¢emu je || vi(z) ||*:= [ve(x)]" vi(z) kvadrat Euclidove norme svojstvene

funkcije vy, izracunate u tacki x € M i A je pozitivni parametar (spektralni
parametar).

Definicija 3.1.6. Funkcija brojanja je funkcija

N() = Z lz/Me()\,x,x)dx, (3.3)

0<AL<A

pri ¢emu je e(\, x, x) spektralna funkcija (3.2).
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Funkcija brojanja N(A) je ustvari broj svojstvenih vrijednosti izmedu 0 i
A. Mi smo takoder zainteresovani za asimptotske formule spektralne funkcije
(3.2) i funkcije brojanja (3.3), tojest zainteresovani smo za formule tipa

e(\, 7, 7) = a(z)\* + b(2)\* + o(\?), (3.4)
N(A) = aX? + bA? + o(\?)

kad A — 400, pri ¢emu su realne konstante a, b i realne gustoce a(x), b(x)
povezane kao

a—/Ma(:c)d:U, (3.6)

- / b(x)dz. (3.7)

Asimptotske formule (3.4) i (3.5) diferencijalnog operatora prvog reda su
eksplicitno izvedene i date sa sljede¢om teoremom.

Teorema 3.1.7. Koeficijenti u dvoclanoj asimptotskoj formuli (3.4) su dati

sa
1
a(x) = @\/det Gap(),

bz) = —— (3 7 — 2rA ) /el gy ) (),

8m?
pri cemu je
ax 1
afy *= 3 (Tapy + Thap + Thya)

aksijalna torzija, c je topoloski naboj definisan kao

7
¢:= —gv/det gas tr((An)e (A1)e,(A1)es),

koji uzima samo dvije vrigednosti, +1 ili —1 i pri cemu je x Hodgeova zvjez-
dica (1.21).

Za dokaz Teoreme 3.1.7 vidi naprimjer [19].

3.2 Diracov operator bez mase

U ovoj sekciji predstavljamo Diracov operator bez mase na trodimenzionalnoj
mnogostrukosti sa njegovim osnovnim osobinama, sli¢no kao sto je uradeno u
[19, 24]. Za vise detalja o djelovanju Diracovog operatora na mnogostrukosti
proizvoljne dimenzije vidi naprimjer [36, 41].
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Neka je M trodimenzionalna povezana, kompaktna i orijentisana mnogos-
trukost snabdjevena sa Riemannovom metrikom g,s3, gdje su o, 8 = 1,2,3
tenzorski indeksi. Prema [54], trodimenzionalna orijentisana mnogostrukost
je paralelizibilna i posljedi¢no postoje glatka vektorska polja e;(x), j =1,2,3
koja su linearno nezavisna u svakoj tacki x mnogostrukosti M.

Tri linearno nezavisna vektorska polja e;(x), j = 1,2, 3 ¢ine okvir. Mozemo
pretpostaviti da su ova vektorska polja ortonormalna, a ako nisu, ortonor-
malnost uvijek mozemo dobiti koristenjem Gramm-Schmidtovog postupka.
Koordinatne komponente vektora e;(x) su e;*(z), a = 1,2, 3, gdje tzv. anho-
lonomicni ili okvirni indeks, oznacen sa latini¢nim slovom j, broji vektorsko
polje a tzv. holonomiéni ili tenzorski indeks, oznacen grékim slovom «, broji
njegove komponente.

Kookvir je definisan kao tri kovektorska polja e*(z), k = 1,2, 3, a koordi-

natne komponente vektora e®(x) su €* (r), « = 1,2, 3, pri ¢emu je

k. skj
eg = 0"gge;7.
Okvir je potpuno odreden sa kookvirom, i obrnuto, relacijom e;%e*, = ;.

Definicija 3.2.1. Diracov operator bez mase je matri¢ni operator

o0 1 ool B,
W = —10 (@ + 10'5 (% + {a’y}O' >) s (38)

gdje se sumiranje vrsi po indeksima o, 8,7 =1, 2, 3.

Primjedba 3.2.2. Diracov operator bez mase oznacavamo sa slovom “W”
jer se u teorijskoj fizici ¢esée odnosi na Weylov operator.

Primjedba 3.2.3. Diracov operator bez mase se moze posmatrati kao kva-
dratni korijen Laplaciana.
Koeficijenti {; } koji se pojavljuju u Definiciji 3.2.1 su Christoffelovi
Y

simboli (1.11). Matrice o su Paulijeve matrice definisane kao
0%(x) == sle;* (), (3.9)

gdje se sumiranje vrsi po ponovljenom okvirnom indeksu j = 1,2, 3, indeks
a = 1,2,3 je slobodni tenzorski indeks a matrice s’ i s;, j = 1,2,3 su
definisane sa

1 (0 1Y\ o (0 =1\ 3 (1 0 -
3.—(1 o =55 =y g )T s = ) = (3.10)



Diracov operator bez mase (3.8) djeluje na dvokolomni vektor
v = ( V1 Uy )T (3.11)

skalarnih funkcija sa kompleksnim vrijednostima (Weylov spinor). Spinor
(3.11) se transformira na ta¢no odredeni nac¢in pod transformacijama orto-
normalnog okvira e;(z). Mi okvir biramo apriori pa komponente spinora
mozemo posmatrati kao skalare.

Indekse dizemo i spuStamo na standardni nacin koriste¢i metricki tenzor.

Koriste¢i Diracov operator bez mase (3.8) mozemo konstruisati Diracovu
akciju bez mase-varijacioni funkcional koji odgovara operatoru (3.8) kojeg
smo posmatrali u Sekciji 2.4.

Definicija 3.2.4. Diracova akcija bez mase je definisana kao

S() = /M Re(€ W) /Aot gupda, (3.12)

pri ¢cemu je W Diracov operator bez mase (3.8) a zvjezdica oznacava Her-
mitsku konjugaciju.

Orijentacija (pozitivna ili negativna) Diracovog operatora bez mase (3.8)
je u potpunosti odredena znakom okvira. Okvir ima pozitivnu orijentaciju
ako je dete; > 0 a negativnu orijentaciju ako je dete; < 0. Primijetimo
da transformacija W — —W mijenja orijentaciju Diracovog operatora bez
mase.

Fizikalno interpretirano, operator (3.8) opisuje neutrino bez mase u tro-
dimenzionalnom kompaktnom prostoru M i energetski nivoi te Cestice su
odredeni sa svojstvenim vrijednostima tog operatora. Dalje navodimo os-
novne osobine Diracovog operatora bez mase (3.8), vidi [17, 29] za njihove
dokaze:

e Diracov operator bez mase je invarijantan pod promjenom lokalnih ko-
ordinata.

e Diracov operator bez mase je elipticni operator.

e Diracov operator bez mase je formalno samoadjungovan sa unutrasnjim

proizvodom
(v, w) ::/ wvy/det gopdx (3.13)
M

dvokolomnih glatkih skalarnih funkcija v, w : M — C2.
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e U teorijskoj fizici posebno je interesantno antilinearno preslikavanje
charge konjugacije koje je definisano kao

v— C(v) := v, (3.14)

(0 -1
c=\7 o)
Antilinearni operator charge konjugacije (3.14) preslikava element pros-

tor L?(M;C?) u element prostora L?(M;C?) kao i element prostora
H'(M;C?) u element prostora H'(M;C?).

pri ¢cemu je

Primjedba 3.2.5. Interesantna osobina je da Diracov operator bez
mase W komutira sa operatorom charge konjugacije, tojest

C(Wo) = W(C(v)). (3.15)

e Neka je R : M — SU(2) proizvoljna glatka specijalna unitarna ma-
tricna funkcija. Uvedimo nove Paulijeve matrice

0% := Ro“R* (3.16)

i novi operator W koji je dobijen zamjenom matrica o sa o u (3.8).
Tada su operatori W i w povezani na isti nac¢in kao Paulijeve matrice
o 1o, tojest .

W .= RWR".
Ako postoji glatka matri¢na funkcija R : M — SU(2) takva da su
odgovarajuée Paulijeve matrice 0 i 0® povezane u skladu sa (3.16),

—~

tada kazemo da su operatori W i W ekuvivalentni.

Operator charge konjugacije posjeduje takoder dodatne interesantne osobine
iskazane sljede¢om lemom.

Lema 3.2.6. Iz formula (3.13) i (3.14

)
C(C(v)) = —v, (3.17)
(v,C(v)) =0, (3.18)
(C(v), C(w)) = (w,v). (3.19)
Dokaz. Neka su v = ( V] U )T 1w = ( Wy Wo )T proizvoljni vektori

skalarnih funkcija i

co=(170)(5)-(7)



e -c(8)-(2 1) ()~ ()
Takoder

(.00 = [ (o) oy@itgn o= [ (=u w) (o) Vieta o
= /M (—v1vg + v109) \/m dr =0,

(C(v), C(w)) — (w,v) /M (C(w))* C(v) /Aot gug d — /M (v) w+/dot gug da
= / (w23 + w1y — Vywy — Vawa)dz = 0.

Zbog toga je (C(v), C(w)) = (w,v). 0

Kao sto je navedeno u [19], opravdanje za uvodenje polugustine y/det gas
u formulu (3.13) za unutrasnji proizvod lezi u ¢injenici da Diracov operator
bez mase (3.8) je operator koji djeluje na dvokolomni vektor skalarnih funk-
cija, tojest dvokolomni vektor veli¢ina koje se ne mijenjaju pod promjenom

lokalnih koordinata. Gustina i polugustina su definisane na sljede¢i nacin,
vidi [85].

Definicija 3.2.7. Za u kazemo da je gustina ako vrijedi u(x) = J(x)p(z(x))
a polugustina ako vrijedi pu(z) = JY?(x)f(Z(x)) pri cemu je i reprezentacija
od p u koordinatama z i J(z) = | det 0x/0z|.

Operator od posebnog nam interesa je Diracov operator bez mase na po-
lugustinama:

Definicija 3.2.8. Diracov operator bez mase na polugustinama je operator
Wi /a = (det gon) YW (det g,,) (3.20)
koji preslikava polugustine u polugustine.

Primjedba 3.2.9. Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je
ekvivalentan Diracovom operatoru bez mase (3.8).

Domen operatora Wy, je prostor H'(M;C?), koji je Sobolevljev prostor
dvokolomnih vektora polugustina koje su kvadratno integrabilne zajedno sa
njihovim prvim izvodima.
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3.3 Spektar Diracovog operatora bez mase

Sada smo zainteresovani da primijenimo rezultate iz Sekcije 3.1 za diferen-
cijalni operator prvog reda na spektralnu analizu Diracovog operatora bez
mase (3.8).

U tom cilju, mozemo provjeriti koje uslove mora da zadovoljava dife-
rencijalni operator A prvog reda da bi bio Diracov operator bez mase na
polugustinama. Ti uslovi su iskazani sljede¢om teoremom.

Teorema 3.3.1. Operator A je Diracov operator bez mase na polugustinama
ako i samo ako su u svakoj tacki mnogostrukost M ispunjena sljedeca dva
uslova:

e subprincipalni simboll (3.1) operatora je proporcionalan identicnoj ma-
trici,

e drugi asimptotski koeficijent spektralne funkcije b(zx) je nula.

Za dokaz Teoreme 3.3.1, vidi [19].

Eksplicitna formula za principalni simbol Diracovog operatora bez mase
na polugustinama (3.20) je

. €3a €1a — iega
A1<J],§) - ( ela + iega _6304 ) ga (321)
a eksplicitna formula za subprincipalni simbol je
3
Agp(z) = Z(*T“(m))], (3.22)

pri cemu je

*T(x) = %W "1 O€'3/0a” + e*20€'1 | 02® + €¥30¢€!5 /O
—e"10e!y/0a® — e*30e!3 /02" — €306 /0x%] (3.23)

eksplicitna formula Hodgeovog duala aksijalnog dijela torzije, vidi Sekciju 8
u [19].

Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je samoadjungovani
elipti¢ni diferencijalni operator prvog reda koji djeluje na dvokolomni vektor
polugustina sa kompleksnim vrijednostima, det A;(x,&) # 0 i principalni
simbol (3.21) je jasno bez traga. Zbog toga, Diracov operator bez mase
zadovoljava uslove za diferencijalni operator A iz Primjedbe 3.1.3.
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Prema Teoremi 3.1.7, asimptotske formule (3.4) i (3.5) za Diracov opera-
tor bez mase na polugustinama (3.20) glase

det ga

e(\,z, 1) = %Mv +0()2), (3.24)
Vol M 9

N = A+ 0(2?), (3.25)

pri cemu je Vol M mjera Riemannove trodimenzionalne mnogostrukosti M.

Primjedba 3.3.2. Primijetimo da je asimptotska formula za funkciju bro-
janja (3.25) operatora (3.20) veoma jednostavna. Asimptotski koeficijenti
(3.6) su odredeni samo sa mjerom Riemannove trodimenzionalne mnogos-
trukosti i ne ovisi o njenom obliku. Takoder, veoma vazna ¢injenica jeste da
je asimptotski koeficijent (3.7) jednak nuli.

Primjedba 3.3.3. Analizom formule (3.25) zaklju¢ujemo da su pozitivne i
negativne svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase rasporedene
na isti nacin.

Primjedba 3.3.4. Bududi da mi radimo sa Diracovim operatorom bez mase

na polugustinama (3.20), u formuli (3.24) se pojavljuje izraz y/det gos(2).
Naravno, za Diracov operator bez mase (3.8) spektralna funkcija je skalarno
polje a formula (3.24) glasi

1
e\, 2, 2) = —=\3 + o(A\?).
672
Primjer 3.3.5. Posmatrajmo jedini¢ni torus T® i jediniénu sferu S* kao

mnogostrukosti M. Buduéi da su Vol T? = (27)% i Vol S§* = 27?2 funkcije
brojanja (3.25) na 3-torusu i 3-sferi su respektivno date sa

N\ = %m +o()2), (3.26)
N(\) = %/\3 + o(A\?). (3.27)

Funkcije brojanja (3.26) i (3.27) pokazuju da za ova dva izbora mmnogos-
trukosti, pozitivne svojstvene vrijednosti su rasporedene na isti nacin kao
negativne svojstvene vrijednosti.

Veza izmedu spektra operatora i geometrije mnogostrukosti je danas stvar
intenzivnog istrazivanja. Veoma je tesko eksplicitno odrediti spektar Dira-
covog operatora bez mase na proizvoljnoj mnogostrukosti M. Prema nasim
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saznanjima, spektar Diracovog operatora bez mase je prvi put eksplicitno
izracunat od strane Friedricha [35]. U istom radu je pokazana zavisnost
spektra operatora od izbora spin strukture.

Za sada samo mozemo analizirati funkciju brojanja (3.25) da bi vidjeli
distribuciju svojstvenih vrijednosti. Postoje samo dva primjera gdje je spek-
tar odreden eksplicitno. Prvi primjer je jedini¢ni torus T® snabdjeven sa
Euclidskom metrikom a drugi primjer je jediniéna sfera S* snabdjevena sa
standardnom metrikom koja je restrikcija Euclidske metrike sa R* na S3. U
oba slucaja se ispostavlja da je spektar simetrican oko nule, vidi [10, 19, 93].

Spektar Diracovog operatora bez mase na jediniénom torusu T® snab-
djevenog sa Euclidskom metrikom je ovakav: nula je svojstvena vrijednost
visestrukosti dva te za svaki m € Z3 \ {0} svojstvene vrijednosti su =+||m|.
Spektar Diracovog operatora bez mase na jedini¢noj sferi S* koja je snab-
djevena sa sa standardnom metrikom koja je restrikcija Euclidske metrike sa
R* na S? takoder moze biti eksplicitno izracunat, vidi [10, 93], i svojstvene
vrijednosti su + (k + %) , (k=1,2,...), sa visestrukoséu k(k + 1).

Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase posjeduju veoma
znacajnu osobinu iskazanu sa sljede¢om lemom, koja je posljedica komutira-
nja Diracovog operatora bez mase i operatora charge konjugacije.

Lema 3.3.6. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase imaju parnu
wisestrukost.

Dokaz. Neka je v svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A
Diracovog operatora bez mase, tojest neka je Wov = Av. Neka je C' operator
charge konjugacije. Tada, prema (3.15) imamo

W(C(v)) = C(Wv) = C(Mv) = AC(v),

tojest vektor C'(v) je takoder svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj
vrijednosti \. O

Primjedba 3.3.7. Kao $to je receno u [24], uvodenjem magnetnog polja
kao sto su to uradili Erdés i Solovej u [29], situacija se mijenja jer se dvos-
truke svojstvene vrijednosti razilaze. Ovo upucuje na ¢injenicu da dvostruke
svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase odgovaraju dva razlicita
spina.

Interesantan rezultat za donju procjenu svojstvene vrijednosti na zatvo-
renoj mnogostrukosti dat je sa tzv. Friedrichovom nejednakoscu.
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Teorema 3.3.8. Ako je \ svojstvena vrijednost Diracovog operatora na n-
dimenzionalnoj (n > 2) zatvorenoj mnogostrukosti (M™, g) sa spin struktu-
rom, tada

T inf(R), (3.28)

N>
dn—1) M

pri cemu je R skalarna krivina.

Za dokaz Teoreme 3.3.8 i poboljsanja formule (3.28) vidi [36].

Prema [3, 4, 5, 6], za opstu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu
mnogostrukost (M, g) nema razloga da spektar Diracovog operatora bez mase
bude simetrican. U ovom poglavlju razbijamo spektralnu simetriju na je-
dini¢nom torusu T? kao trodimenzionalnom mnogostrukoséu sa trivijalnom
topologijom perturbirajuc¢i Euclidsku metriku. Ovakav postupak je koristen

takoder u [24].

3.4 Perturbacijska teorija za Diracov opera-
tor bez mase

Jedan od nacina da se razbije spektralna simetrija Diracovog operatora bez
mase jeste da se koriste trivijalne metrike i mnogostrukosti sa netrivijalnom
topologijom. U ovom poglavlju se korisitimo suprotnom strategijom: koris-
timo mnogostrukost sa trivijalnom topologijom a netrivijalnom metrikom,
tojest perturbiramo Euclidsku metriku u cilju kreiranja spektrale asimetrije.
U ovoj sekciji razvijamo perturbacijsku teoriju za tu svrhu.

Posmatrajmo Euclidsku metriku perturbovanu sa malim pozitivnim re-
alnim parametrom €. Zbog jednostavnosti, predstavljamo nesto drugaciji
pristup uvodenju okvira i kookvira jer radimo u odredenom koordinatnom
sistemu, na slican nac¢in kao $to je uradeno u [24]. Za Euclidsku metriku,
lahko je vidjeti da je Diracov operator bez mase (3.8) koji odgovaraja stan-
dardnoj spin strukturi dat sa

9 D0
W — —1 i ?ﬁgi dz! o Ox? . (329)
Oxl L7 oz3

Neka je gap(x;€) perturbovana metrika ¢ije su komponente glatke funkcije
koordinata x i malog pozitivnog realnog €, koja zadovoljava uslov

Gap(x;0) = 0np- (3.30)

Neka su

(3.31)



Perturbovani kookvir je glatka matricna funkcija sa realnim vrijednostima
el (x;¢€), 7, = 1,2, 3 koja zadovoljava uslove

Jas(w; €) = G (w;€)e"5 (w5 €), (3.32)
el (1;0) =& . (3.33)

Razlog zasto uvodimo uslov (3.33) jeste taj sto zelimo da nas neperturbovani
operator ima oblik (3.29). Prvi indeks j matri¢ne funkcije €’ (z;€) broji
vrste matrice dok drugi indeks « broji kolone matrice. Buduéi da radimo
u odredenom koordinatnom sistemu, mozemo zahtijevati da koovir e/ (x; €)
bude simetrican, tojest

e (z;€) = e*(x;€). (3.34)

Uslov (3.34) ¢e znacajno da pojednostavi nasa izracunavanja u vezi Diracovog
operatora bez mase.

Kao $to je naglaseno u [24], u tom slucaju, asimptotska formula po ste-
penima od € subprincipalnog simbola Diracovog operatora bez mase na po-
lugustinama (3.22) pocinje sa kvadratnim ¢lanom i ima veoma jednostavnu
strukturu. Za perturbovanu metriku g,g(z;€) kookvir €’ (x;€) nije jedins-
tveno odreden. Matri¢nu funkciju €’ (z; €) mozemo mnoziti sa lijeve strane
sa 3 x 3 specijalnom ortogonalnom matricnom funkcijom O(z;€) koja za-
dovoljava uslov O(x;0) = I, pri ¢emu je I jedinicna matrica treéeg reda.
Novi kookvir ¢e takoder da zadovoljava uslove (3.32), (3.33). Ovakav izbor
kookvira ne uti¢e na spektar Diracovog operatora bez mase, vidi [19].

Okvir je glatka matri¢na funkcija sa realnim vrijednostima e;*(z; €) defi-
nisana sa sistemom linearnih algebarskih jednacina

e;"(w;€)ek o (7€) = §;F. (3.35)

Primjedba 3.4.1. U matri¢noj notaciji, formula (3.35) se ¢ita kao okvir je
transponovana matrica inverzne matrice koovira.

Budu¢i da biramo da je kookvir simetrican tada je i okvir simetrican
takoder. Na osnovu formula (3.30) i (3.31) dobijamo

2
9as (73 €) = Gag + ehas() + %kag(x) +O(e%). (3.36)
Koristeé¢i Taylorovou formulu za funkciju /1 + 2, kookvir je dat sa
2 2

— S (12 () + %k;ja(x) +O().  (3.37)

el o(w;€) = 80 + gha,(x) g
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Koristedi (3.37) i Taylorovu formulu za funkciju (1 + z)™!, okvir je dat sa

a « € a 362 2\ « 62 « 3
e;j“(z;€) = ;% — §hj (x) + 5 (h )j (x) — gkj () +0(e’).  (3.38)
Primjedba 3.4.2. Izraz h? koji se pojavljuje u formulama (3.37) i (3.38)
oznacava kvadrat perturbacijske matrice h, tojest (h?); *(z) = hjﬂ(x)hﬁa(x),
pri cemu se sumiranje vrsi po ponovljenom indeksu f.

U matricama h i k indekse dizemo i spustamo koristeé¢i Euclidsku metriku,
sto znaci da dizanje i spustanje indeksa nista ne mijenja.

Kao sto je navedeno u [24], standardnu perturbacijsku teoriju ne mozemo
primijeniti na Diracov operator bez mase zbog ¢injenice da Diracov operator
bez mase komutira sa operatorom charge konjugacije, vidi Lemu 3.3.6. U ovoj
sekciji prezentujemo perturbacijsku teoriju koja u obzir uzima visestrukost
svojstvene vrijednosti. U prisutnosti magnetnog polja, mozemo primijeniti
standardnu perturbacijsku teoriju jer magnetno polje razdvaja dvostruke
svojstvene vrijednosti, vidi Primjedbu 3.3.7.

Neka je Wi /9(€) Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) koji
odgovara perturbovanoj metrici g,p(z;€). Naglasavamo da mi radije korisi-
timo Diracov operator bez mase na polugustinama W »(e) radije nego Di-
racov operator bez mase W (¢), iako su spektri ova dva operatora isti jer su
operatori Wy s(e) 1 W(e) ekvivalentni.

Neka je

Wapa(e) = W0 + eW () + W) + - (3.39)

asimptotski razvoj po stepenima malog pozitivnog parametra e Diracovog
operatora bez mase. Operator Wl(% = Wi,2(0) je neperturbovani Diracov

operator na polugustinama (3.20). Oznacimo sa A(?) svojstvenu vrijednost
ovog operatora a sa v(® odgovarajuéi svojstveni vektor. Svaka svojstvena
vrijednost A® ima parnu visestrukost jer Diracov operator bez mase komutira
sa antilinearnim operatorom charge konjugacije (3.14).

Perturbacija izolovane svojstvene vrijednosti konac¢ne visestrukosti ograni—
¢enog operatora je opisana od strane Rellicha [84] i tu proceduru mozemo
primijeniti sa nekim dodatnim uslovima.

Operatori Wf%, k = 0,1,2,... su formalno samoadjungovani diferenci-
jalni operatori prvog reda koji takoder komutiraju sa antilinearnim operato-
rom charge konjugacije (3.14). Mi pretpostavljamo da je red (3.39) konver-
gentan za dovoljno malo e. Tada, vidi [84], postoje stepeni redovi

AE) = A0 4 A 42X\ 4 (3.40)
o(€) = 0 + e0® 4+ 2@ 1 ... (3.41)
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koji su konvergentni za dovoljno malo €, koji zadovoljavaju uslov

Wisa(€)v(e) = A(e)v(e).

U perturbacijskom procesu kojeg razvijamo u ovoj sekciji, mi koristimo for-
malno samoadjungovan linearni operator A koji komutira sa antilinearnim
operatorom charge konjugacije (3.14). Takvi operatori posjeduju specijalnu
osobinu iskazanu sljede¢om lemom, vidi [24].

Lema 3.4.3. Neka je A : C=(M;C?) — C°°(M;C?) (moguce i neogranicen)
formalno samoadjungovan linearni operator koji komutira sa antilinearnim
operatorom charge konjugacije (3.14). Tada sa svaki v € C*°(M;C?) imamo

(Av, C(v)) = 0. (3.42)

Dokaz. Dokaz izvodimo koristeéi osobine (3.17)-(3.19) operatora charge ko-
njugacije (3.14). Neka su v, w € C*(M;C?) proizvoljni. Tada

(A(C(w)),C(v)) = (C(A(w)), C(v)) = (v, A(w)) = (A(v),w).  (3.43)
Za w = C(v) formula (3.43) glasi
(A(C(C(v))), C(v)) = (A(v), C(v)). (3.44)
Bududi da je C(C(v)) = —v, formula (3.44) postaje
—(A(v), C(v)) = (A(v), C(v)),

sto daje (3.42). O
U ovom poglavlju ¢emo koristiti pseudoinverz operatora kojeg ¢emo de-
finisati na slican nacin kao $to je to uradeno u [24, 84].

3.4.1 Konstrukcija pseudoinverza operatora

Neka je v(® normalizirani svojstveni vektor operatora A koji odgovara svoj-

stvenoj vrijednosti A®. Tada je, vidi Lemu 3.3.6, vektor C'(v(®) takoder

normalizirani svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A(©).
Sliéno kao sto je uradeno u [24], posmatrajmo problem

(A= XNy =7, (3.45)

za datu funkciju f € L?(M;C?) gdje trebamo odrediti funkciju v € H*(M;C?).
Pretpostavimo da funkcija f zadovoljava uslove

(f o) =(f,C(™) =0,
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pri cemu je C' operator charge konjugacije (3.14). Problem (3.45) se moze
rijesiti za funkciju v a jedinstvenost ove funkcije se postize sa uslovima

(v, vy = (v, C(v!?)) = 0.

Definisimo operator () kao
Q:fr—w.

Operator @ je linearni operator koji djeluje na ortogonalni komplement
svojstvenog prostora operatora A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A(©).
Takoder, ograniceni linearni operator () je samoadjungovan i komutira sa
antilinearnim operatorom charge konjugacije (3.14). Djelovanje operatora
@ mozemo da progirimo na cijeli Hilbertov prostor L*(M;C?) u skladu sa
Qv = QC(W") = 0.

Sada ¢emo objasniti konstrukciju operatora () na nacin kao sto je uradeno
u [84]. Neka je A svojstvena vrijednost visestrukosti & Hemitskog operatora
A. Tada homogena jednacina

(A= X =0

ima k linearno nezavisnih rjesenja ¢, ¢ ... #®*) za koje mozemo pret-
postaviti da su ortonormalni, tojest

(60, 07) =0y, (1,7 =1,2,..., k).

Operator A — A® nema inverznog operatora, ali kao §to je nagleseno u [84],
postoji jedinstveni linearni Hermitski operator @ takav da je Q¢ = 0,
(i=1,2,... k)i

Pu=>Y (¢ uyg". (3.46)

Tada, gornje osobine operatora () mogu biti zapisane kao QP = 0 i kao
QA—-XO) =T P
Operator () se naziva pseudoinverz operatora A — \.

Sada mozemo kompletirati svojstvene vektore ¢, 3 ... ¢*) sa svoj-
stvenim vektorima ¢*+t1) 2 4 koji odgovaraju svojstvenim vri-
jednostima Agi1, Agio, ..., A\p, respektivno, tako da

<¢(i)7¢(j)> =0, (4,7 =1,2,...,n).
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Zapisujuéi v i f kao

z (3.45) dobijamo
(W, ) =0, (i=1,2,...,k),
@D )y =N =N (0D 0), (i=k+1,k+2,...,n).

Ako jednacina ima rjeSenje po v, tada je funkcija f ortogonalna na sva
rjeSenja homogene jednacine. Zbog toga stavljamo

b= uot + 3 I,
Z >0

gdje su v; proizvoljne konstante. Vektor v definise kompletno rjesenje jednacine.
Neka je P operator projektovanja u prostor razapet sa vektorima ¢, ¢,
..,¢® i P operator projektovanja u jednodimenzionalni prostor razapet

sa W (i=k+1,k+2,...,n).
Definicija 3.4.4. Operator

Q=2 ©) (3.47)
je pseudoinvez operatora A — A0,

3.4.2 Eksplicitne formule za asimptotske koeficijente

Sada ¢emo izvesti eksplicitne formule za koeficijente A i \(?) 1 asimptotskom
razvoju (3.40). Posmatrajmo perturbovani problem svojstvenih vrijednosti

Wisa(€)v(e) = A(e)v(e).
Koristedi (3.39), (3.40) i (3.41), dobijamo
() V8 4 a4 2
= (A9 4+ XD 1 AP 1 WO £ e 4 2@ 4,
Grupisudi elemente koji ne sadrze €, dobijamo

W Qo = A0y,
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§to je neperturbovani problem svojstvenih vrijednosti. Grupisuci elemente
koji sadrze €, dobijamo

Wl(% @ 4 W(l) = A0y L N1y
odakle je (Wl(% — X)) = (A\® — W(/))U(O) tojest v = QAW — Wl(/l;)v(o)
pri cemu je () pseudoinverz operatora Wl( /2 — A0 Ozna¢imo sa

FO =0 —wiH®. (3.48)

Grupisuéi elemente koji sadrze €2, dobijamo

WO 4+ W 4 W = A0y 4 x4 3@y

1/
odakle je
(Wi = A0® = (A& =W )o@ + A — W),
Oznacimo sa
O =0® Wl(/g) © 1 (\® - Wl(/g) ¢9)
= (@ =W 7)e® + (A0 = W)QA® — Wi, (3.49)
Nastavljajuéi ovaj proces, vektore f* i koeficijente A(®) dobijamo iz uslova
(f®,0@) =0 (3.50)
i
(f® C®)) =o. (3.51)

Primjedba 3.4.5. Svojstvene vrijednosti imaju parnu visestrukost pa uslov
(3.51) je dodatni uslov koji mora biti zadovoljen. U ovom dijelu se nas
perturbacijski proces razdvaja od standardnog perturbacijskog procesa za
jedinstvenu svojstvenu vrijednost.

Komponente v*) su date sa

-
pri ¢emu je ) psudoinverz operatora W — A0, Zamjenom (3.48), (3.49) u

(3.50), (3.51) dobijamo rezultat iskazan sa sljedeéom lemom.

Lema 3.4.6. Eksplicitne formule za koeficijente XV and A\® v asimptotskom
razvoju svojstvene vrijednosti \(€) su date sa

A = (W@ Oy, (3.52)

D = (W20 ® v O) — (W) = XD)QW)) = Ao v@). (3.53)

1

pri cemu je { -, - ) unutrasngji proizvod definisan sa (3.13).
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3.5 Spektralna asimetrija Diracovog opera-
tora bez mase na 3-torusu

U ovoj sekciji zelimo da primijenimo rezultate i pristup iz prethodnih sekcija
ovog poglavlja da bi dobili i demonstrirali spektralnu asimetriju Diracovog
operatora bez mase (3.8) na odredenoj mnogostrukosti. Posmatrajmo je-
dini¢éni torus T? parametrizovan sa cikliénim koordinatama z%, a = 1,2,3
perioda 27. Za Euclidsku metriku, Diracov operator bez mase koji odgovara
standardnoj spin strukturi je dat formulom (3.29) i svojstvene vrijednosti
mu mogu biti izracunate eksplicitno. Spektar je simetrican oko nule i nula je
svojstvena vrijednost operatora. Ali, kao $to smo to ranije naglasili, prema
[3, 4, 5, 6], za opstu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu mnogostru-
kost (M, g) nema opravdnaja da spektar Diracovog operatora bez mase (3.8)
bude simetrican.

Spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase na jedini¢cnom to-
rusu T3 dobijamo perturbirajué¢i Euclidsku metriku, kao §to je opisano u
Sekciji 3.4. Perturbujuéi metriku dobijamo perturbovanu kookvir (3.37) i
okvir (3.38), a time i Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je
perturbovan. Nas cilj jeste da ispitujemo pod kojim perturbacijama Euclid-
ske metrike je spektralna simetrija ovog operatora razbijena.

Definicija 3.5.1. Za datu funkciju f : T? — C, ozna¢avamo sa

f(m) = (271T)3 /1r3 e~ imet f(x)dx, m € Z°, (3.54)

njene Fourierove koeficijente, pri ¢emu je d := dv'dx?dx®.

Primjedba 3.5.2. Vazan specijalan slucaj kojeg ¢emo posmatrati jeste kada
je metrika funkcija samo od koordinate x!. U tom slu¢aju mozemo izabrati
kookvir i okvir takve da ovise takoder samo o koordinati x! i svojstvene funk-
cije traziti u obliku v(z'). Ovaj slucaj nazivamo aksisimetricni slucaj. U
ovim postavkama glavni problem svojstvenih vrijednosti parcijalnog diferen-
cijalnog operatora se reducira na svojstveni problem obi¢nog diferencijalnog
operatora.

Primjedba 3.5.3. Za Euclidsku metriku Diracov operator bez mase (3.29)
koji odgovara standardnoj spin strukturi u aksisimetricnom slicaju je

0o -4
W:—i( d d(ﬂj“l). (3.55)

dat
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Diferencijalni operator A prvog reda je u potpunosti odreden sa svo-
jim principalnim i subprincipalnim simbolom, vidi Definiciju 3.1.1 i Defini-
ciju 3.1.2. Principalni simbol ima oblik A;(z,¢) := M@ (z)&, pri éemu su
M) (x) matriéne funkcije koji ovise samo od x a diferencijalni operator A je
dat sa

0 i 0

ey 910
A 2M (x) 5me 3 6m0‘M () + Asup- (3.56)

Posmatrajmo sada aksisimetri¢ni slucaj, vidi Primjedbu 3.5.2. Za a =1 u
(3.56), koristeci formule za principalni simbol (3.21) i subprincipalni simbol
(3.22), direktno dobijamo eksplicitnu formulu za Diracov operator bez mase
na polugustinama po elemntima kookvira i okvira

: 1 1 i1 d
W1/2(€) == % < “ “ 1162 )

1y i1 e
e, +ie, —eq dxt
id es! e, — iey!
571 11 1
2dzt \ ey +1ey —e3

05 - [ deF - [ deF
r— (e (5) - (5)) e

koji odgovara perturbovanoj metrici g(x!,€), pri ¢emu su I 2 x 2 jedini¢na

matrica 1 |

1 )
Vdet gop = ———= =dete!, = —.
Jop £/det gaﬁ o det €ja
Kookvir e/, (z';€) 1 okvir e;%(z'; €) su definisani u skladu sa (3.37) i (3.38),
respektivno.
Za svojstvenu vrijednost n € Z odgovaraju¢i normalizovani svojstveni
vektor Diracovog operatora bez mase u aksisimetricnom slucaju (3.55) je

on(z!) = ﬁ ( ! ) gins' (3.58)

Bududi da su svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase u aksisi-
metrénom slucaju visestrukosti dva, vidi Lemu 3.3.6, tada je i vektor

1 1 1 -1 —inx!
wy(z7) = Clu,(27)) = NG ( 1 ) e (3.59)
takoder normalizovani svojstveni vektor operatora (3.55) koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti n € Z, pri ¢emu je C' operator charge konjugacije (3.14).

Za svojstvenu vrijednost A = 0 Diracovog operatora bez mase na polugus-
tinama u opstem slucaju asimptotsku formulu (3.40) su odredili Downes, Le-
vitin i Vassiliev u [24], pri ¢emu su posmatrali perturbacije metrike (3.36) sa
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kos(z) = 0. Pokazano je da je linearni koeficijent A1) jednak nuli i odredena
je eksplicitna formula za kvadratni koeficijent A?). Formula za kvadratni
koeficijent A izrazena preko komponenti perturbacijske matrice hop(z) je
data sa

@_ 1 LT WS

A= ot 3 (b T )T, (300
meZ3\{0}

pri cemu je £,84 totalno antisimetricna velicina, €123 := +1, a crta iznad

oznacava kompleksnu konjugaciju.
U aksisimetricnom slucaju, vidi Primjedbu 3.5.2, formula (3.60) je nesto
jednostavnija i glasi

I an((ggz has ) (Q —i) (QQQ 1123> >
8 gt hay  hss 0 haa a3
pri cemu je ﬁag = ﬁaf;(ml) i ‘x” oznacava Hermitsku konjugaciju.

U [24] autori su takoder odredili uslove pod kojima je konstanta A
razli¢ita od nula, sto nam govori da je za dovoljno mali parametar € spektar
Diracovog operatora bez mase asimetrican. Takoder, autori daju dva eks-
plicitna primjera perturbovane Euclidske metrike za koje se svojstvene vri-
jednosti Diracovog operatora bez mase na polugustinama u aksisimetri¢nom
slucaju mogu eksplicitno izracunati. Jedan primjer je kvadratne zavisnosti
dok je drugi primjer kvarticne zavisnosti od parametra e.

U ovom poglavlju mi ¢emo imati slican pristup kao u [24], ali veoma
bitno za naglasiti je da mi posmatramo svojstvene vijednosti +1 Diraco-
vog operatora bez mase u aksisimetricnom sluc¢aju (3.57) i za perturbovanu
Euclidsku metriku (3.36) izvodimo njihove asimptotske formule tipa (3.40),
tojest trazimo perturbacije Euclidske metrike za koje je mogucée pomjeriti
svojstvene vrijednosti +1 na asimetrican nacin.

3.5.1 Numericka analiza spektra

U ovoj sekciji numericki analiziramo spektar Diracovog operatora bez mase
(3.55) koriste¢i Galerkonov metod da bi diskretizirali problem svojstvenih
vrijedosti Diracovog operatora bez mase. Posmatramo jediniéni torus T3
snabdjeven sa Fuclidskom metrikom. Tada, za standardnu spin strukturu,
spektar Diracovog operatora bez mase (3.55) se moze eksplicitno izra¢unati.

Posmatajmo 2m + 1 svojstvenih vrijednosti \; =i, (i =0,%£1,...,4+m)
neperturbovanog Diracovog operatora bez mase na polugustinama W /,(0).
Svaka svojstvena vrijednost A\; (i = 0,=£1,...,+m) ima viSestukost dva i
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svojstveni vektori v;(z!) i w;(x') (i = 0,41,...,4+m) su dati sa (3.58) and
(3.59). Sada imamo

WI/Q(O)’I}Z‘(QJ1> = )\ﬂ)i(ml), (361)
Wi 2(0)w;(z') = Nw; (21, (3.62)
pri ¢emu i = 0,=%1,...,+m. Svojstveni vektori v;(z') i w;(z') su ortonor-

malni u odnosu na unutrasnji proizvod (3.13), tojest

<Ui,1}j> = <wi,wj> = 52']‘, (363)
</Ui, ’LUj) = <wi,”uj) = 0, (Z,] = O, :i:l, ceey j:m)

Prema (3.63), iz (3.61) i (3.62), za 4, j = 0,+£1, ..., +m imamo

Xi = (Wi (0)vi(xh), vi(ah)) = (W2 (0)w;(2h), wi(a"))

(W1y2(0)vi(x'), wj(2h)) = (Wrja(0)v; ('), wi(z"))
(W12(0)wi(zh),vi(2h)) = (Wrja(0)wy(x"), vi("))

Konstruisimo sada matrice

o Wip0)v,v) (Wiye(0)vs, wy)
Hij = ( (Wi2(0)ws, v5)  (Wi2(0)ws, wy) ) (3.64)

9

0
0.

pri ¢emu i,7 = 0,=£1,...,+tm. Koriste¢i matrice (3.64) konstruisimo blok
matricu H na sljedeci nac¢in

H—m,m H[),m Hm,m
HO,l
H = - Hoyo9 Hoop Hpp
Ho,
H—m,—m HO,—m Hm,—m

Matrica H je kvadratna matrica reda 2(2m + 1) i po konstrukciji ona je
Hermitska matica.

Svojstvene vrijednosti matrice H su A = 0, +1, ..., +m i svaka svojstvena
vrijednost ima visestrukost dva. To znac¢i da smo problem (3.61)-(3.62) re-
ducirali na problem svojstvenih vrijedosti matrice H koriste¢i Galerkinov
metod.
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Posmatrajmo sada matricu H(e) sa perturbovanim Diracovim operato-
rom Wy/(€) umjesto neperturbovanog operatora W;,,(0). Tada je matrica
H (€) Hermitska matrica ¢iji ¢lanovi ovise o realnom parametruei H(0) = H.
Koriste¢i perturbacijski proces opisan od strane McCartina [61] za perturbo-
vanu Hermitsku matricu, mozemo dobiti asimptotske formule za svojstvene
vrijednosti matrice H(e), te specijalno i asimptoske formule za svojstvene
vrijednosti A = 1. Jasno, svojstvene vrijednosti matrice H (e) konvergiraju

ka svojstvenim vrijednostima matrice H kad ¢ — 0.

Primjedba 3.5.4. Kroz ovo poglavlje sa A, (¢) i A_(€) oznacavamo asimp-

totske formule za svojstvene vrijednosti A = 11 A = —1, respektivno, te sa
(i) = \() . .

Ay 1 A njihove asimptotske koeficijente.

Ovim smo ispitivanje spektra perturbovanog Dircovog operatora bez mase
sveli na ispitivanje spektra Hermitske matrice H (e).

Primjer 3.5.5. Posmatrajmo kookvir

. 0 0 0
el,=8,+e|l 0 cosz! sinzl |. (3.65)
0 sinz! —cosz!

Eksplicitna formula za perturbovani Diracov operator za kookvir (3.65) je
odredena u [24] i glasi

W(e) = —i ( (1) (1) ) % - 2(16—_62)1. (3.66)

Svojstvene vrijednosti operatora (3.66) su eksplicitno date sa

€2 e €

An(e):n—m:n—§—§+0(66), n e Z (3.67)
i sve svojstvene vrijednosti imaju visestrukost dva.

Sada ¢emo koristiti kookvir (3.65) da bi analizirali spektar Diracovog ope-
ratora bez mase koriste¢i Galerkinov metod opisan na pocetku ove sekcije da
bi ove rezultate potvrdili i numerickim putem. Eksplicitno smo konstruisali
matricu H(€) reda 102 x 102 i numericki analizirali dio njenog spektra. Svoj-
stvene vrijednosti 0, +1, 2 matrice H(e) su perturbovane na sljedeéi nacin

| [ A=—2[X=-1] =0 [ A=1 | x=2 |
za e =0.2 [ -2.02083 | -1.02083 | -0.0208333 | 0.979167 | 1.97917
za € = 0.1 [ -2.00505 | -1.00505 | -0.00505051 | 0.994949 | 1.994950
zae = 0.01 [ -2.00005 | -1.00005 | -0.000050005 | 0.99995 | 1.99995
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i svaka svojstvena vrijednost ima visestrukost dva. Analizom podataka da-
tih u gornjoj tabeli vidimo da je za ovaj izbor kookvira spektralna simetrija
matrice H(e) razbijena te posljedi¢no smo dobili i spektralnu asimetriju Di-
racovog operatora bez mase u aksisimetricnom slucaju.

Koristedi perturbacijski proces za matrice sa dvostrukim svojstvenim vri-
jednostima opisan u [61], dobijamo da su asimptotske formule svojstvenih
vrijednosti +1 date sa

1
Ai(e)=1-— 562 + O(é%),

A4@:—4—%8+0@%

sto je u skladu sa formulom (3.67).

Sada ¢emo posmatrati kookvir koji nije simetrican da bi pokazali da je i
u tom slucaju moguée dobiti spektralnu asimetriju.

Primjer 3.5.6. Posmatrajmo kookvir
0 cosz! — cos2x! + cos3x! sinz! 4 sin 2z — sin 3!

el =0, +e| 0 0 0
0 0 0

Analizom spektra matrice H(e) reda 102 x 102 dobijamo da su svojstvene
vrijednosti 0, £1, £2 matrice perturbovane na sljede¢i nacin

| [ A=—2]Xx=-1] A=0 [ A=1] x=2 |
za e =02 |-210913 | -1.05372 | 0.00169489 | 1.0571 [ 2.11252
za e =0.1 |-2.02923 | -1.01456 | 0.000119453 | 1.0148 | 2.02947
za e = 0.01 | -2.0003 [ -1.00015 | 1.24941 x 10~% [ 1.00015 | 2.0003

i svaka svojstvena vrijednost ima visestrukost dva. Analizom podataka u
gornjoj tabeli zakljuc¢ujemo da je spektralna simetrija razbijena.

Koristeéi metod opisan u [61], dobijamo asimptotske formule za svoj-
stvene vrijednosti £1 date sa

3 17
Ap(e) =1+ 562 §e4 O(é%),
L&%nﬁ—g¥+%&+O@L

odakle zaklju¢ujemo da je spektralna simetrija postignuta na kvarticnom
¢lanu.
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3.5.2 Analiticke formule za perturbovane svojstvene
vrijednosti

Numericka analiza spektra Diracovog operatora bez mase pokazuje da je za
odgovarajuéi izbor kookvira moguce dobiti spektralnu asimetriju. Sada tu
tvrdnju zelimo dokazati i analitickim putem te zbog toga izvodimo ekspli-
citne analiticke formule (3.40) za svojstvene vrijednosti +1 za proizvoljnu
perturbaciju Euclidske metrike. Glavni rezultat ove sekcije je

Teorema 3.5.7. Za proizvoljnu perturbaciju metrike (3.36), imamo

A(e) =1+ )\(Jrl)e + /\f)e2 +O(*) as € —0, (3.68)
A() =14+ e+ AP L O() as e — 0, (3.69)

pri ¢emu su konstante )\Srl), )\(_1), )\f) i \? date sa formulama

NP = —2hiy (0), (3.70)
1~
AW = 51 (0). (3.71)
@ 3/2\ 1~ i =~
A = 20 (0) = ok (0) = gpzam D mhos(m)hay(m)
mez\{0}
1 1 -~ e
— 1 2 g+ 1) hu(m— Dhi(m - 1)
meZ\{1}
1 ~ = =
—— 3 (m—Dhu(m+1) (hgl(m +1) — tho (m + 1))
mezZ\{1}
i - ~ =
— 15 > (m—Dhn(m+1) (hgl(m 1) — thor(m + 1)) . (3.72)
meZ\{1}

3 1~ i _—
AP = —g(h2)11(0> + gkll(o) 16 Z Mhas(11)ha (M)
meZ\{0}

1 1 ~ D S
TR Z m—H(m —1)% hyr(m + Dhy(m + 1)
meZ\{—1}
1 -~ ~ )
- " (mt Dhay(m 1) (hgl(m — 1) — ihgr(m — 1))
mezZ\{—1}
i ~ =~ =
— e > (m+ Dhn(m—1) (hgl(m — 1) — ihgy (m — 1)) . (3.73)
mezZ\{—1}
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gdje je eqpy totalno antisimetricna velicina, €123 == +1, a crta iznad oznacava
kompleksnu konjugaciju.

Primjedba 3.5.8. Mi posmatramo Diracov operator bez mase u aksisime-
tricnom slucaju (3.57), te zbog toga metrika g,z ovisi samo o koordinati
z! te za datu funkcije h;;, njeni Fourierovi koeficijenti koji se pojavljuju u
Teoremi 3.5.7 su dati sa
—~ 1

hy; —

j(ma) o

Teorem 3.5.7 daje sljedece ¢injence.

Primjedba 3.5.9. Na osnovu (3.70) i (3.71), imamo

AD AW Z g,

odakle zakljucujemo da spektralnu asimetriju ne mozemo dobiti na linearnom
clanu.

2
/ e‘imlrlhij(xl)dxl, my € Z. (3.74)
0

Primjedba 3.5.10. DuZina luka 2! kruznice je data sa
2 1~
I(e) = / Vg (zh)da' = 27 (1 + §h11(0)6> + O(é?).
0

Prema tome koeficijenti /\Srl) i A su odredeni sa promjenom duzine luka z?
kruznice.

Primjedba 3.5.11. Na osnovu (3.72) i (3.73), dobijamo

1 =

A 4N = —fep S0 mhas(m)has (m)

meZ\{0}
1 1 ~ N
T > ——(m+ 1)? hyy(m — 1) hyy(m — 1)
meZ\{1}
1 -~ ~ ./\
— = > (m=Dhay(m+1) (har(m + 1) = ihan (m + 1))
meZ\{1}
i ~ = =
R Z (m — 1)h21(m + 1) (hgl(m + 1) — 1h21(m + 1))
meZ\{1}
1 1 9 ~ 1
- Z m——|—1(m — 1) hll(m + 1)h11(m + 1)
meZ\{—1}
1 ~ = =
~15 2 (m+ Dha(m = 1) (ha(m — 1) ~ ihoy(m 1)
meZ\{—1}
i ~ = =
T Z (m+ 1)hg(m — 1) (hgl(m — 1) — ihgy (m — 1)) )
meZ\{—1}
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Odavdje zakljucujemo da je jedan nacin da dobijemo spektralnu asimetriju
da izaberemo perturbacijsku matricu hag(z!) takvu da je hii(m) = h21< )=

E3l(m):Ozasvem€Zidaje

=

ety Mhag(m)hay(m) #0.
meZ\{0}
U tom slucaju imamo )\f) + A% # 0.
Dokaz Teoreme 3.5.7.  Da bi dokazali Teoremu 3 5 7 prvo moramo eks-

plicitno zapisati diferencijalne operatore VV]L 7 i I/V1 7 koji se pojavljuju u

asimptotskom razvoju perturbovanog Diracovog operaora na polugustinama
1
Wia(e) = Wi + eW ) + €W + O(e).
Zamjenom (3.37) i (3.38) u (3.57), dobijamo

wh — l h'! hy' — ihy' i
V27 g \ bt +ihyt —hy! da?!

id hy'!  hy! —ih,!
* 4dat ( hy' +ihy! —hy! 879)

2 _ 3 (h2)3 ! (h2)1 t— i(hQ)z ! d
Wip==1 ( (h*), t +i(h?), —(h?),* > da?
_did ( (h?)s" (h?), ' =i(h?),! )
16dzt \ (P%), ' +i(h?)," —(h?)3"

L1 ey k' =ikt \ d
16 \ k' ikt —kg! da!

i d kg k! — ik, 1 dhoﬁ
T T6dnt < S R 1655w1ha5 Il I.  (3.76)

Eksplicitne formule za koeficijente A" i A su date sa (3.52) i (3.53).

Posmatrajmo sada svojstvenu vrijednost A\ = 1 Diracovog operatora bez
mase u aksisimetricnom sluéaju (3.57). Normalizirani svojstveni vektor v(®)
koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A® =1 je dat sa

O (1) = # ( | > i (3.77)

Naravno, vektor



je takoder svojstveni vektor Diracovog operarora bez mase koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti n € Z, pri ¢emu je C' operator charge konjugacije
(3.14), vidi formule (3.58) i (3.59). Mi ¢emo izracunati koeficijente )\(j) i

/\f) za svojstveni vektor v(¥(z!). Rezultat ée biti isti ako izaberemo vektor
w® (z1).

Koristec¢i formule (3.52), (3.75) za svojstveni vektor (3.77) te koristenjem
parcijalne integracije, dobijamo

1 1
)\S-) = <W1(/;U(O)7U(O)> = __hll(o)u

vidi Dodatak D za detaljan racun.
Zbog jednostavnosti i ¢itljivosti, koeficijent )\f) ¢emo izracunati u neko-

liko koraka, vidi (3.53). Prvo ¢emo izracunati dio <W1(?;v(0), v, Koristeci
(3.76), za svojstveni vektor (3.77) dobijamo

— 1~ i S
WO, 0®) = Z(A2)0(0) = hn(0) = st D mbas(m)has (m).
mez\{0}

Da bi izracunali dio ((Wl(/l; - A(l))Q(Wl(/l; — XM »O) potreban nam

je pseudoinverzni operator (). Konstrukcija pseudoinverznog operatora je
objasnjena u Sekciji 3.4.1. Za svojstvene vektore (3.58) i (3.59) operator
projektovanja (3.46) je dat sa

1 1 ima! o —imy?!
Peg (1) [0 ey
meZ
-1 L i
ST ) [T Cemray

odakle je koriste¢i (3.47), eksplicitna formula za pseudoinverz () operatora

Wi1/2(0) — I data sa

_ 1 1 ima! 1 o —imy! 1
Q=1 2 —1{6 (1 1>/06 (- )dy

m
mezZ\{1}
2T
+e—imxl( ! _1) / eimyl(-)dyl}. (3.78)
-1 1)/,
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Dalje, koristedi (3.78), dug ali jednostavan rac¢un daje

(W) = ADQW) — AD)® ) =

1 1 ~ ~—

E Z m(m + 1)2 hll(m — 1)h11(m — 1)+
meZ\{1}

1 - - = =

E (m — 1) (hgl(m + 1) + ’lhgl(m + 1)) (hgl(m + 1) — thl(m + 1)) ,
meZ\{1}

¢ime smo kona¢no dobili formulu (3.72).
Procedura izvodenja formula (3.71) i (3.73) je analogna izvodenju formula
(3.70) i (3.72). Jednina razlika je u tome $to u rac¢unu koristimo svojstveni

vektor .
1 1
0) (1Y — —iz
v (x)—2ﬁ<1)e : (3.79)

koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A = —1 i formulu za pseudoinverz @)
operatora Wi ,2(0) + I datu sa

1 1 et (11 Tl
_ imx —imy . 1
o= X e (1) [ e

T
meZ\{—1}
21
femimet (1 (L dy| . (3.80)
1 1),

Koristedi formule (3.52), (3.75) za svojstveni vektor (3.79) te koristeéi parci-
jalnu integraciju, dobijamo

1~
AW = <W1(/1%U(O)av(0)> = Qhu(o)-
Dakle
3 — 1~ i =
(W@, o) = =2 (02)1(0) + Sk (0) = 7ozsn Y mhas(m)hay(m)
meZ\{0}

i

(W) = ADQW) — AD)® ) =

1 ~ e

16 > m—H(m —1)% ha(m + 1) (m + 1)+
mez\{~1}

1

5 2 (m+D) (ﬁgl(m — 1) + ihg (m — 1)) (hss(m — 1) = i (m — 1)) .
meZ\{—1}

Koriste¢i gornje rezultate dobijamo formulu (3.73). O
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3.5.3 Eksplicitni primjeri spektralne asimetrije

U ovoj sekciji predstavljamo dva eksplicitna primjera perturbacijskih matrica
za koje Diracov operator bez mase u aksisimetricnom slucaju (3.57) ima
asimetrican spektar. Takoder su izvedene i eksplicitne formule za Diracov
operator bez mase za dva razli¢ita kookvira.

Asimptotske formule za svojstvene vrijednosti +1 su izvedene na dva
razlicita nacina, time potvrdujuc¢i naSe nove rezultate za asimptotske koefi-
cijente iz Teoreme 3.5.7. Prvo izvodimo asimptotske koeficijente svojstvenih
vrijednosti +£1 Diracovog operatora bez mase u aksisimetricnom slucaju po
definiciji, koriste¢i formule (3.52) i (3.53) a s druge strane, koristimo nase
nove formule (3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) koje su izrazene samo preko Fo-
urierovih koeficijenata perturbacijskih matrica A i k.

U prvom primjeru predstavljamo perturbacijske matrice kookvira za koje
je linearni koeficijent u asimptotskom razvoju svojstvenih vrijednosti 1 jed-
nak nuli. U drugom primjeru linearni koeficijent je razli¢it od nule. Ovi
primjeri nam daju ideju kako izabrati perturbovani kookvir u cilju dobijanja
spektrale asimetrije Diracovog operatora bez mase.

Primjer 3.5.12. Izaberimo perturbacijske matrice

0 0 0 sinaz! cosal 0
hop(v') =2 0 cosa! sinz! , kap(z') = cosz! 0 0
0 sinaz'! —cosa! 0 0 0

Koristed¢i (3.75) i (3.76), dobijamo

AW =,
4O i ( 0 —icosa! + sin 2! ) d
16 \ icosx! +sinz! 0 dot
+Li< 0 —icosxl—i-sinxl)_lj.
16 dx! \ icosax! + sin ! 0 27

pa je odgovarajuc¢i Diracov operator bez mase u aksisimetricnom slucaju
(3.57) eksplicitno dat sa

(0 1 d ie? 0 —icosz! + sinx! d
W<€)__1(1 O)%—i_E(icosxl—l—sinxl 0 ﬁ
ﬁi 0 —icosz! + sin x? _i]
16 dz! \ icosx! + sinz! 0 :
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Koristeéi (3.13), (3.52), (3.53), (3.78) i

(3.80) dobijamo

1
Ai(e) =1— 562 + O(e%), (3.81)
1
A(e) =—-1— 562 + O(€%) (3.82)
Primjenom Fourierove transformacije (3.74) dobijamo
0 0 O
N 0 1 —i za m =1,
hos(m) = 0 —i -1 (3.83)
0 za m=23,...,
—i/2 1/2 0
R /2 0 0 za m=1,
Fag(m) = 0 0 0 (3.84)
0 za m=23,...,
000
- 0 40 za m =0,
(h?)45(m) = 00 4 (3.85)
0 za m=1,2,3,... .

Zamjenom (3.83), (3.84) i (3.85) u (3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) dobijamo

AD — g, A =@ - L

1
2

sto je u skladu sa asimptotskim formulama (3.81) i (3.82).

Primjer 3.5.13. Izaberimo perturbacijske matrice

1 cosz! sinaz! sinz!  cosz! 0
hop(x') = | cosz' cosa! sinz! , kap(a') = | cosz? —sinz! 0
sinz! sinz! —cosz! 0 0 0
Koristed¢i (3.75) i (3.76), dobijamo
e i sin 2! l—icosz' \ d N id sin ! 1 —icosa!
"4\ 1+icosaz! —sing? drl ' 4dz' \ 1+icosax! —sina!
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A(z)——ﬁ sin ! 2—i—icosz' | d
T 16\ 2+i+icosat —sinz! dal
_3id sin ! 2 —i—icosz!
16 dx?! 2+i4icosax! —sinx!
N i 0 —icosz! + sin 2! d
16 \ icosz! 4 sinz! 0 Aol
i d 0 —icosz! + sinx! 3
4+ —— . L - —1,
16dx! \ icosz* +sinzx 0 16

pa je odgovarajuci perturbovani Diracov operator u aksisimetricnom slucaju
dat sa

Wi(e) = —i 01 i + 1_6 Si.ﬂ ! X 1— i.coslx1 i

1 0 /)dxt 4\ 1l4icosz —sinz drl

ie d ( sin 2! 1 —icosx? )

+Z@ 1+icosz!  —sina!
 3ie? sin ! 2—i—icosz' |\ d
16 \ 24+i+icosaz! —sinz! dz!
_ 3ie? d sin 2! 2 —i—icosa!
16 dzt \ 2+i+icosaz? — sin 2
N ﬁ 0 —icosz! +sinz! \ d
16 \ icosz! + sina! 0 dz!
ie? d 0 —icosx! +sinzt _3_621
16 dx! \ icosax! + sinz! 0 16
Koristeci (3.13), (3.52), (3.53), (3.78) i (3.80) dobijamo
1 3
A(e)=1-— 7€ + 4_162 + O(€%), (3.86)
1
A(e) = -1+ €~ e+ 0(€). (3.87)
Primjenom Fourierove transformacije (3.74) dobijamo
( 1 00
0 00 for m =0,
0 00
Tag(m) = 0 1/2 —i/2 (3.88)

/2 1/2 —i/2 za m =1,
Sif2 —ij2 —1/2

0 za m=2,3,...,
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—i/2 1/2 0
1/2 i/2 0| za m=1,

Fas(m) = 0 0 0 (3.89)
0 za m=23,...,
( 2 1 0
1 3/2 0 za m =0,
0 3/2
0 1/2 —i/2
. 1/2 0 0 za m=1,
(h?)4(m) = < —i/2 0 0 (3.90)
0 0 0
0 1/2 —i/4 za m =2,
0 —i/4 —1/4
0 za m=3,4,....

\

Zamjenom (3.88), (3.89) i (3.90) u (3.70), (3.71), (3.72) and (3.73) dobijamo

1
A2l

3
5 —, and A2 = -1,

4

sto je u skladu sa asimptotskim formulama (3.86) i (3.87).

Primjedba 3.5.14. U Primjeru 3.5.12 pokazali smo da ako izaberemo per-
turbacijsku matricu hag(z!) takva da je hii(z') = 0, linearni koeficijenti
A su jednaki nula, sto je u skladu sa (3.70) i (3.71). S druge strane,
ako izaberemo perturbacijsku matricu hqg(z') kao u Primjeru 3.5.13 gdje je
hii(z') # 0, linearni koeficijent nije jednak nuli i za svojstvene vrijednosti
+1 imaju suprotan znak. Ovo je u skladu sa Primjedbom 3.5.9. Spektralna
asimetrija u oba slucaja je dobijena na kvadratnom clanu.
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Dodatak A

Einsteinove 1 Yang-Millsove
jednacine

U ovom dodatku predstavljamo izvodenje Einsteinovih jednacina polja, Yang-
Millsove jednacine i komplementarne Yang-Millsove jednacine. Ovi rezultati
su ve¢ dobro poznati, vidi [53, 59, 72, 75, 99], a mi ovdje prezentujemo
detaljano izvodenje ovih jednacina.

A.1 Einsteinove jednacine polja

Einsteinove jednacine polja leze u centru generalne relativnosti. One pove-
zuju geometriju prostorvremena i materiju. Vakuumske Einsteinove jednacine

1
Rica@ — §Rga5 =0 (Al)

se dobijaju varijacijom po metrici Einstein-Hilbertove akcije

C4
SEH = 167G /R\/|detg|, (AZ)

kao sto je prethodno naglaseno u [75]. Pri tome su R skalarna krivina
(1.19), Ric Ricci krivina (1.18), g metrika, ¢ brzina svjetlosti i G gravi-
taciona konstanta Cija je preporucena numericka vrijednost 6.673 84(80) x
10~"'m%kg's72, sa relativnim standardnim odstupanjem 1.2x10~%, vidi [63].
Pune jednacine polja su dobijene dodajuc¢i Lagrangian materije Einstein-
Hilbertovoj akciji, sto nam daje Einsteinove jednacine

G

. 1
RZCMV — §Rguy = 7 T;u/a
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pri cemu je T tenzor energije-impulsa koji proizilazi iz Lagrangiana mate-
rije, vidi [59]. Najjednostavnije rjesenje ovih jednacina jeste prostorvrijeme
Minkowskog iz specijalne relativnosti.

Propozicija A.1.1. Neka je (M, g) (pseudo-)Riemannova mnogostrukost.
Pri varijaciji g,, — g + 09,0, vrijedi

o 69" = —g" g b g,

[ ] 5det gwj = det guyguydg,uln

o 0\/|det g, = %\/|detgm,|g“”5gw.

Za dokaz Proporzicije A.1.1 vidi [65]. Bududéi da je R = R**
59 B} .
5§H 25/3 eV | det gl 25/R aend /| det g
= / J (R“ng“\/ldetm) —~ / R0 (g“\/ldetm)
1
= / R, <—9M96 “0gap /| det g + g™ !detg|g“55gaﬁ>
1
= / (0gap) (—R“wgmgﬁ” + 5799 > V| det g.

s LIIAINO

Dakle
58 1 s 1
5§H = / (69as) <—R’“ﬂf + 57%9&5) = / (69as) (—Rw "+ 3Ry 5) :

sto nam daje jednacinu (A.1).

A.2 Yang-Millsove jednacine

Yang-Millsovu akciju definisemo sa

SYM = /RHAMVRAHMV\/ | det g| (A?))
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Varijacijom akcije (A.3) po metrici dobijamo tzv. komplementarnu Yang-
Millsovu jednacinu za afinu konekciju. Koriste¢i Propoziciju A.1.1, dobijamo

55 ’ !
(;;M - /5 <RR)\MVR)\I€/LIU/9#’LL gwj V |detg|>

K el 77 va , Br/ ! 1 I w
= / (09ap) Ry B s (—g“ 9" g =g g™ g + 599" 5)

== / (6gas) <RKAVQR/\HVB + RH}\}LQR)\I{'LLﬁ - %QQ’BRR,\WRANW)
— -2 [ (69.a) (Rwa - }LgaﬁR*’”Awa) , (A4)
pa je komplementarna Yang-Millsova jednacina data sa
R* R — i g*PR*, RN = 0. (A.5)

Koriste¢i notaciju H = H,” := R*, R’/ i 6 = 4,°, jednacina (A.5) je
ekvivalentna jednacini

1

kao §to je naglaseno i u [53].
Varijacijom akcije (A.3) po konekciji dobijamo Yang-Millsovu jednacinu
za afinu konekciju. Buduéi da krivinu variramo nezavisno, dobijamo

53
5?M = /5 (R”“/\WRAH“”) v/ | det g
= / 5 (R"y,,) RN/ | det g| + / § (R) R"y,,\/| det g
=2 / § (R"y,,) RN/ ] det g, (A.6)

Koriste¢i formulu za tenzor krivine (1.17), dobijamo

SR\ = 0, (6T%,5) — 9, (T%,5)
+ (or%,,) T\ + 15,007, — (677, ) 7, = T%,, 617 . (A7)

Zamjenom jednacine (A.7) u jednac¢inu (A.6), dobijamo
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S0 [0 0 (R, e Taetgl) Y12

2 or

det
b [ 6o, (1, T ¢:V:dt§:

+ / (617, ) T R, /| det g| + / I, (0T",,) RA, #+/| det g]
—/((Wm) I BA /] det g] —/F"‘m (01" ) BY, /| det g].

- R

Koristedi se ¢injenicom da za krivinu vrijedi antisimetrija R"
preimenujuci neke indekse, dobijamo

LSy ) o V/[detg]
2 0T _2/(5FM)6”(R“M\/M>\/W

+2/(5F*’°M) I, R" /| det g] —z/rﬂw (6T7,5) RS, #+/| det g].

K
Ay v

Tada
0Sy m

1 Uy
s —4/<5mm<aﬂ+ o)) (VIdetgla®).

odakle dobijamo Yang-Millsovu jednacinu

@, + T, -]) (\/MRW) —0.
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Dodatak B

Bianchijev identitet za krivinu

U ovom dodatku prdstavljamo izvodenje Bianchijevog identiteta za krivinu
koji je koristen pri izvodenju eksplicitne forme druge jednacine polja (2.50).
Mi ¢emo koristiti sljedec¢e pretpostavke:

(¢) naSe prostorvrijeme je metricki kompatibilno;

(17) torzija je ¢isto aksijalna,;

(74i) Ricci krivina je simetri¢na;

(iv) skalarna krivina R i pseudoskalarna krivina R, su jednake nuli.

Primjedba B.0.1. Antisimetrija R, , = —R,,,, vrijedi za bilo koju kri-
vinu dok je antisimetrija R.\. = —R,,,, posljedica metricke kompatibil-
nosti. Primijetimo da neéemo koristiti simetriju Ry, = Rk, bududi da
krivina generaliziranih pp-talasa sa ¢isto aksijalnom torzijom ne posjeduje tu
osobinu.

B.1 Eksplicitna formula za R® dio krivine

Sada ¢emo izvesti eksplicitnu formulu za R®) ireducibilni dio krivine (1.35),
vidi Sekciju 1.4.11 [99] za viSe o ireducibilnoj dekompoziciji krivine. Poznato
je da je dio krivine R®) i dijelovi B>, vidi (1.41), povezani kao

R® = —(ROD 4 RO (B.1)

gdje * oznacava desnu Hodgeovu zvjezdicu (1.23). Koristeéi jednacinu (B.1),
dobijamo
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3 1
R’(j)\)/“/ T (g(gﬁﬂs*(l)kl/ - gm/‘s‘*(l)ku) B g(g/\,uS*(l)mz - gAyS*(l)HM)
1 S.(2) S.@ 3 S.@ S.@ ’
_ g(gn,u x A GrvOx Au) + §<g)\,u x wr — GOk ,{#)

1
- g (( S*(l))‘n B S*(Q))\n> enﬁﬂy + (38*(2)H77 - S*(l)nﬁ> En)\MV> .

Za metricki kompatibilna prostorvremena imamo da je R.y, = —Ryguw Da
posljedi¢no S,EDW = —S£2)W. Odavdje dobijamo

RO

1 . . . ‘
= ] ((RZCS)M + chﬁl)nA)e"Huy — (chfkl)m7 + ch&l)m)e”)\w) . (B.2)

Pod pretpostavkom da je Ric krivina simetri¢na a pseudoskalarna krivina R,
nula, dobijamo pojednostavljenu verziju formule (B.2) datu sa

R(5)

1 : 4
KAUY 5 <€nﬁuuch>(k1)/\n - En/\uuchil)my) . (B3)

B.2 Izvodenje Bianchijevog identiteta

Pretpostavka (i) implicira da je R® dio krivine (1.36) nula a pretpostavka
(iv) ocigledno implicira da su R® dio krivine (1.32) i R® dio krivine (1.34)
jednake nuli. Dakle, pod gornjim pretpostavkama, krivina (1.17) ima samo
tri nenulta ireducibilna dijela, tj. RM, R® i R®). Zbog toga moze biti
predstavljena kao

1 . . . .
Rm\w/ = §(gnuRZC)\V - g)\uRZCnV + gAuchnu - gm/RZC/\,u) + Wn)\uu
1 , .
+ 5(—6’7,\,”]%20*,“, + € Ricing). (B.4)

Bianchijev identitet za krivinu je dat sa
VeR 5\ + VR ey + VR e = 0,
koji moze biti zapisan u obliku
(O + [T, DR, + (00 + [Ty DRy + (0 + [Ty DR = 0, (B.5)
koriste¢i matricnu notaciju
[Le, RW]”A =", R R" F"&\.

Y2 nuv
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Zamjenom (B.4) u (B.5) dobijamo

0

1
2

((SHMRZ'C)\,, — gMRic’iV + g)\VRiCHM — (SHVRiC)\M) + WHAMV}

aﬁ(_eﬂkuuRiC*mﬁ + EﬁﬁuuRic*)\ﬁ)

1

+0, —((sngZ'C)\u — g,\gRic“M + g)\'uRZ'CHg — (5KHRZ'C)\§) + WH)\§H:|

+ =0, (

+ _au(

1
2

(]

—EﬁkgyRiC*Rg -+ €§H§MRZ'C*)\19)
(6“,,Rz’c,\§ - g,\sz'c”g + g,\gRic“,, — (5”5Rl’0)\1,) + WH)\V§:|

9 : 9 :
—€"yeRic,"y + €% e Ric,yg)

1 ) .
+ §F’imy(_€§/\§uch*nﬁ + fﬂnguRzC*)ﬁ)

1
5(5n5RiC)\M — gAgRiC"# + g,\uRZ'Cng — (Sn“RiC)\g) + Wn)\gu

N %(5%3@% — e Ric™, + gouRicke — 8%y Ricye) + Wrog,
- %FTIV}\(—GﬁnsuRiC*Hﬂ + € ¢ RiCapg)
+ 1" -%(5”MRZ'CAV — g Ric", + gy, Ric", — 8", Ricy,) + W
+ %T“gn(—eﬁ,\wRic*% + €, Ric.ng)
— I %(5%5’2’67,,, — gyuRic”, + gy Ric”, — 6", Ricy,) + W5
— %r”&(—e%ymeﬁﬁ + €% 1 RiCays)

+ FH!”]

1
{5((577VRiC,\5 — g,\,,Ricng + g,\gRic”,, — (SngRiCAV) + Wn)\,,§:|

1 ) .
+ §T“un(—6’9xungc*% + €",¢ Ric.ng)

_ Fnu/\

1 . . . 4
{5(5”“1,1316775 — gpRic"e + gy Ric™, — §"¢Ricy,) + W“m,g]

1 , .
— §F”M(—e’9ny§Rw*% + €% e RiCyyy).-
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Dug ali jednostavan racun daje

0= % {6" . (VeRicy, + ¢, Ricy,) + gu(—VeRic", — "¢, Ric",)
+ g,\y(Vng’c"u + "¢, Ric™,) 4+ 0%, (—=V¢Ricy, — ¢, Ricy,)
8"e(VyRicy, + I Ricy,) + 0% (= V, Ricye — I' e Ricy,y)
+ g>\ (V, Ric%c + T, Ric",) +9A§( V,Ric*, — T, Ric",)
0", (V, Ricye + T e Ricyy) + 6%¢(—=V  Ricy, — ', Ricyy,)
+ gxg(VuRic”V + I Ric",) + g (—V,Ric®e — T ¢ Ric",)
+ 1", (0" Ricy,, — 6" Ricye) + I oA (gne Ric™, — gnuRic™¢)
+ 1", (6" Ricy, — 6", Ricy,) + Tea(gyuRic™, — gy Ric”,,)
+ 1", (0", Ricye — 6"¢Ricyy) + I (g Ric™e — gye Ric™,)
+ 0 [(—€"\wRic, s + €% Ricong) | + 0, [(—€”seuRic,"y + € ¢, Riciw)]
+0, [(—eﬁkngic*% + eﬁﬁngic*w)} +I",, [(—GTSAS#RZ'C*”& + CﬁngﬂRiC*Aﬁ>]
— T, [(—eﬂnguRic*% + eﬁﬁfuRiC*ng)] + 1", [(—eﬁAWRic*”ﬁ + e’ganic*w)}
— e\ [(—€” pwRic"g + €y Ricang)] + Ty [(—€” neRic.y + €ye Ricog)]
~I [(—€"peRic."y + € e Ricay)] }
+ OW s\ + O W ey + O W e + T, W ey — TW e
+ Fﬁfnwn/\m/ - IWEAWHWV + Fnlmwn/\% - FUMWHW&
Sada ¢emo kontrakovati indekse k i ¢ u gornjoj jednacini.
Buducdi da je gornja jednacina preduga, prvo ¢emo posmatrati izraze koji

sadrze Weylovu krivinu W. Kontrakcijom indeksa « i p te koriste¢i formulu
sa kovarijantni izvod Weylovog tenzora, dobijamo

ViVEre" Wi + T ey W + T WHige + 17 ,6W

= ViW e + Wien (T = T0) + Wy (T e — T¢)

=V, We + Wux\én(an - K”W) + WM)\VU(KUME - Knéu)a
prema osobini simetrije Levi-Civita konekcije i jednacine (1.14).

Izrazi koji sadrze kovarijanti izvod Ricci krivine, nakon kontrakcije in-
deksa x i p postaju

4VgRiC>\V - VSR’L.C/\V - VgRZ.C)\V + VVRZ.CA§ — 4vyRiC>\§ + VVR’L'C)@
+ VVRiC)\g — VgRiC}W + g,\gvﬂRiC“V — g)\yv‘uRiC‘ug
= V§RiC)\V - VVRZ'C)@ + g)\gvuRiCMV — gA,,VuRz‘c“g.

Izrazi iz Bianchijevog identiteta koji sadrze tenzor Ricci krivine, nakon kon-
trakcije indeksa k i p te koristeé¢i osobinu simetrije Levi-Civita konekcije i
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jednacinu (1.14) postaju

[4RZ'C)\77(K77§V — Knl,g) + RZ'CAW(K”% — Kngy) + gAyRic“n(anﬂ — Knﬂg)
+ RiCAn(Knyg — Kngy) + RZ'CAW(Knyg — Kng,/) + g)\gRZ'C‘LLn(KWW, — Kﬂyﬂ)
-+ RZ‘C)\M(K“,@ — K“gy) + RiC)\g(KuMV — Ku,ju) + RiCMM(Kgy)\ — K,jg)\)

+ Ric!e(Kyun — Ky + Ricx, (K"e — K¥e) + Rick, (Kpuex — Kep)]

1
2

1
:§[g>\,,Ric“n(K"§M — K"¢) + greRict, (K", — K"

+ Ric"g(K,,M - KIW)\) + RiCuV(Kué/\ — Kgu)\)
+ Ric,\y(K”@ - K“u&) + RiCAﬁ(K“uV - Kuvu)]-

va)

Izrazi iz Bianchijevog identiteta koji sadrze Ric, tenzor krivine, nakon kon-
trakcije indeksa k i p te koristec¢i definiciju kovarijantnog izvoda postaju

% {(K"ue = K"¢)(€” sy Ric.ty — €y, Ric.yy)
+ (K", — K", (€9 3enRic,t s — €e, Ric.ng)
— V(€ weRicy) + V(€™ e Ricog) } -
Spajajuci sav racun i koristeci ¢injenicu da je Ric*,K"¢, = 0, Bianchijev
identitet za krivinu postaje
0 = VeRicy, — V,Ricye + gaeV, Rict, — g0V, Rict'e
+ Ric" (e K — g K ie) + Ricke(Kyun — Kun) + Ricy (Kpex — Kepn)
+ Ricy, (K"e, — K" ) + Ricye (K", — K*,,)
+ (K6 — K"%,) ("3 Ric'y — €™, Ric.py)
+ (K", — K", (€ xeq Ric g — €™¢, Ricarg)
— Vﬂ(eﬂ,\ngiC*“ﬁ) + V#(eﬁ“ngic*,w)
+ 2V W e + 2W ey (K — K7) + 2850 (K — K%,). - (B.6)

Sada zelimo eliminisati izraz V,Ric*,. Kontrakcijom indeksa A i £ u (B.6),
dobijamo

0 = V¢Ric*, — V, R + 4V, Ric*, — V,Ric*, + Ric",(4K",, — K" )
— Ric"¢(K*%,, — K*,,) + Ric",(K*,, — K%, ) + Ric* (K", — K" )
+ Ric* (K", — K",,) + (K" — K",) (€%, Ric,y — €™, Ric.%y)
+ 2WM§W7<K77MS - Kn&u)-
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Sada izraz V Ric mozemo izraziti kao

1 1 1
ViuRic", = =5 Ric'y K, — ERicﬁy(K“ﬁ# - K" 5) — WV (Ko = K

1
- 51("“5(6%,,32@% — ™, Ric,Py). (B.7)

Zamjenom (B.7) u (B.6), dobijamo
1
v“Wu,\yg = —E[VgRiCAV — VyRiC)\g —+ v‘u(Gﬁ‘ungZ’C*)ﬂg — 619,\,,§RZ'C*‘“79)
+ Ric"e(Kyun — Kwn) + Ric, (Kuex — Keun) + Ricx, (K¢ — K*e)

+ RZ.C)\E(K“W, - K/”LVN) + (Knﬂg - Kngu)(eﬂ)\m,RZ'C*'uﬂ - Eﬂ“nVRiC*)ﬂg)
+ (Knm, — Knyu)(eﬁ)\gnRiC*uﬂ - EﬁugnRiC*,\ﬁ)]

1. 1 ) .
+ ZRZC‘un(g)\gKnm, — g)\yKn‘ug) + Z(g)\gRZCBV - gAyRZCBO(KMBM — KMy,B)
1

+ ZgAfK"uﬁ(EMnuRic*“ﬁ — €™, Ric,’y)
1 . .
= O K (e Ric 'y — € e Rie,”y)
1 . .
+ Z(Q}{Wu 2/ gAVWM fTI)(KnMa - Kna,u)
B Wu/\&?(KnVM - Knuu) - WNAun(Knug - Kngﬂ)- (B.8)

Primjedba B.2.1. Primijetimo da jednakost (B.8) predstavlja Bianchijev
identite za krivinu bez koristenja bilo kakvih pretpostavki o torziji.

Sada mozemo primijeniti osobinu (ii) da je torzija ¢isto aksijalna i vezu
izmedu Levi-Civita tenzora i Weylovog tenzora datu u Lemi 1.4.11. Jednacina
(B.7) sada postaje

V. Rict", =€, K", sRicty, (B.9)

a jednacina (B.8) postaje

1

ViWie = =5 [VeRicn, — Vi Ricxe + 2Rice Ky + 2Ric", Kper
+e" eV Ricxg — € eV Rict s |
- EﬁAnVKanRic*uﬁ + EﬁunuKnp{Ric*)\ﬁ

9 . v .
— € )\gnKnM,}RZC*ug + € MgnKnM,,RZC*Mg

1 1
+ 59&61%771/}(77#4}%@'0*“19 — ég,\yeﬁcngK”uCRic*“ﬁ
— 2W'LL)\£77K771/;1, - 2W'LL)\Z”]KT)H§. (BlO)
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Dodatak C

Eksplicitne varijacije nekih
kvadratnih formi krivine

U ovom dodatku predstavljamo eksplicitine varijacije po metrici odredenih
kvadratnih formi krivine koje su koristene u ovoj disertaciji koriste¢i Propo-
ziciju A.1.1.

C.1 Varijacija od [ Ric,, Ric"
Bududi da je
6 ! /
3 /RZ'CWRZ'C’“’\/ | det g| = /(5 (RiCMVRiCMIV/gMM 9" /| det g|> ,
dobijamo
o
5—/RicwRicW\/|detg|
g
/ / / / 1 ! !
_ / (5ga,8) RiCMVRiCM/V/ (_gmx guagﬁu _ guu guagﬁv + Eguu gw/ gaﬁ)
-« . Bu . aps B 1. . uv o
= [ (0gap) | —Ric®, Ric”™ — Ric," Ric"” + éRlcu,,R’LC g )
Primjedba C.1.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metricki kom-
patibilno, Ricci krivina je simetri¢na i posljednja jednacina se pojednostav-

ljuje na

5 1
6—/RiCWRic‘“’\/ |det g| = —2/ (0Gap) (RicHO‘Ric“'B - ZRicﬂyRic“”ga[g) .
g
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C.2 Varijacija od fRic,(fy)RicW

Koriste¢i Propoziciju A.1.1, dobijamo

= %/RH/\AVRMWV\/ | det g| = ;/RHA’AVRMHHJ/Q)\)\ /I det g

= / (0gas) R xR s ( 79" g /| det g| — g™ g"*g""\/| det g]
+%g”g””/ga5 | det g\)

= /(5ga5) (—RmﬁVRicK” — Ric®™ Ric.? + %gaﬁRic@)nuRicK”) :

Primjedba C.2.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metricki kom-
patibilno, Ric®® = —Ric i posljednja jednacina se pojednostavljuje na

) K
@/Ric@) JRic.”+/| det g|

1
= /(5ga5) (—RmﬂyRicH” + Ric"™ Ric,” — §gaﬁRic"yRicH”> .

C.3 Varijacija od [ Ricly Ric!m

Bududi da je RicY) = R.» dobijamo

K pv?

/RZC(2)RZC v — 559 /RZC(Q)RZC Y/ | det ¢
(5 /R L BNV | det g = dg /Rnlu’uuRH/\'Awgmg K W V| det g].

Koriste¢i Propoziciju A.1.1, dobijamo

0 KV a\ v KBav
o [ RiclRic = [ (gua) (R, ROy = REVRR,
1
rBav a pRA KA vV,
_RHM}U/R pov — RHM,U, R )\6 + ERNH,U,VR )\)\ g ﬁ)
= /(59a5) (Ric(z)BVRic(Q)aV - Rz’c(z),iOéRic(Q)Kﬁ

—2Ric(2)WR“6a” + %gaﬁRic(Q)RyRic@)W) .
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Primjedba C.3.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metricki kom-
patibilno, Ricci krivina je simetriéna i Ric®® = —Ric, pa se posljednja
jednac¢ina pojednostavljuje na

5 1
- | Ric)Ric?"" /[ det g| = / (69as) <2Rz’cwR“ﬁ°‘” +3 gaﬁRicm,Ric"”) .
g
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Dodatak D

Detaljan racun za asimptotske
koeficijente

U ovom dodatku predstavljamo detaljan racun za asimptotske koeficijente
(3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) iz Teoreme 3.5.7 koji odgovarajuju svojstvenim
vrijednostima A = £1. Pri tome ¢emo koristiti perturbacijsku teoriju koja
je opisana u Sekciji 3.4 i eksplicitno izvedene formule za asimptotske koefi-
cijente date sa (3.52), (3.53). Takoder, koristiti ¢emo koncept pseudoinverza
Diracovog operatora bez mase ¢ija je konstrukcija data u Sekciji 3.4.1.

D.1 Racun za )\g) koeficijente

Prvo ¢emo izvesti formule (3.70), (3.71) iz Teoreme 3.5.7. Koristeéi svoj-
stvene vektore (3.77), (3.79) koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima A = 1

i A = —1 respektivno, kao i formulu (3.75) za diferencijalni operator Wl(/l%,
parcijalnom integracijom dobijamo da formula (3.52) za svojstvene vrijed-
nosti A = £1 postaje

1/

; 2m 1 1 701
_ ! (0)1% hg hy® —ihy i (0) 7.1
4 /0 [U ] ( hll + ih21 —h31 dﬂfl vdx

i [ d ot h' —ih,t
_ 2 _ [0 3 1 2 (0) 7.1
P e (i MO ) v

1 27 ) . ) 1 1 2 ) ) L 1/\
=TI : hy (z)dx = 759, ; hy (27)dx :_§h11(0)a (D.1)

2
AW = Wi, = [T W
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27
A — (W, = [ ROt
0
; 2m 1 1 2701
_ (0)7% hy hy* —ihy i 0) 7.1
4/0 [v™] (h1+ih21 —hyt dmlv dr

i [*Td hst  hy' —ihy!
_ 2 (0) 7.1
4/0 dml[ T ( ht+ihyt —hy! )” dr
1 2 1 1 27
=1 hit(zhda' = = —
7

1~
1,0y .10 &

pri cemu ﬁ(m) oznacava Fourierove koeficijente funkcije h(z!), vidi Defini-
ciju 3.5.1.

D.2 Racun za )\f) koeficijente

Prvo ¢emo dokazati formulu (3.72) iz Teoreme 3.5.7 za koeficijent )\f) u
asimptotskom rzavoju (3.68) svojstvene vrijednosti A = 1. Zbog jednostav-
nosti i ¢itljivosti, racun ovog koeficijenta ¢emo razdvojiti na nekoliko dijelova
koristeci ekplicitnu formulu (3.53). Zbog toga, prvo ¢emo izracunati izraz
<W1( /2v , v}, Koristeéi svojstveni vektor (3.77) koji odgovara svojstvenoj
VrljeanStl A =1, kao i formulu (3.76) za diferencijalni operator I/V1 /2 parci-
jalnom integracijom, dobijamo

2
Wi, = [ [vwn*Wf?;v(O)dml

. 0%[“(0)]*%(( >1( +)f<1h2> )
+% O%[U(O)]*(k lj—lzk; ’fll_—k;l’le )%v(o)dx

fio [ 0 g (S MO ) e
+/02W[v(0)]*( %) gmlhagddho‘”] ©

m1€Z\{0}
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Primjedba D.2.1. Jednacinu (D.3) smo pojednostavili koriste¢i Fourierove
koeficijente, vidi Definiciju 3.5.1 i Parsevalovu formulu

1 2

2

Sada ¢emo izracunati izraz <(W1(/% A(l))Q(WI(/; AD)p® 4O Pse-
udoinverz, vidi Sekciju 3.4.1, operatora W o — I je dat sa

1 1 maet (11 g
— . 1mmx —imy . 1
meZ\{1}
. 1 -1 CL
ret (LS et o] may
0
Koristeéi (3.75), (3.77) i (D.1), dobijamo

My, (0) b hy' —ihy! + hy! izt
)‘+ )U 4\/E ( hll +ih21 _ h31 €

- 1T 1T . D.
TRAC d (h L ingt >+4\/_ ‘ (D-3)

Koristeéi eksplicitnu formulu za pseudoinverz (D.4), sada ¢emo izracunati

(W(l)

1/2

izraz Q. (( 1(/1; Ag))v(o)) u tri dijela. Prvo éemo djelovati pseudoinverzom
@+ na prvi dio desne strane jednacine (D.5). Koristeéi poznatu osobinu

Fourierovih koeficijenata h(—m) = h(m), dobijamo

Q LRt =iy ARy oiv!
T\ 4y \ bt ik — Ry
11 — ih21 + h31 > e*i(mfl)yldyl

1 Z 1
8T —
< L Aihyt — byt

mezn(1)
h
h
1 2 hll - ih21 + h31 —i(—(m+1))y1 1
2_/ ( hy' +ihyt — byt )€ d

Sl
e (47)

101



Jima ( 11 ) har(m = 1) = iy (m — 1) + hai (m — 1)
h11<m — 1) + ih21<m - 1) — h31(m — 1)

4 efimxl ( 1 —1 ) /ﬁll(m + ]-) - 2./621(771 + ]-) +/f231(m + 1)

1 1
= 0E X wmod

mezZ\{1}

/ﬁll(m — 1)€imzl —1 /fzm (m + 1)67imx1 —+ /};31(7’71 + 1)67imml
/}\Lll(m - 1)€imm1 + 1 7L21(m + 1)6‘“’”1 — ﬁ31(m + 1)€—imz1

Drugo, djelujudi sa pseudoinverzom (), na drugi dio desne strane jednacine
(D.5), koristeéi parcijalnu integraciju, dobijamo

@ (8\/%6 dx? ( hy' + ihy' — hy'! - 167 GZZ\:{l} m—1
a1 1\m—-1 [* _ v hyt —ihyt + RSt

imzx —i(m—1)y 1 2 3 1

{e <1 1) o /O ‘ (h11+ih21—h31>dy

_ —imaz! 1 -1 m+1 o —i(—(m+1))y! hll - ih21 + h’31 d 1
€ o € 1, 1 1 Yy
-1 1 2 Jo hy' +ihy — hy

+1) — ihyy

1 1
:_VZ—_l

™ m
meZ\{1}

(m — )hyy(m — 1)e™" 4 i(m + 1)hoy(m 4 1)e= ™" — (m + 1)hg (m + 1)e"m"
(m — Dhi(m — De™ — i(m + 1)har (m + 1)e=™" 4 (m + 1)hgy (m + 1)e—im="

Trece, djelujuéi sa pseudoinverzom (), na treéi i posljednji dio desne strane
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jednacine (D.5) dobijamo

_ hll(o) 1 ima! 11 /27r 1 i(l-m)y! 7,1
16T/ EZ m—1[" L1 1)° dy

o1 -1 /Q’T( 1 ) (m 1)yt 1}
+ e e\ dyt . (D.6
( -1 1 > 0 1 (D)

Za m € Z imamo da je

2m (1—m)y? 2, m=1 2m (m1)y! 2w, m=—1
i(1-m)y 1 _ ) ) i(m+1)y 1 _ ) - )
/0‘ ‘ dy { Oa m 7& 17 ’ /0 ‘ dy { 07 m # _17

i dobijamo da sumu (D.6) ima smisla posmatrati samo ako je m = —1. Dakle

/ﬁn(o) 1 it | /fzn(o) ia! I -1 2m\ _
Q+<4ﬁ 1) )7 T8n/a -1 1 o ) =0
Spajajuéi sva tri racuna zajedno dobijamo
Q+((AD = APy = f P

mGZ\{l}

(WH)%(WUW’ +i(m = Dha(m + D™ — (m — 1l (m + e’ > (D.7)

(m + Dy (m — 1)e™ — i(m — Dhgy(m + e~ + (m — 1)hay (m + 1)e=m"

(
Sada ¢emo izracunati dio ((ngg Al )Q+((Wf}; — AMp@). Bududi da je

d(Q+ (AN — A)©@))
dr! - \/_ Z

GZ\{l}
m(m 4 1hy (m — 1)e™ +m(m — 1)hay(m + 1)e= ™" + im(m — 1)hgy (m + 1)e=m'
m(m + 1)hy (m — 1e™ — m(m — 1)hay (m + 1)e=™=" — im(m — 1)hg; (m + 1)e=me"

i

d s hiy — tho (1)
4 . AD _ 0y,
dz! (( hi1 + thoy —hs; @ (( Ao

1 1 ~ d ( hip —ihor + ha1 \ ima
= - 1 1) ’ imx
8/ Z m—1 [(m + )i (m )dxl ( hay +ihor — ha ) ©

meZ\{1}
- d hiy —thay — hay —ima!
o 1 1 ) mx

+i(m — 1)hyy (m + )dxl < Ty 4oy + hay )€

~ . d hiy — iha — hsy —ima?
— —1 1 . v
( )h31 (m + )dl’l ( h11 + Zhgl + h31 € ’
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koristedi jednacine (3.75), (D.1) i (D.7), dobijamo
(W) — ”>Q+<<Wf}; m )
3 \/_ GZ\{l}
. I imet [ h11 — thar + hay
{Zm(m + Dhua(m = De ( hiy + thgy — hay )
—hi1 + tha + hs p—ima!
hir + thgy + hay

—hi1 4 thay + hs p—imal
hi1 4 ihay + hsy

+m(m — 1)hay(m + 1) (
+im(m — 1)hgy (m + 1) <
l Z 1
32¢/m ez ™™ 1
) d ( hi1 — iha1 + ha )eimxl

1)h - :
[(m + )hll(m drl hi1 + thay — hsa;

d —hq1 + ihoy + h3y o—ima!
dz! hi1 + thoy + hgy

d —hy1 + thoy + hay oima!
dx! hi1 + thoy + hsy

+i(m — Dhg(m +1)—

—(m — l)hgl(m +1)—

hll Z

mei\{1}
(m + Dhyy(m — 1) 4+ i(m — gy (m + 1)e=™" — (m — 1)hg; (m + 1)e=me"
(m + 1)hyy(m — 1)em™ —i(m — 1)hgy (m + 1)e=™" + (m — 1)hgy (m + 1)e=me"

Konacno, drugi dio <(W1(/2 Q. (W 1/2 — AM@ 1) koristedi (3.13),
postaje

(W1 = A)Qu (W) = AD)@), )

:i ﬁ(m‘f‘l) hll(TrL— l)m
meZ\{1}
1 T N _~ =
T me;\{l}(m -1 <h31(m + 1) + iho (m + 1)) (hgl(m + 1) — ihoy (m + 1)), (D.8)

Kombinujuéi jednacine (D.3) i (D.8), dobijamo da je formula (3.53) za koefi-
cijent )\(f) data sa
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3 —= 1~ l

A = 5021 (0) = gk (0) = foean D mhas(m)has(m)

meZ\{0}
1 1 ~ _—
_T6 Z — 1<7/n+1)2 hn(m— 1)h11(m— 1)
meZ\{1} m
1 - - - =
6 Z (m—1) (hsl(m +1) + ihg (m + 1)) <h31<m +1) — iho (m + 1))
mez\{1}

Primjedba D.2.2. Koristedi svojstveni vektor (3.79) koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti A = —1 Diracvog operatora bez mase i psudoinverz (3.80)
operatora W5+ I, analogno gornjem racunu uradenom za svojstveni vektor
(3.77) koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A = 1, dobijamo da je formula
(3.53) za koeficijent A?) data sa

3 1~ i _—
A® = —g(m)ll(()) + gkn(O) TR Z Mhag(1m)hay (m)
meZ\{0}
_T16 Z irl(m_l)Q ﬁu(m—&—l)m
me -1}
1 ~ o~ = >
—1—6 Z (’I’)’L + 1) (hgl(m - 1) + Zh21(m - 1)) (h?)l(m - 1) - Zh?l(m - 1))
meZ\{—1}
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