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Sažetak

U ovoj disertaciji se bavimo sa kvadratnom metrički afinom gravitacijom
i Diracovim operatorom bez mase. Dajemo pregled poznatih rješenja kva-
dratne metrički afine gravitacije i prezentujemo novo ne Riemannovo rješenje
ove teorije. Novo rješenje je prezentovano u formi generaliziranih pp-talasa
sa čisto aksijalnom torzijom. Takoder, predlažemo i fizikalnu interpretaciju
novih rješenja poredeći ih sa rješenjima Einstein-Weyl teorije.

Drugi predmet istraživanja ove disertacije jeste spektralna analiza Dira-
covog operatora bez mase na zatvorenoj 3-dimenzionalnoj mnogostrukosti.
Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase. Dajemo pregled dva
primjera gdje spektar ovog operatora može biti izračunat eksplicitno i is-
postavlja se da je spektar simetričan oko nule u ova dva primjera, iako u
generalnom slučaju nema matematičkog ili fizikalnog razloga za to. Pri-
mjenjujući metode perturbacijske teorije na Diracovom operatoru bez mase
uspiješno uočavamo spektralnu asimetriju na 3-torusu i izvodimo eksplicitne
asimptotske formule za perturbovane svojstvene vrijednosti ±1.

Summary

In this thesis we deal with quadratic metric-affine gravity and the massless
Dirac operator. We review known solutions for quadratic metric-affine gra-
vity and we present new non-Riemannian solution for this theory. The new
solution is presented in the form of generalised pp-waves with purely axial
torsion. We also propose a physical interpretation of these new solutions by
comparing them to solutions of the Einstein-Weyl theory.

Another aim of this thesis is the spectral analysis of the massless Dirac
operator on a closed 3-dimensional manifold. The massless Dirac operator
describes a massless neutrino. We review two examples where the spectrum
of this operator can be evaluated explicitly and it turns out that in these two
particular examples the spectrum is symmetric about zero, although there
is no mathematical or physical reason for it to be symmetric in the general
case. Applying perturbation theory methods to the massless Dirac operator,
we successfully observe spectral asymmetry on the 3-torus and derive explicit
asymptotic formulae for perturbations of the eigenvalues ±1.
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Poglavlje 1

Uvod

Početke razvoja teorije gravitacije nalazimo još u antičkoj Grčkoj. Tada
je kretanje tijela u slobodnom padu posmatrano sa čisto filozofske strane i
prošlo je mnogo vremena prije nego se postavio bilo kakav matematički mo-
del. Aristotel je predstavio filozofski argument da teža tijela moraju padati
brže nego lakša i stoljećima niko nije sumnjao u ovaj argument.

Sumnje u istinitost Aristotelove teorije tokom renesanse postavio je itali-
janski naučnik Galileo Galilei. Galileo je prvi počeo analizu i eksperimentalnu
potvrdu zakona kretanja i te rezultate predstavio u svojim djelima Dialogo
[37] 1632. godine i Discorsi [38] 1638 godine. Iz tih posmatranja Galileo je
zaključio da se tijela pod uticajem gravitacionog polja Zemlje kreću na isti
način nezavisno od njihovih masa. Ovo je bilo u suprotnosti sa Aristotelovim
argumentima.

Najveći doprinos poslije Galilea u istraživanju teorije gravitacije dao je
engleski naučnik Isaac Newton. Izmedu ostalog, Newton je zasnivao svoja
posmatranja na Keplerovim zakonima kretanja planeta i rezultate je pred-
stavio u svom poznatom radu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
[66] 1687. godine. Osnovna premisa njegovog rada jeste da je geometrija
trodimenzionalnog prostora euklidska a vrijeme je posmatrano kao odvojeni
parametar potreban za opis kretanja. Newtonova teorija gravitacije je tvr-
dila da je masa tijela izvor gravitacije i da se dva tijela medusobno privlače
silom koja je proporcionalna proizvodnu njihovih masa a obrnuto proporci-
onalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti. Ova teorija gravitacije je
bila u skladu sa Galileovim principom ekvivalencije ali sam princip nije imao
uticaja na konstrukciju Newtonove teorije.

Ipak, kao jedan od fundamentalnih zakona fizike, Newtonova teorija gravi-
tacije je imala nedostatke u vidu vremenske invarijantnosti i zavisila je samo
od prostorne udaljenosti. Prema Newtonovoj teoriji gravitacije, jačina gra-
vitacionog polja izmedu dva objekta je proporcionalna inercijalnim masama
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objekata. Inercijalna masa ima dvojaku ulogu: ona je mjera otpora objekta
za promjenu brzine, ali sa druge strane ona igra ulogu gravitacionog naboja.
Na isti način kako električni naboj odreduje jačinu električne sile izmedu dva
naelektrisana tijela, u Newtonovoj teoriji inercijalna masa odreduje jačinu
gravitacione sile. Drugi problem je bio što je gravitaciona sila opisana kao
trenutna sila privlačenja izmedu dva objekta. Posljedično, ako neko pomakne
jedan od ova dva objekta, drugi će u istom momentu ‘shvatiti’ promjenu u
gravitacionoj sili bez obzira na njihovu medusobnu udaljenost. Treći problem
je bila nedosljednost u predvidanjima Newtonove teorije i eksperimentalnih
podataka u precesijama orbite Merkura.

1.1 Generalna relativnost i alternative

Newtonova teorija gravitacije je unaprijedena od strane Alberta Einsteina
sa njegovom teorijom generalne relativnosti, vidi [27]. Einstein je promije-
nio čitav koncept Newtonog razumijevanja prostora te prostor i vrijeme nisu
vǐse posmatrani odvojeno. Teorija generalne relativnosti je teorija gravitacije
koju je Einstein razvijao izmedu 1907. i 1915. godine koristeći Riemannovu
geometriju. Einsteinov kolega iz studentskih dana matematičar Marcel Gro-
ssmann kao i Hermann Minkowski pomogli su Einsteinu u formulaciji ove
teorije. Novi koncept prostorvremena generalne relativnosti je potpuno opi-
san sa metrikom i metrika ne samo da odreduje udaljenost, nego i paralelno
pomjeranje, tojest Levi-Civita konekciju. Kao centralni dio svoje teorije,
Einstein je predložio jednačine koja povezuje geometriju i materiju

Ricµν −
1

2
Rgµν︸ ︷︷ ︸

geometrija

=
8πG

c4
Tµν︸ ︷︷ ︸

materija

,

pri čemu su Tµν tenzor energije-impulsa koji ovisi o materiji, G je gravitaciona
konstanta, c brzina svjetlosti, Ric Ricci krivina (1.18) a R skalarna krivina
(1.19). Ove jednačine su direktna veza izmedu geometrije prostorvremena i
materije. Vakuumske Einsteinove jednačine su date sa

Ricµν −
1

2
Rgµν = 0.

Generalna relativnost bi se mogla interpretirati kao: prostorvrijeme govori
materiji kako da se kreće a materija prostorvremenu kako da se zakrivi, vidi
[104]. Materija ‘zakrivljuje’ prostorvrijeme, pa pored promjena u prostornim
koordinatama, nešto se dešava i sa vremenskom koordinatom prostorvre-
menskog kontinuma. Generalna relativnost predvida da je vrijeme u blizini
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objekata sa većom masom vǐse ‘zakrivljeno’, tojest vrijeme sporije teče u
blizini objekata sa većom masom nego u blizini onih sa manjom masom. Ge-
neralna relativnost je potvrdena sa mnogo eksperimentalnih podataka, kao
što su precesije periheliona Merkura, skretanje svjetlosti pri prolazu u bli-
zini Sunca, gravitacioni crveni pomak, vrijeme odgode radarskih signala, rad
GPS uredaja, itd. Generalna relativnost je predvidjela postojanje gravitaci-
onih talasa koji su eksperimentalno potvrdeni 2016. godine od strane Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO). Takoder, generalna
relativnost je predvidjela i postojanje crnih rupa kao objekata u prostor-
vremenskom kontinuumu čija je gravitacija toliko jaka da joj nijedan oblik
materije ne može pobjeći, pa čak ni svjetlost koja se kreće najvećom brzinom
u prirodi. Moderna kosmološka posmatranja podržavaju postojanje ovakvih
objekata. Veoma dobar i detaljan pregled prostorvremena u generalnoj rela-
tivnosti uradili su Griffiths i Podolský [48].

Sam Einstein je očekivao mnogo vǐse od svoje teorije. Nije bio u potpu-
nosti zadovoljan jer nije uspio da spoji gravitaciono i elektromagnetno polje
u jedan model, vidi [28]. U cilju povezivanja gravitacije i elektromagne-
tizma, Einstein je razmǐsljao o alternativnoj teoriji gravitacije poznatoj kao
teleparalelizam, vidi [97]. Prostorvrijeme teleparalelizma se posmatra kao
povezana četverodimenzionalna mnogostrukost snabdjevena sa Lorentzovom
metrikom čija krivina nestaje ali torzija ne nestaje. Metrički tenzor je defi-
nisan preko komponenti kookvira. Za vǐse rezultata u polju ove alternativne
teorije gravitacije vidi [23, 34, 64, 69, 86, 95, 96, 102].

Gravitacija je jedina fizikalna interakcija koja nema konzistentnu kvantnu
formulaciju. Mnogi pokušaji kvantizacije gravitacije su do sada bili bezus-
pješni. Postoje mnoge alternativne teorije gravitacije kao što su metrički
afina gravitacija, gauge simetrija, supergravitacija, Kaluza-Klein teorija ili
teorija struna koje nas možda vode ka jedinstvenoj kvantnoj teoriji funda-
mentalnih interakcija. Raniji uspjesi ovih ideja nas motivǐsu da ih detaljnije
proučavamo i nadamo da će nas dovesti bliže formulaciji kvantne teorije gra-
vitacije. Generalna relativnost je riješila mnoge nedostatke ranijih teorija ali
još uvijek imamo mnoga otvorena pitanja koja nas vode do razvoja alter-
nativnih teorija gravitacije. U ovoj disertaciji, mi proučavamo alternativnu
teoriju gravitacije poznatu kao metrički afina gravitacija.

Metrički afina gravitacija (MAG) je alternativna teorija gravitacije koja
je nadogradnja teorije generalne relativnosti. U metrički afinoj gravitaciji
napuštamo Riemannovo prostorvrijeme Einsteinove generalne relativnosti i
dodajemo torziju (1.12) što nas dalje vodi do Riemann-Cartanovog prostor-
vremena i moguće nemetričnosti (1.16).

U metrički afinoj gravitaciji, prostorvrijeme posmatramo kao povezanu re-
alnu četverodimenzionalnu mnogostrukost snabdjevenu sa Lorentzovom me-
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trikom i afinom konekcijom. Za razliku od generalne relativnosti, u me-
trički afinoj gravitaciji metrika i konekcija su dinamičke varijable. Pros-
torvrijeme metrički afine gravitacije se svodi na prostorvrijeme generalne
relativnosti pod uslovom da je torzija jednaka nuli i da je konekcija me-
trički kompatibilna. Metrički afina gravitacija je direktno izvedena iz gauge
teorije gravitacije gdje linearna konekcija igra ulogu gauge polja. Nepoz-
nate veličine metrički afine gravitacije su 10 komponenti metričkog tenzora
i 64 koeficijenta konekcije. Za dobar i razumljiv pregled ove teorije vidi
[13, 50, 51, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 99, 100, 101].

U ovoj disertaciji smo primarno zainteresovani za proučavanje kvadratne
metrički afine gravitacije (QMAG), vidi Sekciju 1.3. Matematički model ove
teorije jeste da je Riemannova mnogostrukost opisana sa principom akcije,
koja je funkcional definisan kao integral na četverodimenzionalnoj mnogos-
trukosti čija je podintegralna funkcija čisto kvadratna forma krivine. Metrika
je Lorentzijanskog potpisa i nepoznate veličine su komponente metrike i ko-
nekcije. Koristeći varijacioni račun, odredujemo stacionarne funkcije, tojest
funkcije u kojima je promjena akcije jednaka nuli. Matematičkim jezikom
rečeno, posmatramo akciju definisanu sa (1.1) pri čemu je lagranžijan kva-
dratna forma krivine. Nezavisnom varijacijom akcije (1.1) po metrici i ko-
nekciji proizvodimo sistem Euler-Lagrangeovih jednačina (1.2), (1.3). Naš
cilj jeste analiza Riemannovih i ne-Riemannovih rješenja sistema (1.2), (1.3),
vidi Definiciju 1.3.3.

Veliki broj radova je posvećen analizi Riemannovih i ne-Riemannovih
rješenja Euler-Lagrangeovog sistema (1.2), (1.3) u slučaju kvadratnog la-
granžijana, vidi [11, 30, 39, 50, 68, 70, 77, 82, 83, 87, 88, 89, 94, 99, 100, 101].
Veoma važan rezultat na ovom polju dao je Vassiliev [101], koji je riješio pro-
blem egzistencije i jedinstvenosti Riemannovih rješenja sistema (1.2), (1.3)
u najopštijem slučaju kvadratne forme krivine sa 16 R2 članova. Vassiliev je
pokazao da postoje samo tri tipa Riemannovih rješenja sistema (1.2), (1.3),
vidi Sekciju 4 i Sekciju 5 u [101], gdje je takoder prezentovao konstruk-
ciju “torzijskih talasa” kao jednog ne-Riemannovog rješenja sistema (1.2),
(1.3). Isto rješenje je nezavisno dobijeno od strane Singha i Griffithsa [89] i
Kinga i Vassilieva [53] u Yang-Mills slučaju (1.7). Torzijski talasi prezento-
vani u [101] mogu se posmatrati kao ne-Riemannov analogon pp-prostora,
vidi Definiciju 2.1.1. Pašić i Vassiliev [77] su prezentovali generalizaciju
klasičnih pp-talasa na prostorvremena sa torzijom i konstruisali novu klasu
ne-Riemannovih rješenja u najopštijem slučaju kvadratne forme. Fizikalnu
interpretaciju za tu klasu rješenja smo dali u [74], gdje je predloženo da gene-
ralizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom predstavljaju metrički afini
model za neutrino bez mase.

Motivisani rezultatom Singha [87] koji je prezentovao rješenje sistema
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(1.2), (1.3) sa čisto aksijalnom torzijom (1.26) za Yang-Mills akciju (1.7), ge-
neraliziranjem klasičnih pp-talasa na metrički kompatibilno prostorvrijeme
sa čisto aksijalnom torzijom, ranije smo konstruisali novo ne-Riemannovo
rješenje prezentovano u radu [75] i dokazali da su nova vakuumska rješenja sis-
tema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7). U ovoj disertaciji, cilj nam je
dokazati da su ova prostorvremena takoder novo rješenje sistema (1.2), (1.3)
za opštiji slučaj kvadratne forme sa 11 R2 članova (1.4). U budućnosti će
nam biti cilj vidjeti da li su ova prostorvremena takoder rješenje sistema (1.2),
(1.3) u slučaju najopštije kvadratne fome sa 16 R2 članova (1.6). Takoder, u
pogledu konstrukcije novih ne-Riemannovih rješenja kvadratne metrički afine
gravitacije od posebnog interesa nam je rad Singha [88], gdje je prezentovano
rješenje sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7) sa čisto trag torzi-
jom (1.25). Bilo bi interesantno vidjeti da li je moguće generalizirati klasične
pp-talase na metrički kompatibilno prostorvrijeme sa čisto trag torzijom, na
sličan način kao što je uradeno u radu [75] i vidjeti da li su rješenja sistema
(1.2), (1.3). Veoma je bitno napomenuti činjenicu da Singh [87], [88] nije
koristio najopštiju kvadratnu formu sa 16 R2 članova i prezentovana rješenja
se ne mogu dobiti sa ansatzom dvostruke dualnosti, vidi [62].

Analiza pp-talasa ima dugu historiju. PP-talasi u Yang-Millsovom tipu
kvadratne metrički afine gravitacije sa netrivijalnom torzijom a sa nenultom
nemetričnosti koji ne pripadaju trostrukoj ansatz klasi, vidi [50], su analizi-
rani od strane Obukhova [68], za što je dobio motivaciju od njegovog ranijeg
rada [67]. Kvadratna forma posmatrana od strane Obukhova je najopštija sa
16 R2 članova. Prema Obukhovu, iako je Einsteinova generalna relativnost
podržana eksperimentima na makroskopskom nivou, gravitacione interakcije
na mikoroskopskom nivou nisu dobro shvaćene. Gauge modeli gravitacije
predstavljaju alternativni opis gravitacije na mikro nivou. Proučavanje eg-
zaktnih rješenja metrički afine gravitacije je nužno za razumijevanje razvoja
fizikalnih aspekata kao što su kvatizacija, fizika hadrona, proučavanje ranog
svemira, itd. Konstrukcija i poredenje talasnih rješenja u različitim modelima
mogu objasniti fizikalni sadržaj i veze izmedu mikro i makro gravitacionih
teorija.

Interesantna analiza ravnotalasnih frontnih gravitacionih i elektromag-
netnih talasa u metrički afinoj gravitaciji sa kosmološkom konstantom u
trostrukoj ansatz klasi je uradena od strane Garcie i dr. [39]. Kako autori na-
glašavaju, za ograničene ireducibilne dijelove torzije i nemetričnosti, postoje
sličnosti izmedu Einstein-Maxwellovog sistema i vakuumskih jednačina polja
metrički afine gravitacije. U istom radu, autori daju pregled pp-talasa i elek-
tromagnetnih talasa u Einstein-Maxwellovoj teoriji i predstavljaju pp-talase i
elektromagnetne talase kao rješenja metrički afine gravitacije sa kosmološkom
konstantom u trostrukoj ansatz klasi. Ovi talasi su nosioci krivine, neme-
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tričnosti, torzije i elektromagnetnog polja.
Gravitacioni talasi kao egzaktna rješenja kvadratne metrički afine gravi-

tacije su takoder analizirani od strane Baykala [11]. Koristeći formalizam
nultog kookvira, autor predstavlja novu familiju rješenja u vidu impulsivnih
gravitacionih talasa u četiri dimenzije za odredeni lagranžijan.

1.2 Gravitaciona polja i polja neutrina bez

mase

Ne-Riemannova rješenja metrički afine gravitacije posmatrana u ovoj diserta-
ciji i [72, 73, 74, 75, 76, 77] su predstavljena u vidu generaliziranih pp-talasa
sa paralelnom Ricci krivinom. Kao što je naglašeno u [74], klasični pp-talasi
sa paralelnom Ricci krivinom su Riemanovi predstavnici klase rješenja me-
trički afine gravitacije pod nazivom generalizirani pp-talasi sa paralelnom
Ricci krivinom. Torzija i krivina generisana torzijom generaliziranih pp-
talasa se mogu posmatrati kao talasi koji putuju brzinom svjetlosti a klasični
pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom su samo “gravitacioni otisak” formi-
ran talasom nekog polja materije bez mase. Zbog toga je interesantna njihova
usporedba sa rješenjima klasične Einstein-Weylove teorije koja opisuje inte-
rakcije izmedu gravitacionih polja i polja neutrina bez mase.

Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom
prostoru. U ovoj disertaciji se bavimo spektralnom analizom Diracovog ope-
ratora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti. Napredan pregled
teorije Diracovog operatora uopšteno se moze naći u [60]. Interesantna ana-
liza Diracove jednačine na četverodimenzionalnoj mnogostrukosti bez granice
je uradena u [33] gdje autori daju negeometrijsku reprezentaciju Diracove
jednačine bez mase. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase
predstavljaju energetske nivoe neutrina bez mase a mi smo zainteresovani
za analizu spektra tog operatora, tojest skupa svih svojstvenih vrijednosti
operatora. Prema našim saznanjima, prvo ekplicitno izračunavanje spek-
tra Diracovog operatora bez mase uradeno je od strane Friedricha [35]. U
istom radu je pokazana i zavisnost spektra operatora od izbora spin struk-
ture. Spektar Diracovog operatora bez mase na sferi Sn je takoder ekplicitno
izračunat, vidi naprimjer Trautman [93] i Bär [10]. Ispostavlja se da je u ova
dva slučaja spektar operatora simetričan oko nule. Ipak, analiza Atiyaha i
drugih [3, 4, 5, 6] pokazuje da za opštu orijentisanu Riemanovu trodimen-
zionalnu mnogostrukost nema fizikalnog opravdanja da spektar bude sime-
tričan. To bi značilo da u ova dva slučaja nema razlike izmedu osobina ne-
utrina bez mase i antineutrina bez mase. Zbog toga je cilj našeg istraživanja
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da razbijemo spektralnu simetriju Diracovog operatora bez mase na 3-torusu
i 3-sferi.

Veoma značajan rezultat u ovom polju postavili su Vassiliev i dr. [24]
koji su uspjeli razbiti spektralnu simetriju Diracovog operatora bez mase na
3-torusu posmatrajući svojstvenu vrijednost λ = 0. U istom radu autori
se koriste perturbacijama Euklidske metrike i izvode asimptotsku formulu
za svojstvenu vrijednost nula, tojest svojstvenu vrijednost Diracovog opera-
tora bez mase koja je najmanja po modulu. Autori pokazuju da je moguće
izabrati perturbaciju Euklidske metrike da bi se svojstvena vrijednost nula
‘pomakla’ i dobila spektralna asimetrija. U istom radu autori analiziraju eta
invarijantu ηH(0), vidi naprimjer [3, 4, 5, 6], samoadjungovanog eliptičnog
m×m matričnog klasičnog pseudodiferencijalnog operatora prvog reda H kao
mjeru spektralne asimetrije operatora. U slučaju konačnog broja svojstve-
nih vrijednosti eta invarijanta je razlika broja pozitivnih i broja negativnih
svojstvenih vrijednosti. Takoder, za perturbovani Diracov operator bez mase
izvedena je i granična formula za eta invarijantu.

Koristeći sličan pristup kao u [24], u ovoj disertaciji nas cilj jeste da iz-
vedemo asimptotske formule za sljedeće dvije svojstvene vrijednosti posma-
trajući 3-torus u takozvanom aksisimetričnom slučaju, vidi Sekciju 3.5, tojest
za svojstvene vrijednosti λ = ±1.

U budućnosti će biti interesantno izvesti asimptotske formule za svoj-
stvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase na 3-sferi i vidjeti da li je i
kada moguće dobiti spektralnu asimetriju.

1.3 Kvadratna metrički afina gravitacija

U kvadratnoj metrički afinoj gravitaciji prostorvrijeme posmatramo kao po-
vezanu realnu četverodimenzionalnu mnogostrukost M snabdjevenu sa Lo-
retzovom metrikom g i afinom konekcijom Γ. Nepoznate ove teorije su 10
nezavisnih komponenti simetričnog metričkog tenzora gµν i 64 koeficijenta
konekcije Γλµν . Akciju definǐsemo sa

S :=

∫
q(R), (1.1)

pri čemu je q O(1, 3) invarijantna kvadratna forma na krivini R (1.17). Pri-
mijetimo da koeficijenti ove kvadratne forme zavise samo o metrici. Ne-
zavisnim varijacija akcije (1.1) po metrici g i konekciji Γ dobijamo sistem
Euler-Lagrangeovih jednačina koje simbolički zapisujemo sa

∂S/∂g = 0, (1.2)

∂S/∂Γ = 0. (1.3)
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Sistem (1.2), (1.3) je sistem od 10 + 64 parcijalne diferencijalne jednačine sa
10 + 64 nepoznatih komponenti metričkog tenzora i tenzora konekcije. Mi
koristimo čisto kvadratne lagranžijane jer se nadamo da bismo time mo-
gli opisati fenomene čija je karakteristična talasna dužina dovoljno mala
a krivina dovoljno velika, vidi [101]. Početke razvoja ove teorije možemo
naći u radovima Hermana Weyla [103]. On naglašava da većina prirodnih
gravitacionih akcija treba da bude kvadratna po krivini i da uključuje sve
moguće invarijantne kvadratne kombinacije krivine. Lagranžijani koji su
kvadratni po krivini su posmatrani od strane mnogih autora, vidi naprimjer
[9, 26, 52, 57, 58, 78, 90, 99, 100, 101].

Budući da krivina ima 11 ireducibilnih dijelova, vidi Sekciju 1.4.1, kva-
dratna forma q(R) može biti predstavljena kao

q(11)(R) :=
11∑
i=1

ci(R
(i), R(i))YM , (1.4)

pri čemu su ci realne konstante i (·, ·)YM je Yang-Millsov unutrašnji proizvod

(R,Q)YM := Rκ
λµνQ

λ
κ
µν . (1.5)

Ovakva reprezentacija kvadratne forme sa 11 članova posmatrana je od strane
Vassilieva [99]. Ipak, kako sam Vassiliev naglašava u [101], postoji šesnaest
načina kvadriranja ireducibilnih dijelova krivine jer su neki ireducibilni di-
jelovi izomorfni. Poštujući taj argument, kvadratnu formu q(R) možemo
predstaviti kao

q(16)(R) := b1R2 + b∗1R2
∗

+
3∑

l,m=1

b6lm(A(l),A(m)) +
2∑

l,m=1

b9lm(S(l),S(m)) +
2∑

l,m=1

b∗9lm(S(l)
∗ ,S(m)

∗ )

+ b10(R
(10), R(10))YM + b30(R

(30), R(30))YM, (1.6)

pri čemu su b1, b
∗
1, b6lm = b6ml, b9lm = b9ml, b

∗
9lm = b∗9ml, b10, b30 neke realne

konstante.
Kvadratna forma (1.6) ima 16 R2 članova a skalari R, R∗, i tenzori A(l),

S(l), S(l)
∗ , R(10) i R(30) su definisani u Sekciji 1.4.1. Unutrašnji proizvodi u

kvadratnoj formi (1.6) su definisani sa (1.5) i

(R,Q) := RµνQ
µν .

Primjedba 1.3.1. Akcija (1.1) je konformalno invarijantna, tojest ne mi-
jenja se pri Weylovom reskaliranju metrike g → e2fg, f : M → R, bez
promjene konekcije Γ.
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Razvoj ove teorije počinje sa Yang-Millsovom teorijom. Yang-Millsova
akcija za afinu konekciju je specijalan slučaj od (1.1) pri čemu je

qYM(R) := Rκ
λµνR

λ µν
κ . (1.7)

Za kvadratnu formu (1.7), takozvana Yang-Millsova jednačina (1.3) prvo je
analizirana od strane Yanga [106]. On je specijalizirao jednačinu (1.3) za
Levi-Civita konekciju i dobio jednačinu

∇λRicκµ −∇κRicλµ = 0, (1.8)

gdje je Ric Ricci krivina (1.18).

Primjedba 1.3.2. Yang-Millsova akcija se takoder može dobiti iz (1.4) ako
izaberemo c1 = . . . = c11 = 1.

U zavisnosti od tipa konekcije prostorvremena, posmatramo dva tipa
rješenja sistema (1.2), (1.3), koje nazivamo Rimemannova i ne-Riemannova
rješenja.

Definicija 1.3.3. Prostorvrijeme {M, g,Γ} nazivamo Riemannovim ako je
konekcija Levi-Civita, tojest Γλµν =

{
λ
µν

}
, a u suprotnom ne-Riemannovim.

Primjedba 1.3.4. Kada tražimo Riemannova rješenja sistema (1.2), (1.3),
mi i dalje variramo akciju (1.1) nezavisno po metrici i po konekciji i tek
poslije toga koristimo činjenicu da je konekcija Levi-Civita.

Razlika modela sa kvadratnom formom (1.4) i modela sa kvadratnom
formom (1.6) se može vidjeti ako se posmatra specijalizacija jednačine (1.3)
sa Levi-Civita konekcijom. Za 11 parametarsku akciju jednačina (1.3) se
svodi na jednačinu (1.8), dok za 16 parametarsku akciju (1.6) jednačina (1.3)
se svodi na

∇Ric = 0. (1.9)

Jednačine (1.8) i (1.9) se razlikuju i jednačina (1.9) je vǐse restriktivna.
Važna klasa Riemannovih rješenja su takozvani Einsteinovi prostori.

Definicija 1.3.5. Einsteinov prostor je Riemannovo prostorvrijeme sa Ric =
Λg pri čemu je Ric Ricci kivina (1.18), Λ je neka realna konstanta i g je mtrika
prostora.

Analizirajući jednačinu (1.8), Yang je zaključio da Einsteinovi prostori
zadovoljavaju jednačinu (1.8). Kasnije je od strane mnogih autora poka-
zano da Einsteinovi prostori zadovoljavaju sistem (1.2), (1.3) za kvadratnu
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formu (1.7), vidi naprimjer Yang [106] i Mielke [62]. Zbog toga mi za spe-
cijalan slučaj (1.7) teoriju sa jednačinama polja (1.2), (1.3) nazivamo Yang-
Mielkeova teorija gravitacije. Veliki broj radova je posvećen proučavanju
sistema (1.2), (1.3) u specijalnom slučaju (1.7) i historijski razvoj Yang-
Mielkove teorije gravitacije se može naći u [31, 32, 71, 79, 90, 92, 91, 105].

Vassiliev [101] je riješio problem egzistencije i jedinstvenosti rješenja sis-
tema (1.2), (1.3) u najopštijem slučaju kvadratne forme sa 16 R2 članova. U
istom radu je pokazano da su Einsteinovi prostori, pp-talasi sa paralelnom
Ricci krivinom (vidi Sekciju 2.1) i Riemannova prostorvremena koja imaju
skalarnu krivinu nula a lokalno su proizvod Einsteinovih mnogostrukosti, je-
dina Riemannova rješenja sistema (1.2), (1.3) za najopštiju kvadratnu formu
(1.6). Stoga, sva nova rješenja koja očekujemo da pronademo u ovom slučaju
su ne-Riemannova.

Posebno smo zainteresovani za analizu klase prostorvremena pod nazivom
pseudoinstantoni, koji su predstavljeni od strane Vassilieva [99].

Definicija 1.3.6. Prostorvrijeme {M, g,Γ} nazivamo pseudoinstanton ako
je konekcija metrički kompatibilna a krivina ireducibilna i jednostavna.

Metrička kompatibilnost znači da je ∇g = 0, pri čemu ∇ označava kova-
rijantni izvod (1.15). Ireducibilnost znači da samo jedan od jedanaest iredu-
cibilnih dijelova krivine nije nula a svi ostali su jednaki nuli. Jednostavnost
znači da ireducibilni potprostor koji daje nenulti dio krivine nije izomorfan
niti jednom drugom ireducibilnom potprostoru. Zbog toga postoje samo tri
tipa pseudoinstantona:

• skalarni pseudoinstanton, gdje samo skalarna krivina nije identički jed-
naka nuli;

• pseudoskalarni pseudoinstanton, gdje samo pseudoskalarna krivina nije
identički jednaka nuli;

• Weylov pseudoinstanton,gdje samo Weylova krivina nije identički jed-
naka nuli.

Pseudoinstantoni su bitna klasa prostorvremena jer predstavljaju rješenja
jednačina polja (1.2), (1.3) za najopštiju kvadratnu formu (1.6), što je doka-
zao Vassiliev [99]. Za konstrukciju jednog ne-Riemannovog pseudoinstantona
u prostoru Minkowskog vidi [101].

1.4 Notacija i predznanje

Notacija u ovoj disertaciji prati [53, 73, 74, 75, 76, 77, 99, 101]. Lokalne ko-
ordinate označavamo sa xµ, µ = 0, 1, 2, 3, i pǐsemo ∂µ := ∂/∂xµ. Kovarijantni
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izvod vektorskog polja definǐsemo kao

∇µv
λ := ∂µv

λ + Γλµνv
ν , ∇µvλ := ∂µvλ − Γνµλvν , (1.10)

gdje su Γλµν koeficijenti konekcije. Christoffelovi simboli su definisani kao

{Γ}λ µν =

{
α

βγ

}
:=

1

2
gλκ(∂µgνκ + ∂νgµκ − ∂κgµν). (1.11)

Sa {∇} označavamo kovarijantni izvod sa Levi-Civita konekcijom, tojest

{∇}µvλ := ∂µv
λ + {Γ}λ µνvν .

Torziju definǐsemo kao
T λµν := Γλµν − Γλνµ (1.12)

i kontorziju kao

Kλ
µν :=

1

2

(
T λµν + T λ

µ ν + T λ
ν µ

)
. (1.13)

Torziju možemo izraziti preko kontorzije kao

T λµν = Kλ
µν −Kλ

νµ .

Levi-Civita konekcija {Γ} i puna konekcija Γ su povezane kao

Γλµν = {Γ}λµν +Kλ
µν . (1.14)

Za konekciju Γ kažemo da je metrički kompatibilna ako je ∇g ≡ 0, tojest

∇λgµν = ∂λgµµ − Γκλµgκν − Γκλνgµκ = 0. (1.15)

Nemetričnost Q definǐsemo kao

Qµαβ := ∇µgαβ. (1.16)

Tenzor krivine je definisan pomoću afine konekcije kao

Rκ
λµν := ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + ΓκµηΓ

η
νλ − ΓκνηΓ

η
µλ, (1.17)

Ricci krivina kao
Ricλν := Rκ

λκν , (1.18)

skalarna krivina kao
R := Ricκκ (1.19)
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i bez traga Ricci krivina kao

Ric := Ric− 1

4
Rg.

Weylovu krivinu označavamo sa W . Weylova krivina je ireducibilni dio kri-
vine odereden uslovima

Rκλµν = Rµνκλ,

εκλµνRκλµν = 0, (1.20)

Ric = 0.

Primjedba 1.4.1. Torzija i krivina mogu biti zapisane i u anholonomičnoj
notaciji koja se razlikuje od holonomične notacije korǐstene u ovoj disertaciji.
Torziju definǐsemo kao

Tα := Dϑα =
1

2
Tij

αdxi ∧ dxj

a krivinu kao

Rαβ := dΓαβ − Γαγ ∧ Γγβ =
1

2
Rij

αβdxi ∧ dxj,

pri čemu su ϑα ortonormalni okvir i Γα
β linearna konekcija. Za vǐse o anho-

lonomičnoj notaciji krivine i torzije vidi [13].

Indekse dižemo i spuštamo na standardni način, tojest gαβv
β = vα, g

αβvβ =
vα. Djelovanje Hodgeove zvjezdice na antisimetrični tenzor reda q definǐsemo
kao

(∗Q)µq+1...µ4 := (q!)−1
√
| det g| Qµ1...µqεµ1...µ4 , (1.21)

pri čemu je ε totalno antisimetrična veličina i ε0123 := +1. Kada Hodgeovu
zvjezdicu primijenjujemo na krivinu moramo izabrati da li djelujemo na prvi
ili drugi par indeksa, pa zbog toga uvodimo dva različita operatora: lijevu
Hodgeovu zvjezdicu

(∗R)κλµν :=
1

2

√
| det g| εκ′λ′κλ Rκ′λ′µν (1.22)

i desnu Hodgeovu zvjezdicu

(R∗)κλµν :=
1

2

√
| det g| Rκλµ′ν′ ε

µ′ν′
µν . (1.23)

Za skalarnu funkciju f : M → R kraće pǐsemo∫
f :=

∫
f
√
|detg|dx0dx1dx2dx3, detg := det(gµν).
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1.4.1 Ireducibilni dijelovi torzije i krivine

U ovoj sekciji dajemo detalje o ireducibilnim dijelovima torzije i krivine gdje
uglavnom pratimo izlaganje iz [72, 99, 101].

Ireducibilni dijelovi torzije

Pod Lorentzovom grupom, torzija T sa svoje 24 nezavisne komponente, može
biti ireducibilno razložena na tri dijela. Prema [51, 99], ireducibilni dijelovi
torzije su

T (1) = T − T (2) − T (3), (1.24)

T (2)
λµν = gλµvν − gλνvµ, (1.25)

T (3) = ∗w, (1.26)

gdje su

vν =
1

3
T λλν , wν =

1

6

√
| det g|T κλµεκλµν . (1.27)

Dijelovi T (1), T (2) i T (3) se nazivaju tenzorska torzija sa 16 nezavisnih kompo-
nenti, trag torzija sa 4 nezavisne komponetne i aksijalna torzija sa 4 nezavisne
komponetne.

Djelovanje Hodgeove zvjezdice na torziju definǐsemo kao

(∗T )λµν :=
1

2

√
| det g|Tλξη εξηµν . (1.28)

Hodgeova zvjezdica preslikava tenzorsku torziju u tenzorsku torziju, torziju
bez traga u aksijalnu torziju i aksijalnu torziju u torziju bez traga:

(∗T )(1) = ∗(T (1)),

(∗T )(2)λµν = gλµwν − gλνwµ,
(∗T )(3) = − ∗ v. (1.29)

Ovakvo razlaganje torzije podrazumijava realnu torziju i Lorentzovu metriku.

Primjedba 1.4.2. Preslikavanje Hodgeovom zvjezdicom koje se pojavljuje
na desnoj strani formula (1.26) i (1.29) je standardna Hodgeova zvjezdica
(1.21) i razlikuje se od Hodgeove zvjezdice na torzijama (1.28).

Koristeći se formulama (1.12), (1.13) i (1.24)-(1.26), dobijamo ireduci-
bilno razlaganje kontorzije

K(1) = K −K(2) −K(3),

K(2)
λµν = gλµvν − gνµvλ,

K(3) =
1

2
∗ w,
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pri čemu su

vν =
1

3
Kλ

λν , wν =
1

3

√
| det g|Kκλµεκλµν .

Ireducibilni dijelovi torzije i kontorziju su povezani kao1

T (1)
κλµ = K(1)

λκµ, T
(2)

κλµ = K(2)
λκµ, T

(3)
κλµ = 2K(3)

κλµ.

Ireducibilni dijelovi krivine - prva verzija

U ovoj sekciji prezentujemo jedno razlaganja tenzora krivine generisane opštom
afinom konekcijom, gdje pratimo izlaganje iz [99]. Sa R označavamo 96-
dimenzionalni vektorski prostor realnih 4-tenzora Rκ

λµν . Krivina generisana
sa opštom afinom konekcijom ima samo jednu antisimetriju koja zadovoljava
uslov

Rκ
λµν = −Rκ

λνµ. (1.30)

Neka je g Lorentzova metrika u svakoj tački x ∈ M i neka je O(1, 3)
odgovarajuća Lorentzova grupa. Vektorski prostor R se razlaže u direktnu
sumu jedanaest potprostora koji su invarijantni i ireducibilni pod akcijom
O(1, 3), vidi [51]. Prema Vassilievu [99], imamo ortogonalnu dekompoziciju
R = R+ ⊕R− gdje je

R± = {R ∈ R|Rκλµν = ±Rλκµν}

i dim R+ = 60 i dim R− = 36. Potprostori R+ i R− se dalje razlažu na pet i
šest ireducibilnih potprstora, respektivno. Vektorski prostor R− je vektorski
prostor krivina generisanih sa sa metrički kompatibilnim konekcijama i mogu

se zapisati kao R− =
⊕
a,b=±

R−ab gdje su

R−ab = {R ∈ R−|RT = aR, ∗R∗ = bR},

i pri čemu je preslikavanje R → RT definisano sa (RT )κλµν := Rµνκλ endo-
morfizam u R−. Preslikavanje R → RT se naziva transpozicija i takozvano
double duality preslikavanje R→ ∗R∗ je definisano sa

∗R∗ := (∗R)∗ = ∗(R∗),

pri čemu su R → ∗R i R → R∗ lijeva Hodgeova zvjezdica (1.22) i desna
Hodgeova zvjezdica (1.23), respektivno.

1Primijetiti poredak indeksa.
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Primjedba 1.4.3. Potprostori R−++, R−+−, R−−+ i R−−− su medusobno or-
togonalni i njihove dimezije su dim R−++ = dim R−−+ = 9, dim R−+− = 12 i
dim R−−− = 6. Potprostori R−++, R−−+, R−−− su ireducibilni i jedini potprostor
koji se dalje razlaže je R−+− kao

R−+− = Rscalar ⊕RWeyl ⊕Rpseudoscalar.

Potprostore R−++, Rscalar, RWeyl, Rpseudoscalar, R−−+, R−−− označavamo sa
R(j), j = 1, . . . , 6, respektivno.

Opisano razlaganje pretpostavlja realnu krivinu i Lorentzovu metriku.
Eksplicitne formule za šest dijelova krivine generisane sa metrički kompati-
bilnim konekcijama su

R(1) =
1

2
(gκµRicλν − gλµRicκν − gκνRicλµ + gλνRicκµ), (1.31)

R(2) =
1

12
(gκµgλν − gλµgκν)R, (1.32)

R(3) = R̄−R(1) −R(2) −R(4), (1.33)

R(4) = − 1

24

√
| det g| εκλµνR̆, (1.34)

R(5) = R̂−R(6), (1.35)

R(6) =
1

2
(gκµR̂icλν − gλµR̂icκν − gκνR̂icλµ + gλνR̂icκµ, (1.36)

gdje su

R̄κλµν =
1

4
(Rκλµν −Rλκµν +Rµνκλ −Rνµκλ),

R̂κλµν =
1

4
(Rκλµν −Rλκµν −Rµνκλ +Rνµκλ),

Ricλν = R̄κ
λκν , R = Ric

λ
λ = Rκλ

κλ, Ricλν = Ricλν −
1

4
gλνR,

R̂ic = R̂κ
λκν , R̆ =

√
| det g|εκλµνR̄κλµν =

√
| det g|εκλµνRκλµν .

Primijetimo da u Riemannovom slučaju krivina ima samo tri ireducibilna
dijela R(1), R(2) i R(3).

Ireducibilni dijelovi krivine - druga verzija

Vektorski prostor R se može razložiti i na drugačiji način, prateći izlaganje
iz [72, 101]. Potprostori vektorskog prostora R su:

• dva potprostora dimenzije 1 koje označavamo sa R(1) and R(1)
∗ ,
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• tri potprostora dimenzije 6 koje označavamo sa R(6,l), (l = 1, 2, 3),

• četiri potprostora dimenzije 9 koje označavamo sa R(9,l) and R(9,l)
∗ ,

(l = 1, 2),

• jedan potprostor dimenzije 10 kojeg označavamo sa R(10), and

• jedan potprostor dimenzije 30 kojeg označavamo sa R(30).

Za dva potprostora kažemo da su izomorfna ako postoji linearna bijekcija
izmedu njih koja komutira sa akcijom O(1, 3). Postoje tri grupe izomorfnih
potprostora a to su

{R(6,l), l = 1, 2, 3}, {R(9,l), l = 1, 2}, {R(9,l)
∗ , l = 1, 2}.

Ekplicitne formule za ireducibilne potprostore dimenzije manje od 10 su:

(a) u potprostoru R(1) ekplicitna formula za krivinu je

Rκλµν = a1(gκµgλν − gκνgλµ)R, (1.37)

(b) u potprostoru R(1)
∗ eksplicitna formula za krivinu je

(R∗)κλµν = a∗1(gκµgλν − gκνgλµ)R∗, (1.38)

(c) u potprostorima R(6,l), (l = 1, 2, 3) ekplicitna formula za krivinu je

Rκλµν = a6l1(gκµA(l)
λν − gκνA(l)

λµ) + a6l2(gλµA(l)
κν − gλνA(l)

κµ)

+ a6l3gκλA(l)
µν , (1.39)

(d) u potprostorima R(9,l), (l = 1, 2) ekplicitna formula za krivinu je

Rκλµν = a9l1(gκµS(l)
λν − gκνS(l)

λµ) + a9l2(gλµS(l)
κν − gλνS(l)

κµ), (1.40)

(e) u potprostorima R(9,l)
∗ , (l = 1, 2) ekplicitna formula za krivinu je

(R∗)κλµν = a∗9l1(gκµS(l)
∗ λν−gκνS

(l)
∗ λµ)+a∗9l2(gλµS(l)

∗ κν−gλνS
(l)
∗ κµ), (1.41)

gdje su a1 = a∗1 = 1/12 i

(a6lm) =

 5/12 −1/12 −1/6
−1/12 5/12 −1/6
−1/12 −1/12 1/3

 , (a9lm) = (a∗9lm) =

(
3/8 −1/8
−1/8 3/8

)
.

16



Skalari R,R∗ i tenzori A(l),S(l),S(l)
∗ koji se pojavljuju u formulama (1.37)-

(1.41) su izraženi preko tenzora krivine R preko sljedećih formula:

R := Rκλ
κλ,

Ric(1)µν := Rκ
µκν , Ric(2)µν := R κ

µ κν ,

Ric(1) := Ric(1) − 1

4
Rg, Ric(2) := Ric(2) +

1

4
Rg,

S(l)
µν :=

Ric(l)µν +Ric(l)νµ
2

, A(l)
µν :=

Ric(l)µν −Ric(l)νµ
2

, (l = 1, 2)

A(3)
µν := Rκ

κµν ,

i

R∗ := (R∗)κλκλ,

Ric(1)∗ µν := (R∗)κµκν , Ric(2)∗ µν := (R∗) κ
µ κν ,

Ric(1)∗ := Ric(1)∗ −
1

4
R∗g, Ric(2)∗ := Ric(2)∗ +

1

4
R∗g,

S(l)
∗ µν :=

Ric(l)∗ µν +Ric(l)∗ νµ

2
, A(l)

∗ µν :=
Ric(l)∗ µν −Ric

(l)
∗ νµ

2
, (l = 1, 2)

A(3)
∗ µν := (R∗)κκµν .

Primjedba 1.4.4. Primijetimo da su tenzor Ric(1)µν i Ricci tenzor (1.18)
ekvivalentni.

Primjedba 1.4.5. Tenzori A(l)
∗ se ne pojavljuju u formulama (1.37)-(1.41).

Razlog je taj što tenzori A(l) i A(l)
∗ nisu nezavisni i tenzori A(l) su linearne

kombinacije Hodgeovih duala tenzora A(l)
∗ i obrnuto, vidi [101]. Zato možemo

pisati

A(1)
∗ = α1 ∗ A(1) + α2 ∗ A(2), (1.42)

A(2)
∗ = β1 ∗ A(1) + β2 ∗ A(2), (1.43)

gdje su α1, α2, β1, β2 proizvoljni realni skalari.

Potprostor R(10) je potprostor krivina R takav da su svi mogući tragovi
jednaki nula, tojest

Rκ
λκν = (R∗)κλκν = 0, R κ

µ κν = (R∗) κ
µ κν = 0, Rκ

κµν = 0 (1.44)

i Rκλµν = −Rλκµν . Potprostor R(30) je potprostor krivina R takav da zadovo-
ljava relacije (1.44) i Rκλµν = Rλκµν . Koristeći opisane potprostore, prostor
R ima sljedeće razlaganje:

R = R(1) ⊕R(1)
∗ ⊕3

i=1 R(6,l) ⊕2
i=1 R(9,l) ⊕2

i=1 R(9,l)
∗ ⊕R(10) ⊕R(30)
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a to znači da proizvoljni element R ∈ R jedinstveno može biti zapisan kao

R = R(1) +R(1)
∗ +

3∑
l=1

R(6,l) +
2∑
l=1

R(9,l) +
2∑
l=1

R(9,l)
∗ +R(10) +R(30),

koristeći formule (1.37)-(1.41).

Primjedba 1.4.6. Potprostore R(1), R(1)
∗ , R(10), R(30) nazivamo jednostav-

nim jer nisu izomorfni nijednom drugom potprostoru. U skladu sa tim, i
ireducibilne dijelove R(1), R

(1)
∗ , R(10), R(30) nazivamo jednostavnim.

1.4.2 O Levi-Civita tenzoru

Veoma često korǐsten tenzor u linearnoj algebri, tenzorskoj analizi i diferen-
cijalnoj geometriji je takozvani Levi-Civita tenzor.

Definicija 1.4.7. Levi-Civita tenzor je definisan kao

εκλµν :=
√
| det g|εκλµν , (1.45)

gdje je εκλµν totalno antisimetrična veličina i ε0123 = +1.

Primjedba 1.4.8. U ovoj disertaciji uglavnom koristimu metriku Minkow-
skog gµν = diag(+1,−1,−1,−1) i pp-metriku (2.1), čije su determinante
jednake 1, pa u ta dva slučaja Levi-Civita tenzor (1.45) je totalno antisime-
trična veličina εκλµν .

Lema 1.4.9. Kovarijantni izvod Levi-Civita tenzora jednak je nuli, tojest

∇ξεκλµν = 0. (1.46)

Dokaz. Budući da je tenzor εκλµν po definiciji totalno antisimetričan, dovoljno
je izračunati ∇ξε0123. Koristeći definiciju kovarijantnog izvoda (1.10), imamo

∇ξε0123 = ∂ξε0123 − Γηξ0εη123 − Γηξ1ε0η23 − Γηξ2ε01η3 − Γηξ3ε012η

= ∂ξε0123 − Γ0
ξ0ε0123 − Γ1

ξ1ε0123 − Γ2
ξ2ε0123 − Γ3

ξ3ε0123

= ∂ξε0123 −
√
| det g|Γηξη.

Parcijalni izvod je

∂ξε0123 = ∂ξ(
√
| det g|)ε0123 +

√
| det g|∂ξ(ε0123)

=
1

2

1√
| det g|

∂ξ| det g| =
√
| det g|{Γ}ηξη
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jer je {Γ}ηξη =
∂ξ| det g|
2| det g|

. Dakle, koristeći formulu, dobijamo (1.14),

∇ξε0123 =
√
| det g|{Γ}ηξη −

√
| det g|Γηξη = −

√
| det g|Kη

ξη.

Tenzor kontorzije K je antisimetričan po prvom i trećem indeksu i budući da
imamo kontrakciju po ova dva indeksa, on je jednak nuli, odakle dobijamo
(1.46). 2

Primjedba 1.4.10. Direktna izračunavanja pokazuju da antisimetrična veličina
εκλµν zadovoljava sljedeće identitete:

εκλµνε
κλµν = −4!, (1.47)

εκλµνε
ηλµν = −3! δκ

η, (1.48)

εκλµνε
ηξµν = −2! (δκ

ηδλ
ξ − δκξδλη), (1.49)

εκλµνε
ηξζν = −(δκ

ηδλ
ξδµ

ζ + δκ
ξδλ

ζδµ
η + δκ

ζδλ
ηδµ

ξ

− δκηδλζδµξ − δκξδληδµζ − δκζδλξδµη). (1.50)

Levi-Civita tenzor se takoder pojavljuje u eksplicitnoj formuli (B.3) za
dio krivine R(5). Veza izmedu Levi-Civita tenzora (1.45) i Weylove krivine je
veoma interesantna. Poznato je da je proizvod Levi-Civita tenzora i Weylove
krivine sa četiri kontrakcije jednak nuli, vidi (1.20). Interesantno je vidjeti
šta se dešava u nekim drugim slučajevima pri kontrakciji Levi-Civita tenzora
i Weylovog tenzora.

Lema 1.4.11. Levi-Civita tenzor i Weylov tenzor su povezani na sljedeći
način:

εκλµνWκληξ = 2εκλµνWκηλξ, (1.51)

εκλµνWκλµξ = 0. (1.52)

Dokaz. Koristeći poznati Bianchijev identitet za Weylovu krivinu

Wκληξ +Wκηξλ +Wκξλη = 0,

dobijamo
εκλµν(Wκληξ +Wκηξλ +Wκξλη) = 0.

Preimenovanjem nekih indeksa, koristeći antisimetriju veličine εκλµν i ko-
risteći dobro poznate osobine Weylovog tenzora, dobijamo

εκλµνWκληξ = −εκλµνWκηξλ − εκλµνWκξλη = 2εκλµνWκηλξ,

što nam daje (1.51).
Kontrakcijom indeksa µ i η u (1.51) i koristeći osobine antisimetrije

Weylovog tenzora dobijamo εκλµνWκλµξ = 0, što je upravo (1.52). 2
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1.4.3 Spinorski formalizam

U ovoj sekciji prezentujemo spinorski formalizam korǐsten u ovoj disertaciji
te koristimo formalizam uveden u [72, 74, 77].

Definicija 1.4.12. ‘Metrički spinor’ je definisan kao

εab = εȧḃ = εab = εȧḃ =

(
0 1
−1 0

)
, (1.53)

gdje prvi indeks označava broj vrste a drugi indeks broj kolone.

Spinorske indekse dižemo i spuštamo koristeći formule

ξa = εabξb, ξa = εabξ
b, ηȧ = εȧḃηḃ, ηȧ = εȧḃη

ḃ. (1.54)

U ovom izboru spinora ‘kontravarijantni’ i ‘kovarijantni’ metrički spinori
su podignuta i spuštena verzija jedni drugih, tojest εab = εacεcdε

bd i εab =
εacε

cdεbd. Takoder, spinorski unutrašnji proizvod je invarijantan pod operaci-
jom dizanja i spuštanja indeksa, tojest (εacξ

c)(εadηd) = ξaηa. Ali uzastopno
podizanje i spuštanje jednog spinorskog indeksa dovodi do promjene znaka,
tojest εabε

bcξc = −ξa.

Definicija 1.4.13. Neka je v realni vektorski prostor Hermitskih 2× 2 ma-
trica σaḃ. Paulijeve matrice σαaḃ, α = 0, 1, 2, 3, su baza u prostoru v koje

zadovoljavaju σαaḃσ
βcḃ + σβaḃσ

αcḃ = 2gαβδa
c pri čemu je

σαaḃ := εacσαcḋε
ḃḋ. (1.55)

Primjedba 1.4.14. U svakoj tački mnogostrukosti M Paulijeve matrice su
definisane jedinstveno do Lorentzove transformacije.

Definicija 1.4.15. Paulijeve matrice drugog reda su

σαβac :=
1

2

(
σαaḃε

ḃḋσβcḋ − σβaḃε
ḃḋσαcḋ

)
, (1.56)

pri čemu je ε metrički spinor (1.53).

Ove matrice su polarizovane, tojest

∗σ = ±iσ, (1.57)

i zavise od orijentacije Paulijevih matrica σαaḃ, α = 0, 1, 2, 3.
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Definicija 1.4.16. Kovarijantni izvod spinorskog polja definǐsemo kao

∇µξ
a = ∂µξ

a + Γaµbξ
b, ∇µξa = ∂µξa − Γbµaξb,

∇µη
ȧ = ∂µη

ȧ + Γ̄ȧµḃη
ḃ, ∇µηȧ = ∂µηȧ − Γ̄ḃµȧηḃ,

gdje je Γ̄ȧµḃ = Γaµb.

Eksplicitne formule za spinorske koeficijente Γaµb se mogu izvesti iz sljedeća
dva uslova:

∇µε
ab = 0, ∇µj

α = σαaḃ∇µζ
aḃ, (1.58)

gdje je ζ proizvoljni miješano 2-spinorsko polje i jα := σαaḃζ
aḃ odgovarajuće

vektorsko polje. Uslovi (1.58) daju sistem linearnih algebarskih jednačina po
Re Γaµb, Im Γaµb čije je jedinstveno rješenje dato sa

Γaµb =
1

4
σα

aċ
(
∂µσ

α
bċ + Γαµβσ

β
bċ

)
. (1.59)

1.5 Predstavljanje Diracovog operatora bez

mase

Diracov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom pros-
toru i njegove svojstvene vrijednosti fizikalno se mogu interpretirati kao ener-
getski nivoi te čestice bez mase. Koristeći Diracov operator bez mase, vidi
Sekciju 3.2, Diracova jednačina bez mase se može dobiti variranjem akcije
(3.12) po spinoru ξ. Kao što smo pokazali u Sekciji 2.4, spinorsko polje
koje odreduje kompleksificiranu krivinu aksijalnih torzijskih talasa predstav-
ljenih u Sekciji 2.2.2 je egzaktno rješenje Diracove jednačine bez mase, vidi
Lemu 2.4.2. Istu situaciju smo imali i u slučaju čisto tenzorskih torzijskih
talasa predstavljenih u Sekciji 2.2.1. Time imamo jednu vezu izmedu gene-
raliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom i polja neutrina bez mase.

Primjedba 1.5.1. U ovoj disertaciji, kada posmatramo rješenja Diracove
jednačine bez mase, radimo u standardnim gravitacionim postavkama četvero–
dimenzionalnog prostora za razliku od trodimenzionalnog prostora kada ra-
dimo spektralnu analizu Diracovog operatora bez mase.

Neka je M trodimenzionalna povezana kompaktna orijentisana mnogos-
trukost snabdjevena sa Riemannovom metrikom g. Diracov operator bez
mase, vidi Definiciju 3.2.1, je matrični operator

W = −iσα
(

∂

∂xα
+

1

4
σβ

(
∂σβ

∂xα
+

{
β

αγ

}
σγ
))

.
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Prema našim saznanjima, svojstvene vrijednosti Diracovog operatora su eks-
plicitno izračunate u slučaju jediničnog torusa T3 snabdjeven sa Euclidovom
metrikom i jedinične sfere S3 snabdjevene sa standardnom metrikom koja
je restrikcija Euclidske metrike sa R4 na S3. Ispostavlja se da je u ova dva
slučaja spektar Diracovog operatora bez mase simetričan. S druge strane,
prema [3, 4, 5, 6], za opštu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu mno-
gustrukost (M, g) nema fizikalnog razloga da spektar Diracovog operatora
bez mase bude simetričan. Spektralna simetrija bi značila da u ova dva pri-
mjera neutrino bez mase i antineutrino bez mase imaju iste osobine. Zbog
toga smo zainteresovani u detaljniju spektralnu analizu Diracovog operatora
bez mase i kreiranje spektralne asimetrije.

Primarno posmatramo jedinični torus T3 snabdjeven sa Euclidskom me-
trikom. U tom slučaju, spektar Diracovog operatora bez mase je ovakav:
nula je svojstvena vrijednost mnogostrukosti dva i za svaki m ∈ Z3 \ {0}
svojstvene vrijednosti su ±‖m‖. Naš cilj jeste da razbijemo ovu spektralnu
simetriju koristeći perturbacije Euclidske metrike, vidi Sekciju 3.4 i da izve-
demo asimptotske formule za svojstvene vrijednosti λ = ±1 po stepenima
malog perturbacijskog parametra ε. Za svojstvenu vrijednost λ = 0 Dira-
covog operatora bez mase asimptotska formula je dobijena u [24]. U istom
radu autori odreduju uslove pod kojim je moguće dobiti spektralnu asime-
triju u tom slučaju. Takoder, autori daju dva eksplicitna primjera pertur-
bacija Euclidske metrike za koje svojstvene vrijednosti Diracovog operatora
bez mase na polugustinama (3.20) mogu biti eksplicitno izračunate. Jedan
primjer je kvadratne zavisnosti a drugi kvartične zavisnosti o parametru ε.

Slično pristupu u [24], u ovoj disertaciji izvodimo asimptotske formule za
svojstvene vrijednosti ±1 u aksisimetričnom slučaju, vidi Primjedbu 3.5.2.
Pokazujemo da spektralnu simetriju nije moguće razbiti na linearnom članu,
vidi Primjedbu 3.5.9 i odredujemo perturbacije Euclidske metrike za koje je
moguće dobiti spektralnu asimetriju, vidi Primjedbu 3.5.11.

Naš cilj u bliskoj budućnosti jeste da kreiramo spektralnu asimetriju u
slučaju jedinične sfere S3 snabdjevene sa standardnom metrikom koja je res-
trikcija Euclidske metrike sa R4 na S3.

1.6 Glavni rezultati disertacije

U ovoj sekciji kratko prezentujemo glavne rezultate ove disertacije. U cilju
konstrukcije novog ne-Riemannovog rješenja kvadratne metrički afine gravi-
tacije, posmatramo generalizacije klasičnih pp-talasa na metrički kompati-
bilna prostorvremena čija konekcija nije Levi-Civita. Cijelo Poglavlje 2 je
posvećeno generaliziranjima pp-talasa dodavanjem torzije. Naša nova gene-
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ralizacija pp-talasa je predstavljena u Sekciji 2.2.2, gdje prezentujemo pros-
torvrijeme čija je torzija čisto aksijalna i gdje navodimo njegove osnovne
osobine. Koristimo poseban izbor lokalnih koordinata gdje pp-metrika može
biti zapisana kao

ds2 = 2 dx0 dx3 − (dx1)2 − (dx2)2 + f(x1, x2, x3) (dx3)2

u lokalnim koordinatama (x0, x1, x2, x3). Zatim definǐsemo generalizirani pp-
talas sa čisto aksijalnom torzijom kao metrički kompatibilno prostorvrijeme
sa pp-metrikom i torzijom

T := ∗A,

pri čemu je A realno vektorsko polje definisano sa A = k(ϕ) l, gdje je k :
R 7→ R proizvoljna realna funkcija i l je paralelni vektor svjetlosnog tipa
lµ = (1, 0, 0, 0). Torzija definisana na takav način je čisto aksijalna, vidi
Lemu 2.2.9, te u našim lokalnim koordinatama može biti zapisana kao

Tκµν = k(x3)lαεακµν .

Eksplicitna formula za krivinu u našim lokalnim koordinatama je

Rαβγδ = −1

2
(l ∧ ∂)αβ (l ∧ ∂)γδf +

2∑
i,j=1

rij(l ∧mi)αβ(l ∧mj)γδ,

gdje su r11 = r22 =
1

4
(k(x3))2, r12 = −r21 = ±1

2
k′(x3), mµ = (0, 1,∓i, 0),

m1 = Re(m) i m2 = Im(m).
Jedan od glavnih rezultata ove disertacije je sljedeća

Teorema 1.6.1. Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rješenja sistema (1.2), (1.3) u slučaju (1.7).

Da bi dokazali da generalizirani pp-talasi jesu rješenja sistema (1.2), (1.3)
u slučaju (1.7), prvo eksplicitno zapisujemo ove jednačine u formi (2.47)
i (2.48), koje su već dobro poznate, vidi naprimjer [53]. Zatim, koristeći
(2.8), specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), kao i formule za krivinu
(2.40), (2.41), torziju (2.35) i krivinu generisanu torzijom (2.43) direktnim
uvrštavanjem dokazujemo da su jednačine (2.47) i (2.48) zadovoljene.

Drugi glavni rezultat je sljedeća

Teorema 1.6.2. Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rješenja sistema (1.2), (1.3) u slučaju (1.4).
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Da bi dokazali Teoremu 1.6.2, jednačine polja (1.2), (1.3) zapisujemo
eksplicitno pod odredenim pretpostavkama, vidi Sekciju 2.3.1. Zatim doka-
zujemo da su jednačine polja zadovoljene direktnom zamjenom eksplicitnih
formula za ireducibilne dijelove torzije i krivine generaliziranih pp-talasa, vidi
Sekciju 2.3.4.

Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom i paralelnom Ricci
krivinom imaju svoju fizikalnu interpretaciju, kao što je pokazano u Sek-
ciji 2.4. Spinorsko polje ξ, koje potpuno odreduje kompleksificiranu krivinu
generaliziranih pp-talasa, zadovoljava Diracovu jednačinu bez mase. Ak-
sijalna torzija je ireducibilni dio torzije koji se obično koristi za modelo-
vanje neutrina bez mase, vidi [20], ili elektrona, vidi [16], putem Cosserat
elastičnosti. U Sekciji 2.4 poredimo generalizirane pp-talase sa čisto aksijal-
nom torzijom kao nova vakuumska rješenja kvadratne metrički afine gravita-
cije sa rješenjima Einstein-Weylove teorije. Zaključujemo da su generalizirani
pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom veoma
slični rješenju pp-tipa Einstein-Weylovog modela i predlažemo da generali-
zirani pp-talasi za čisto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom
predstavljaju metrički afini model za neutrino bez mase.

Dalje, u Poglavlju 3, zainteresovani smo za vǐse matematički pristup i
analizu Diracovog operatora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti.
Kao što smo naglasili u Sekciji 1.5, fizikalno interpretirano, Diracov operator
bez mase opisuje neutrino bez mase. Posmatramo jedinični torus T3 snab-
djeven sa Euclidskom metrikom gdje je spektar izračunat eksplicitno. Ispos-
tavlja se da je u tom slučaju spektar simetričan oko nule. Naša zabrinutost
oko spektralne simetrije leži u tome da za opštu orijentisanu Riemannovu
trodimenzionalnu mnogostrukost (M, g) nema fizikalnog razloga da spektar
Diracovog operatora bez mase bude simetričan. Zato je naš cilj da kreiramo
spektralnu asimetriju. Za kreiranje spektralne asimetrije možemo izabrati
jedan od dva načina: da posmatramo trodimenzionalne mnogostrukosti za
ravnom metrikom ali netrivijalnom topologijom kao u [81] ili trivijalnom to-
pologijom sa perturbovanom metrikom kao u [24]. Mi smo se odlučili za
drugi način.

Naš treći glavni rezultat je sljedeća

Teorema 1.6.3. Pod odredenim perturbacijama Euclidske metrike, možemo
dobiti spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase (u aksisimetričnom
slučaju) na jediničnom 3-torusu.

U dokazivanju Teoreme 1.6.3, posmatramo perturbacije Euclidske metrike

gαβ(x; ε) = δαβ + εhαβ(x) +
ε2

4
kαβ(x) +O(ε3),
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pri čemu je ε mali pozitivni parametar. Koristeći perturbacijsku teoriju za
Diracov operator bez mase, vidi Sekciju 3.4, eksplicitno izvodimo asimptot-
ske formule za svojstvene vrijednosti λ = ±1 Diracovog operatora bez mase
u aksisimetričnom slučaju (3.57). Asimptotske formule preko elemenata per-
turbacijskih matrica hαβ i kαβ su date u Teoremi 3.5.7. Analizirajući ove
asimptotske formule, vidimo da je pod odredenim perturbacijama Euclidske
metrike moguće dobiti spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase
u aksisimetričnom slučaju, vidi Primjedbu 3.5.9 i Primjedbu 3.5.11.

1.7 Struktura disertacije

Ova disertacija ima sljedeću strukturu:

• U Poglavlju 2 se bavimo sa novim rješenjima kvadratne metrički afine
gravitacije i ovo poglavlje je podijeljeno u nekoliko sekcija. U Sekciji 2.1
prezentujemo klasične pp-talase i navodimo njihove osnovne osobine. U
Sekciji 2.2 se bavimo sa generalizacijama klasičnih pp-talasa proširujući
klasične pp-talase na metrički kompatiblna prostorvremena sa torzijom.
Predstavljamo generalizirane pp-talse sa čisto tenzorskom torzijom i
generalizirane pp-talase sa čisto aksijalnom torzijom te navodimo nji-
hove osnovne osobine. U Sekciji 2.3 koristimo generalizirane pp-talase
sa čisto aksijalnom torzijom opisane u Sekciji 2.2 kako bi prezento-
vali novo rješenje kvadratne metrički afine gravitacije. U Sekciji 2.4
opisujemo matematičko i fizikalno značenje novih rješenja. Poredimo
nova rješenja kvadratne metrički afine gravitacije sa rješenjima pp-tipa
Einstein-Weylove teorije koja opisuje interakcije izmedu gravitacionih
polja i polja neutrina bez mase.

• U Poglavlju 3 se bavimo sa spektralnom analizom Diracovog opera-
tora bez mase na trodimenzionalnoj mnogostrukosti. U Sekciji 3.1
dajemo pregled opštih osobina eliptičnog samoadjungovanog diferen-
cijalnog operatora prvog reda. U Sekciji 3.2 prezentujemo Diracov
operator bez mase sa njegovim osnovnim osobinama. U Sekciji 3.3
se bavimo sa spektrom Diracovog operatora bez mase sa posebnim os-
vrtom na proučavanje spektralne funkcije i funkcije brojanja Diracovog
operatora bez mase. U Sekciji 3.4 razvijamo perturbacijsku teoriju za
Diracov operator bez mase korǐstenu u ovoj disertaciji. U Sekciji 3.5
se bavimo sa spektralnom asimetrijom Diracovog operatora bez mase
što je i glavni predmet izučavanja u Poglavlju 3. U ovoj sekciji pre-
zentujemo naše nove rezultate dobijene u vezi spektralne asimetrije
Diracovog operatora bez mase.
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• U dodacima dajemo pomoćne matematičke činjenice i izračunavanja
koja su korǐstena za dobijanje razultata ove disertacije. U Dodataku A
detaljno izvodimo Einsteinove jednačine i Yang-Millsove jednačine. U
Dodatku B dajemo izvodenje Bianchijevog identiteta za krivinu koji
je korǐsten za dobijanje eksplicitnog oblika jednačina polja datih u
Sekciji 2.3. U Dodatku C dajemo eksplicitne varijacije po metrici
odredenih kvdratnih formi krivine koji se korǐstene za dobijanje eks-
plicitnog oblika jednačina polja. Konačno, Dodatak D sadrži detaljan
račun za koeficijente u asimptotskoj ekspanziji svojstvenih vrijednosti
±1 Diracovog operatora bez mase.
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Poglavlje 2

Nova rješenja kvadratne
metrički afine gravitacije

2.1 Klasični pp-talasi

PP-talasi su veoma bitna familija egzaktnih rješenja Einsteinovih jednačina
polja i veoma poznata prostorvremena u generalnoj relativnosti. Brinkmann
[14] ih je predstavio još 1923. godine , a poslije toga ponovo su otkriveni
od strane nekoliko autora. Peres [80] je interpretitrao metrike pp-talasa kao
metrike koje predstavljaju gravitacione talase. Kao što naglašava Baykal
[12], metrike pp-talasa mogu se posmatrati kao opis dalekog polja izolovanog
astrofizičkog izvora zračenja gravitacionih talasa. Griffiths [47] i Kramer i
dr. [55] su dali objašnjenje za skraćenicu ‘pp’ kao ‘ravnotalasnih frontalnih
gravitacionih talasa sa paralelnim zracima’. Nedavno je otkriveno od strane
Vassilieva [101] da su pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom rješenja sistema
(1.2), (1.3). Za vǐse informacija o pp-talasima i rješenjima pp-tipa metrički
afine gravitacije vidi [1, 8, 13, 14, 39, 47, 55, 67, 68, 73, 77, 80, 100, 101]. U
ovom poglavlju klasični pp-talasi su korǐsteni za konstrukciju novih rješenja
kvadratne metrički afine gravitacije te uglavnom pratimo izlaganje iz [74, 75].

Definicija 2.1.1. PP-talas je Riemannovo prostorvrijeme čija metrika može
lokalno biti zapisana kao

ds2 = 2 dx0 dx3 − (dx1)2 − (dx2)2 + f(x1, x2, x3) (dx3)2 (2.1)

u nekim lokalnim koordinatama (x0, x1, x2, x3).

Prednost Definicije 2.1.1 je da daje eksplicitnu formulu za metriku pp-
talasa ali nedostatak je to što je vezana za odredeni koordinatni sistem.
Takoder, postoji i definicija pp-talasa koja se ne veže za koordinatni sistem.
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Definicija 2.1.2. PP-talas je Riemannovo prosotrvrijeme koje daje nenes-
tajuće paralelno polje spinora.

Primjedba 2.1.3. Termin paralelno znači da je kovarijantni izvod polja
spinora jednak nuli, vidi Definiciju 1.4.16.

Poznato je, vidi [2, 15], da su Definicija 2.1.1 i Definicija 2.1.2 ekviva-
lentne. Nenestajuće polje spinora koje se pojavljuje u Definiciji 2.1.2 pp-
talasa ćemo označavati sa

χ = χa, (2.2)

i pretpostaviti ćemo da je ovo polje spinora fiksno. Definǐsimo vektor l kao

lα := σαaḃ χ
aχ̄ḃ (2.3)

pri čemu su σα Paulijeve matrice, vidi Definiciju 1.4.13 i Sekciju 1.4.3. Jasno,
l je nenestajuće paralelno realno nulto vektorsko polje. Koristeći vektor l
možemo definisati realnu skalarnu funkciju

ϕ : M → R, ϕ(x) :=

∫
l · dx . (2.4)

Ova funkcija se naziva faza.

Definicija 2.1.4. Za kompleksno vektorsko polje v kažemo da je transver-
zalno ako je lαv

α = 0.

Definicija 2.1.5. Za kompleksno vektorsko polje v kažemo da je ravni talas
ako je vα∇αv

β = 0 za proizvoljno transverzalno vektorsko polje v.

Primjedba 2.1.6. Očigledno, l je transverzalni i ravni talas.

Izbor lokalnih koordinata u kojima pp-metrika ima oblik (2.1) nije jedins-
tven. Naš izbor lokalnih koordinata je takav u kojima su

χa = (1, 0), lµ = (1, 0, 0, 0), mµ = (0, 1,∓i, 0). (2.5)

Sa izborom (2.5), faza (2.4) je eksplicitno data sa ϕ(x) = x3+const. Koristeći
Paulijeve matrice drugog reda (1.56) i polje spinora (2.2) možemo definisati
kompleksnu 2-formu

Fαβ := σαβab χ
aχb. (2.6)

Takoder, (2.6) možemo zapisati kao vanjski proizvod

F = l ∧m, (2.7)
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pri čemu je m kompleksno vektorsko polje koje zadovoljava

mαm
α = lαm

α = lαm
α = 0, mαm̄

α = −2. (2.8)

Ako označimo sa m1 = Re(m) i m2 = Im(m), tada iz (2.8) imamo sljedeće
relacije

lαl
α = m1αm2

α = lαm1
α = lαm2

α = 0, m1αm1
α = m2αm2

α = −1. (2.9)

Primjedba 2.1.7. Očigledno, F je nenestajuća paralelna kompleksna 2-
forma. Primijenjujući Hodgeovu zvjezdicu (1.21) u (2.7) dobijamo ∗F =
±iF . Takoder detF = 0 za izbor (2.5).

Za metriku (2.1), dobijamo ekplicitnu formulu za krivinu klasičnih pp-
talasa

Rαβγδ = −1

2
(l ∧ ∂)αβ (l ∧ ∂)γδf, (2.10)

pri čemu je (l ∧ ∂)αβ := lα∂β − ∂αlβ. Krivina R je linearna po f . Formula
(2.10) može biti zapisana u invarijantnoj formi

R = −1

2
(l ∧∇)⊗ (l ∧∇)f, (2.11)

pri čemu je l ∧∇ := l⊗∇−∇⊗ l. Krivina pp-talasa ima samo dva ireduci-
bilna dijela, vidi Sekciju 1.4.1, a to su (simetrična) Ricci krivina bez traga i
Weylova krivina. Ricci krivina (1.18) je proporcionalna l⊗ l dok je Weylova
krivina linearna kombinacija Re ((l ∧m)⊗ (l ∧m)) i Im ((l ∧m)⊗ (l ∧m)).
U specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), Ricci krivinu i Weylovu
krivinu možemo izraziti kao

Ricµν =
1

2
(f11 + f22) lµlν , (2.12)

Wκλµν =
2∑

j,k=1

wjk(l ∧mj)⊗ (l ∧mk), (2.13)

pri čemu je fαβ := ∂α∂βf i wjk su realni skalari dati sa

w11 =
1

4
(−f11 + f22), w12 = ±1

2
f12, w22 = −w11, w21 = w12.

Cotton tenzor, vidi [40], klasičnih pp-talasa je dat sa

Cλµν = ∇λRicµν −∇µRicλν . (2.14)

U teoriji konformalnih prostora medu glavnim objektima izučavanja su Weylov
tenzor i Cotton tenzor, vidi [40]. Poznato je da u konformalno ravnim pros-
torima Weylov tenzor nestaje i posljedično Cotton tenzor takoder nestaje.
Cotton tenzor je konformalo invarijantan samo u tri dimenzije.

Primijetimo da ako je Ricci krivina paralelna tada Cotton tenzor (2.14)
nestaje.
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2.1.1 Paulijeve matrice za pp-talase

Paulije matrice za pp-metriku (2.1.1) biramo kao

σ0
aḃ =

(
1 0
0 −f

)
, σ1

aḃ =

(
0 1
1 0

)
,

σ2
aḃ =

(
0 ∓i
±i 0

)
, σ3

aḃ =

(
0 0
0 2

)
. (2.15)

Dva izbora Paulijevih matrica razlikuju se po orijentaciji. Kada se radi o
klasičnim pp-talasima izbor orijentacije Paulijevih matrica nije bitan, ali za
generalizirane pp-talase, zbog pojednostavljenja u računu, zgodno je izabrati
orijentaciju Paulijevih matrica da bude uskladena sa znakom u (2.19).

Primjedba 2.1.8. U slučaju f = 0, matrice (2.15) ne postaju standardne
Paulijeve matrice u prostoru Minkowskog, budući da metriku zapisujemo u
obliku (2.1). To je stvar praktičnosti u izračunavanjima.

Paulijeve matrice drugog reda σαβab (1.56) za pp-metriku (2.1) su takoder
antisimetrične po tenzorskim indeksima te zbog toga dajemo samo nezavisne
nenulte komponente. Eksplicitne formule za Paulijeve matrice drugog reda
za pp-metriku (2.1) su

σ01
ab =

(
1 0
0 f

)
, σ02

ab =

(
∓i 0
0 ±if

)
, σ03

ab =

(
0 1
1 0

)
,

σ12
ab =

(
0 ∓i
∓i 0

)
, σ13

ab =

(
0 0
0 2

)
, σ23

ab =

(
0 0
0 ±2i

)
. (2.16)

2.2 Generaliziranje pp-talasa

Kao što smo prethodno naglasili, klasični pp-talasi sa paralelnom Ricci krivi-
nom su rješenja sistema (1.2), (1.3). Budući da su klasični pp-talasi Rieman-
novo prostorvrijeme sa torzijom nula, mi koristimo ova prostorvemena da bi
konstruisali nova rješenja kvadatne metrički afine gravitacije sa torzijom. U
ovoj sekciji predstavljamo generalizacije klasičnih pp-talasa na prostorvre-
mena čija konekcija nije nužno Levi-Civita, ali na veoma odredeni način: mi
i dalje koristimo pp-metriku (2.1) i uvodimo eksplicitno datu torziju. Pred-
stavljamo dva tipa takvih prostorvremena: generalizirane pp-talase sa čisto
tenzorskom torzijom i generalizirane pp-talase sa čisto aksijalnom torzijom.
Prvi su ranije predstavljeni i analizirani u [72, 74, 77], dok su drugi predstav-
ljeni i u odredenoj mjeri analizirani u [75].
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2.2.1 Generalizirani pp-talasi sa čisto tenzorskom tor-
zijom

Ovakva generalizacija klasičnih pp-talasa uradena je od strane Pašića i Va-
ssilieva [77]. U istom radu je pokazano da su generalizirani pp-talasi sa čisto
tenzorskom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom rješenja sistema (1.2),
(1.3) u najopštijem slučaju kada kvadratna forma ima 16 R2 članova (1.6).
Fizikalna interpretacija tih novih rješenja je data od strane Pašića i Bara-
kovića [74]. Ovdje dajemo pregled tih rezultata.

Definicija 2.2.1. Generalizirani pp-talasi sa čisto tenzorskom torzijom je
metrički kompatibilno prostorvrijeme sa pp-metrikom (2.1) i torzijom

T :=
1

2
Re(A⊗ dA), (2.17)

pri čemu je A vektorsko polje oblika

A = h(ϕ)m + k(ϕ) l, (2.18)

koje je ravnotalasno rješenje polarizovane Mawellove jednačine

∗dA = ±i dA. (2.19)

Vektorska polja l i m koja se pojavljuju u (2.18) su definisana u Sekciji 2.1,
h, k : R→ C su proizvoljne funkcije i ϕ je faza (2.4).

Primjedba 2.2.2. Sa {∇} označavamo kovarijantni izvod sa Levi-Civita ko-
nekcijom kojeg treba razlikovati od punog kovarijantnog izvoda ∇ koji sadrži
torziju.

Ova prostorvremena imaju eksplicitne formule za krivinu i torziju. Ova
osobina nije trivijalna činjenica. Krivina generaliziranih pp-talasa je

R = −1

2
(l ∧ {∇})⊗ (l ∧ {∇})f +

1

4
Re
(
(h2)′′ (l ∧m)⊗ (l ∧m)

)
. (2.20)

Primjedba 2.2.3. Krivina generisana Levi-Civita konekcijom i krivina ge-
nerisana torzijom se jednostavno dodaju (uporediti formule (2.11) i (2.20)).

Torzija generaliziranih pp-talasa je

T = Re ((a l + b m)⊗ (l ∧m)) , (2.21)

pri čemu su

a :=
1

2
h′(ϕ) k(ϕ), b :=

1

2
h′(ϕ) h(ϕ). (2.22)
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Torzija može biti i eksplicitnije zapisati u obliku

T =
2∑

j,k=1

tjkmj ⊗ (l ∧mk) +
2∑
j=1

tj l ⊗ (l ∧mj), (2.23)

pri čemu su

t11 = −t22 =
1

2
Re(b), t12 = t21 = −1

2
Im(b), t1 =

1

2
Re(a), t2 = −1

2
Im(a),

i pri čemu su a i b funkcije (2.22).

Primjedba 2.2.4. Torzija (2.17) generaliziranih pp-talasa je čisto tenzorska.
Za dokaz vidi Lemu 2 u [74].

Spinorsko polje (2.2) predstavljeno u Sekciji 2.1 zadovoljava {∇}χ = 0.
Kao što je pokazano u [74], za generalizirane pp-talase sa čisto tenzorskom
torzijom vrijedi ∇χ = 0. To znači da generalizirani pp-talasi sa čisto tenzor-
skom torzijom i pripadajući klasični pp-talas daju isto nenestajuće paralelno
polje spinora. Takoder, generalizirani pp-talasi i pripadajući klasični pp-
talasi daju isto nenestajuće paralelno realno nulto vektorsko polje l i istu
nenestajuću paralelnu kompleksnu 2-formu (2.6), (2.7).

Osnovne osobine generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom
su:

(a) Drugi izraz u eksplicitnoj formuli za krivinu (2.20) generaliziranih pp-
talasa sa čisto tenzorskom torzijom je čisto Weylova krivina

(b) Generalizirani pp-talasi sa čisto tenzorskom torzijom imaju iste iredu-
cibilne dijelove krivine kao klasični pp-talasi, a to su Ricci krivina bez
traga i Weylova krivina. Koristeći specijalne lokalne koordinate (2.1),
(2.5), ovi dijelovi krivine se mogu izraziti kao

Ricµν =
1

2
(f11 + f22) lµlν , (2.24)

Wκλµν =
2∑

j,k=1

wjk(l ∧mj)⊗ (l ∧mk), (2.25)

pri čemu su wjk realni skalari dati sa

w11 =
1

4
[−f11 + f22 + Re((h2)′′)], w22 = −w11,

w12 = ±1

2
f12 −

1

4
Im((h2)′′), w21 = w12.

Formule (2.24) i (2.25) su veoma slične formulama (2.12) i (2.13). Jedina
razlika je u koeficijentima wij.
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(c) Ricci krivina (2.24) generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzi-
jom je u potpunosti odredena sa pp-metrikom (2.1).

(d) Krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom (2.20) ima
uobičajene simetrije u Riemannovom slučaju, a to su

Rκλµν = Rµνκλ, (2.26)

εκλµνRκλµν = 0, (2.27)

Rκλµν = −Rλκµν , (2.28)

Rκλµν = −Rκλνµ. (2.29)

Naravno, (2.29) je tačno za bilo koju krivinu, dok je (2.28) posljedica
metričke kompatibilnosti. Takoder, (2.28) slijedi iz (2.26) i (2.29).

(e) Drugi izraz vektorskog polja A (2.18) ne utiče na krivinu (2.20) te utiče
samo na torziju (2.17).

(f) Ricci krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom (2.24)
je paralelna ako i samo ako je

f11 + f22 = C, (2.30)

pri čemu je C proizvoljna konstanta.

(g) Ricci krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom (2.24)
je nula ako i samo ako je

f11 + f22 = 0 (2.31)

a Weylova krivina je nula ako i samo ako je

f11 − f22 = Re
(
(h2)′′

)
, f12 = ±1

2
Im
(
(h2)′′

)
. (2.32)

Ovdje koristimo specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5).

(h) Krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom (2.20) je
nula ako i samo ako su zadovoljena oba uslova (2.31) i (2.32).

2.2.2 Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom tor-
zijom

U ovoj sekciji predstavljamo generalizaciju klasičnih pp-talasa na prostorvri-
jeme čija je torzija čisto aksijalna. Ovakva generalizacija klasičnih pp-talasa
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je uvedena od strane Pašića i Barakovića [75]. U istom radu je pokazano da
su ova prostorvremena rješenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju
(1.7). U ovom poglavlju mi ćemo pokazati da su generalizirani pp-talasi sa
čisto aksijalnom torzijom rješenja sistema (1.2), (1.3) za kvadratnu formu sa
11 R2 članova (1.4).

Definicija 2.2.5. Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom je
metrički kompatibilno prostorvrijeme sa pp-metrikom i torzijom

T := ∗A (2.33)

pri čemu je A realno vektorsko polje definisano sa A = k(ϕ) l, gdje je k :
R 7→ R proizvoljna realna funkcija faze (2.4) za vektor l (2.5).

Primjedba 2.2.6. U našim specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5),
torziju (2.33) možemo zapisati kao

Tκµν = k(x3)lαεακµν , (2.34)

pri čemu je εκλµν totalno antisimetrična veličina i ε0123 = +1.

Primjedba 2.2.7. Realno vektorsko polje A je ravnotalasno rješenje pola-
rizovane Mawellove jednačine ∗dA = ±i dA. Ovo ne iznenaduje jer u našim
specijalnim lokalnim koordinata vektorsko polje A je gradijent skalarne funk-
cije.

Primjedba 2.2.8. Predloženo je da se aksijalna komponenta torzije može
interpretirati kao Hodgeov dual elektromagnetnog vektorskog potencijala,
vidi [53, 98].

Lema 2.2.9. Torzija (2.33) generaliziranih pp-talasa je čisto aksijalna.

Dokaz. U specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), koristeći (1.27) i
(2.34), imamo

wν =
1

6

√
| det g|T κλµεκλµν =

1

6
k(x3)lαε

ακλµεκλµν .

Dalje, koristeći (1.48), dobijamo

(T (3))αβγ = (∗w)αβγ =
1

6
k(x3)lαε

ακλµεκλµ
ηεηαβγ

= −1

6
k(x3)lξ(−3!)gξηεηαβγ = k(x3)lξεξαβγ = Tαβγ.

2
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Lema 2.2.10. Koristeći specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), torziju
možemo izraziti kao

T = ∓ i

2
k(x3) l ∧m ∧m, (2.35)

pri čemu je znak ∓ izabran tako da odgovara znaku u (2.5).

Dokaz. Koristeći specijalne loalne koordinate (2.1), (2.5) dokazati ćemo da
vrijedi

lµε
µαβγ = ∓ i

2
(l ∧m ∧m)αβγ. (2.36)

Po definiciji imamo

(l ∧m ∧m)αβγ = lαmβmγ + lβmγmα + lγmαmβ

− lαmγmβ − lβmαmγ − lγmβmα. (2.37)

Koristeći specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), zaključujemo da ako je
bilo koji indeks α, β ili γ jednak 3, tada je vanjski proizvod (2.37) jednak nuli
a veličina lµε

µαβγ = l3ε
3αβγ je takoder nula jer je ε totalno antisimetrično.

Dakle, (2.36) vrijedi.
Neka su α, β, γ 6= 3. Po definiciji, tenzori (l ∧ m ∧ m)αβγ i lµε

µαβγ su
totalno antisimetrični, pa jedini nenulti izrazi u obje veličine se pojavljuju
kada su α, β, γ permutacije od 0, 1, 2. Zbog toga je dovoljno izračunati jedan
nezavinsni nenulti izraz, tojest

(l ∧m ∧m)012 = l0m1m2 − l0m2m1 = ±2i.

Sada imamo da je ∓ i

2
(l ∧ m ∧ m)012 = 1 i lµε

µ012 = l3ε3012 = 1. Ostali

slučajevi se pokazuju analogno. Dakle, vrijedi (2.36). Kombinujući formule
(2.34) i (2.36), dobijamo (2.35). 2

Očigledno, iz jednačine (2.35) zaključujemo da kontorziju možemo izraziti
kao

K = ∓ i

4
k(x3) l ∧m ∧m. (2.38)

Takoder, budući da je

l ∧m ∧m = l ∧ (m1 + im2) ∧ (m1 − im2) = −2i (l ∧m1 ∧m2),

pri čemu su m1 = Re(m) i m2 = Im(m), dobijamo ekvivalentnu formulu za
torziju

T = ∓k(x3) l ∧m1 ∧m2 (2.39)

u specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5).
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Primjedba 2.2.11. Naša torzija u potpunosti odgovara aksijalnoj torziji
predstavljenoj od strane Singha [87, 88] stavljajući m = −1

2
k(x3) u formulu

(16) u [87] ili stavljajući n = 0,m = −1
2
k(x3) u formulu (20) u [88].

Lema 2.2.12. Konekcija generaliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzi-
jom je metrički kompatibilna.

Dokaz. Budući da je

Γκµν =

{
λ

µν

}
+Kκ

µν =

{
λ

µν

}
+

1

2
T κµν ,

dobijamo
∇µgαβ = {∇}µgαβ −Kη

µαgηβ −Kη
µβgαη

i {∇}µgαβ = 0 jer su klasični pp-talasi metrički kompatibilni. Ipak, kako je
naša torzija čisto aksijalna, dobijamo da je

∇µgαβ = −Kβµα −Kαµβ = Kαµβ −Kαµβ = 0,

tojest imamo metričku kompatibilnost. 2

Primjedba 2.2.13. Primijetimo da polje spinora (2.2) vǐse nije paralelno
kod generaliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom, kao što je bio
slučaj kod generaliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom. Štavǐse,
koristeći lokalne koordinate (2.1), (2.5), kovarijantni izvod polja spinora je

∇χ =

(
2i
0

)
6= 0.

Izvanredna osobina ovih prostorvremena jeste da imamo eksplicitnu for-
mulu za krivinu

R =− 1

2
(l ∧ {∇})⊗ (l ∧ {∇})f +

1

4
(k(x3))2 Re ( (l ∧m)⊗ (l ∧m))

∓ 1

2
k′(x3) Im ( (l ∧m)⊗ (l ∧m)) . (2.40)

Ovu formulu možemo ekvivalento zapisati kao

Rαβγδ = −1

2
(l ∧ ∂)αβ (l ∧ ∂)γδf +

2∑
i,j=1

rij(l ∧mi)αβ(l ∧mj)γδ, (2.41)

pri čemu su r11 = r22 =
1

4
(k(x3))2, r12 = −r21 = ±1

2
k′(x3), i m1 =

Re(m), m2 = Im(m). Nije trivijalna činjenica da krivina generisana tor-
zijom, tojest

RT
κ
λµν = ∂µK

κ
νλ − ∂νKκ

µλ +Kκ
µηK

η
νλ −Kκ

νηK
η
µλ, (2.42)
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koja je jednaka

RT =
1

4
(k(x3))2 Re ((l ∧m)⊗ (l ∧m))

∓ 1

2
k′(x3) Im ((l ∧m)⊗ (l ∧m)) (2.43)

i Riemannova krivina (2.11) se jednostavno dodaju proizvodeći formulu (2.40).

Primjedba 2.2.14. Primijetimo da gornja osobina krivine generaliziranih
pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom je veoma slična osobini koju posjeduju
generalizirani pp-talasi sa čisto tenzorskom torzijom.

Znamo da Riemannov dio krivine ima dva ireducibilna dijela, a to su Ricci
krivina bez traga i Weylova krivina. Ispostavlja se da torzija generǐse Ricci
krivinu i vrijedi

Ricµν =
1

2

(
f11 + f22 − (k(x3))2

)
lµlν (2.44)

i
Ric∗µν = −k′(x3)lµlν . (2.45)

Skalarna krivina je tada očigledno nula prema osobinama vektora l. Krivina
generaliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom (2.40) ima samo tri
dijela a to su R(1) (1.31), R(3) (1.33) i R(5) (1.35). Ireducibilni dio R(1) dije-
lom proizilazi iz klasičnih pp-talasa a dijelom iz krivine generisane torzijom.
Ireducibilni dio R(3) u potpunosti proizilazi iz klasičnih pp-talasa a ireduci-
bilni dio R(5) iz krivine generisane torzijom (2.43). U specijalnim lokalnim
koordinatama (2.1), (2.5), eksplicitna formula za ireducibilni dio R(1) je

R(1)
κλµν =

1

4
(f11 + f22) (gκµlλlν − gλµlκlν + gλνlκlµ − gκνlλlµ)

+
1

4
k2 Re ( (l ∧m)κλ(l ∧m)µν)

a eksplicitna formula za Weylovu krivinu R(3) je ranije data formula (2.13).
Eksplicitna formula za ireducibilni dio R(5) je

R(5)
κλµν = ±1

2
k′(x3)(εηκµνlλlη − εηλµνlκlη). (2.46)

Za detaljno izvodenje formule (2.46) vidi Dodatak B.1.
Analiza formule (2.40) za krivinu generaliziranih pp-talasa sa čisto aksi-

jalnom torzijom otkriva sljedeće osobine:
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(a) Krivina generisana Levi-Civita konekcijom (2.11) i krivina generisana
torzijom (2.43) se jednostavno dodaju i proizvode formulu (2.40).

(b) Krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom posjeduje
osobine

εκλµνRκλµν = 0,

Rκλµν = −Rλκµν ,

Rκλµν = −Rκλνµ,

ali vǐse nemamo simetriju Rκλµν = Rµνλκ kao što je bio slučaj kod gene-
raliziranih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom.

(c) Za proizvoljnu aksijalnu torziju, Weylova krivina koja proizilazi od kri-
vine generisane torzijom (2.43) je nula.

(d) Ricci krivina je paralelna ako je f11 +f22 = (k(x3))2 +C, u kojem slučaju
je Ric = Λ l ⊗ l, za neku konstantu Λ.

(e) Ricci krivina (2.44) je nula ako je Poissonova jednačina f11 + f22 =
(k(x3))2 zadovoljena.

2.3 Nova rješenja kvadratne metrički afine

gravitacije

U ovoj sekciji ćemo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom
torzijom prezentovani u Sekciji 2.2.2 rješenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-
Millsovu akciju (1.7) i u slučaju kvadratne forme (1.4) sa 11 R2 članova.

Prvo ćemo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom tor-
zijom rješenja sistema (1.2), (1.3) za Yang-Millsovu akciju (1.7). Glavni
rezultat je sljedeća

Teorema 2.3.1. Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom {Ric} krivinom su rješenja sistema (1.2), (1.3) u specijalnom slučaju
(1.7).

Primjedba 2.3.2. Sa {Ric} označavamo Ricci krivinu generisanu samo Levi-
Civita konekcijom. Uslov {∇}{Ric} = 0 implicira f11 + f22 = C. Primijetimo
da rezultat takoder vrijedi ako se pretpostavi i da je puna Ricci krivina Ric
paralelna.
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Primjedba 2.3.3. U specijalnom slučaju (1.7), jednačinu (1.3) nazivamo
Yang-Millsova jednačina za afinu konekciju, tojest

∂νR
µν + [Γν , R

µν ] = 0, (2.47)

pri čemu je [Γν , R
µν ]κλ = ΓκνηR

η
λ
µν − ΓηνλR

κ
η
µν . Jednačinu (1.2) u spe-

cijalnom slučaju (1.7) nazivamo komplementarna Yang-Millsova jednačina,
tojest

H − 1

4
(tr H)g = 0, (2.48)

pri čemu je H = H ρ
ν := Rκ

λµνR
λ
κ
µρ. Jednačinu (2.48) možemo zapisati u

ekvivalentnom obliku

Rκ
λν
αRλ

κ
νβ − 1

4
gαβRκ

λµνR
λ
κ
µν = 0.

Za detaljno izvodenje jednačina (2.47) i (2.48) vidi Dodatak A.2.

Dokaz Teoreme 2.3.1. Budući da znamo, vidi naprimjer [74, 77, 100, 74,
77, 100] da su klasični pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom rješenja sistema
(1.2), (1.3) u speijalnom slučaju (1.7), dovoljno je dokazati rezultat za dio
krivine generisan torzijom (2.43). U dokazivanju da generalizirani pp-talasi
sa čisto aksijalnom torzijom jesu rješenja jednačina (2.47) i (2.48), koristiti
ćemo se jednakostima (2.8), specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5),
kao i formulama za krivinu (2.40), (2.41), torziju (2.35) i krivinu generisanu
torzijom (2.43). Da bi dokazali da je jednačina (2.47) zadovoljena, dovoljno
je dokazati

∂νRT
µν + [Kν , RT

µν ] = 0,

budući da je krivina zbir Riemannove krivine (2.11) i krivine generisane tor-
zijom (2.43), konekcija je suma Christoffelovih simbola i kontorzije i budući
da su klasični pp-talasi rješenja Yang-Millsovih jednačina. Dalje, kako je
F = l ∧m, u specijalnim lokalnim koordinatama (2.1), (2.5), antisimetrični
tenzor F (2.6) ima samo dvije nenulte nezavisne komponente, a to su

F 01 = 1, F 02 = ∓i.

Kako je u specijalnim lokalnim koordinatama funkcija k(ϕ) funkcija od x3,
koristeći formulu za krivinu (2.43) direktno dobijamo da je ∂νRT

µν = 0. Ko-
risteći eksplicitnu formulu za torziju (2.35), i činjenicu da je torzija čisto
aksijalna, što implicira T = 2K, eksplicitnu formulu za krivinu generisanu
torzijom (2.43) i specijalne lokalne koordinate (2.1), (2.5), dobijamo da je
jedini nenulti izraz ΓκνηR

η
λ
µν za κ = 0, λ = 3, µ = 0, tojest −1

2
k · k′. Jedini

nenulti izraz u ΓηνλR
κ
η
µν je takoder kada je κ = 0, λ = 3, µ = 0, tojest
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−1
2
k · k′, pa se ovi izrazi oduzmu. Dakle, jednačina (2.47) je zadovoljena.

Provjera da su svi izrazi u jednačini (2.48) nula je veoma jednostavna di-
rektnom zamjenom formula za krivinu (2.40), (2.41), te koristeći specijalne
lokalne koordinate (2.1), (2.5) i jednakosti (2.8). 2

Sada ćemo dokazati da su generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom tor-
zijom rješenja sistema (1.2), (1.3) za kvadratnu formu (1.4). Glavni rezultat
ovog poglavlja je sljedeća

Teorema 2.3.4. Generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa pa-
ralelnom Ricci krivinom su rješenja sistema (1.2), (1.3) u slučaju (1.4).

Primjedba 2.3.5. Uslov da je Ricci krivina paralelna se može zamijeniti sa
uslovom {∇}{Ric} = 0, vidi Primjedbu 2.3.13.

Da bismo dokazali Teoremu 2.3.4 prvo ćemo zapisati jednačine polja (1.2),
(1.3) u eksplicitinom obliku.

2.3.1 Eksplicitna reprezentacija jednačina polja

U ovoj sekciji zapisujemo sistem jednačina (1.2), (1.3) u ekplicitnom obliku
za kvadratnu formu (1.4) pod sljedećim pretpostavkama:

(i) naše prostorvrijeme je metrički kompatibilno;

(ii) torzija je čisto aksijalna;

(iii) Ricci krivina (1.18) je simetrična;

(iv) skalarna krivina R i pseudoskalarna krivina R∗ su nula.

Primjedba 2.3.6. Primijetimo da pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom
zadovoljavaju gornje pretpostavke (i)− (iv).

Primjedba 2.3.7. Gornje pretpostavke (i)− (iv) su primijenjene tek poslije
izvršenih varijacija.

Primjedba 2.3.8. U opštem slučaju, krivina ima antisimetriju Rκλµν =
−Rκλνµ a antisimetija Rκλµν = −Rλκµν je posljedica metričke kompatibil-
nosti. U izvodenju ekplicitnog oblika sistema jednačina (1.2), (1.3), nećemo
korisitmo osobinu Rκλµν = Rµνκλ, budući da krivina generaliziranih pp-talasa
sa aksijalnom torzijom ne zadovoljava ovu osobinu.

Primjedba 2.3.9. Primijetimo da simetrija Ric krivine implicira simetriju
Ric∗ krivine. Zaista, pod pretpostavkom da je Ric krivina simetrična tenzori
A(l) iz Sekcije 1.4.1 su svi jednaki nula. Jednakosti (1.42), (1.43) impliciraju

da su tenzori A(i)
∗ takoder jednaki nula, što implicira da je Ric∗ krivina

simetrična.
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Glavni rezultat ove sekcije je sljedeća

Teorema 2.3.10. Pod gornjim pretpostavkama (i) − (iv) jednačine polja
(1.2), (1.3) u specijalnom slučaju (1.4), se mogu zapisati kao

0 = 2d1W
κβανRicκν + d2ε

ηναβRicκνRic∗
κ
η − d3εκλξαWκλµ

βRic∗
µ
ξ, (2.49)

0 = d1 {∇λRicκµ −∇κRicλµ + TµηλRicκ
η + TµκηRicλ

η }
− d4

{
(gκµWξζ

λη − gλµWξζ
κη)T

η
ξζ + (gκµε

ϑζ
ηλ − gλµεϑζηκ)T ηξζRic∗ξϑ

}
+ c5

{
εηξκµ∇ξRic∗λη − εηξλµ∇ξRic∗κη + 1

2
(εκ

ηξζRic∗λη − εληξζRic∗κη)Tµζξ
}

− c3
{

2T ηλξWξ
µκη + 2T ηξκWξ

µλη + TµξηWκλ
ηξ + εϑµηλT

η
ξκRic∗

ξ
ϑ

− εϑµκηT ηξλRic∗ξϑ − εϑξηκT ηξλRic∗µϑ + εϑξηλT
η
ξκRic∗µϑ

+ εϑµλκ∇ξRic∗
ξ
ϑ − εϑξλκ∇ξRic∗µϑ

}
, (2.50)

pri čemu su c1, c3, c5 koeficijenti kvadratne forme (1.4) i d1 = c1 + c3, d2 =
c1 − c5, d3 = c3 + c5, d4 = 1

2
(c1 − c3).

Primjedba 2.3.11. Budući da je akcija (1.1) konformalno invarijantna, sis-
tem (2.49), (2.50) je ustvari sistem od 9 + 64 jednačina, tojest jednačina
(2.49) ima 9 nezavisnih komponenti a ne 10.

Primijetimo da su jednačine (2.49), (2.50) dobijene varijacijom akcije (1.1)
za kvadratnu formu (2.52) nezavisno po metrici i po konekciji te bez bilo
kakvih pretpostavki za krivinu i torziju. Tek nakon što smo završili varijacije
koristimo pretpostavke (i)− (iv) i eksplicitne formule za dijelove krivine da
bismo dobili jednačine (2.49), (2.50).

Primjedba 2.3.12. Pretpostavka (i) implicira da je R(6) dio krivine (1.36)
nula a pretpostavka (iv) implicira da su R(2) dio krivine (1.32) i R(4) dio
krivine (1.34) jednaki nula. Zato, pod gornjim pretpotavkama, krivina (1.17)
ima samo tri nenulta ireducibilna dijela a to su R(1), R(3) i R(5) dijelovi
krivine. Zbog toga krivinu možemo zapisati kao

Rκλµν =
1

2
(gκµRicλν − gλµRicκν + gλνRicκµ − gκνRicλµ) +Wκλµν

+
1

2
(−εηλµνRic∗κη + εηκµνRic∗λη). (2.51)

Sada ćemo dokazati Teoremu 2.3.10. Budući da krivina generaliziranih
pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom (2.40) ima samo tri ireducibilna dijela
R(1) (1.31), R(3) (1.33) i R(5) (1.35), posmatramo kvadratnu formu (1.4)
zapisanu kao

q(R) = c1(R
(1), R(1)) + c3(R

(3), R(3)) + c5(R
(5), R(5)) + . . . (2.52)
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pri čemu su c1, c3 i c5 proizvoljne realne konstante i gdje sa . . . označavamo
članove kvadratne forme koji ne utiču na varijaciju δS kada variramo koristeći
gornje pretpostavke (i)-(iv).

2.3.2 Varijacija po metrici

Koristeći formulu (1.31) za R(1) dio krivine i formulu za Yang-Millsov unu-
trašnji proizvod (1.5), dobijamo

(R(1), R(1))YM = R(1)κ
λµνR

(1)λ
κ
µν = −2RicλνRic

λν
+

1

2
R2.

Budući da je varijacija po metrici skalarne krivine jednaka nula, dobijamo

(R(1), R(1))YM = −2RicλνRic
λν

= −1

2
RicλνRic

λν − 1

2
Ric(2)λνRic

(2)λν +RicλνRic
(2)λν .

Koristeći rezultate iz Dodatka C, dobijamo

δ

δg

∫
(R(1), R(1))YM

=

∫
(δgαβ)

(
2RicανRic

βν − 2RκβανRicκν −RicλνRicλνgαβ
)
. (2.53)

Zamjenjujući eksplicitnu formulu za krivinu

Rκλµν = R(1)κλµν +R(3)κλµν +R(5)κλµν

=
1

2

(
gκµRicλν − gλµRicκν − gκνRicλµ + gλνRicκµ

)
+W κλµν +

1

2

(
εηκµνRic∗

λ
η − εηλµνRic∗κη

)
(2.54)

u (2.53) dobijamo

δ

δg

∫
(R(1), R(1))YM

=

∫
(δgαβ)

(
−2W κβανRicκν + εηβανRic∗

κ
ηRicκν

)
. (2.55)

Budući da je R(6) dio krivine jednak nula, na osnovu formule (1.35), dio R(5)

krivine je

R
(5)
κλµν =

1

4
(Rκλµν −Rλκµν −Rµνκλ +Rνµκλ) .
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Zato je

δ

δg

∫
(R(5), R(5))YM =

=
1

16

δ

δg

∫ (
Rκ

λµνR
λ
κ
µν −Rκ

λµνRκ
λµν −Rκ

λµνR
µνλ

κ +Rκ
λµνR

νµλ
κ

)
− 1

16

δ

δg

∫ (
Rλ

κ
µνR

λ
κ
µν −Rλ

κ
µνRκ

λµν −Rλ
κ
µνR

µνλ
κ +Rλ

κ
µνR

νµλ
κ

)
− 1

16

δ

δg

∫ (
Rµν

κ
λR

λ
κ
µν −Rµν

κ
λRκ

λµν −Rµν
κ
λR

µνλ
κ +Rµν

κ
λR

νµλ
κ

)
+

1

16

δ

δg

∫ (
Rνµ

κ
λR

λ
κ
µν −Rνµ

κ
λRκ

λµν −Rνµ
κ
λR

µνλ
κ +Rνµ

κ
λR

νµλ
κ

)
.

Koristeći Propoziciju A.1.1 i računajući ovih šesnaest varijacija odvojeno,
nakon dugog ali jednostavnog računa dobijamo

δ

δg

∫
(R(5), R(5))YM

=

∫
(δgαβ)

(
Rκλµ

α
(
Rµβλκ −Rλκµβ

)
+

1

4
Rλκµν

(
Rκλµν −Rµνκλ

)
gαβ
)
.

Koristeći eksplicitnu formulu za krivinu (2.54) i rezultate iz Primjedbe 1.4.10
i Leme 1.4.11, dobijamo

δ

δg

∫
(R(5), R(5))YM

=

∫
(δgαβ)

(
εξβλαRicλµRic∗

µ
ξ + εκµξβWκµλ

αRic∗
λ
ξ

)
. (2.56)

Budući da je R(3) = R−R(1) −R(5), dobijamo

δ

δg

∫
(R(3), R(3))YM

=
δ

δg

∫
(R,R)YM −

δ

δg

∫
(R(5), R(5))YM −

δ

δg

∫
(R(1), R(1))YM .

Rezultat varijacije
δ

δg

∫
(R,R)YM je dat u Dodatku A. Kombinujući for-

mule (2.54), (2.55), (2.56), (A.4) i koristeći rezultate iz Primjedbe 1.4.10 i
Leme 1.4.11, dobijamo

δ

δg

∫
(R(3), R(3))YM

=

∫
(δgαβ)(−2W κβανRicκν + εηκανRic∗

β
ηRicκν + εκµηαWκµλ

βRic∗
λ
η). (2.57)
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Kombinujući formule (2.52), (2.55), (2.56), (2.57) i Bianchijev identitet za
∗W dobijamo eksplicitnu reprezentaciju (2.49) jednačine polja (1.2).

2.3.3 Varijacija po konekciji

Varijacije
δ

δΓ

∫
(R(j), R(j))YM su već izračunate [99] i pokazano je da vrijedi

δ

δΓ

∫
(R(j), R(j))YM = 4

∫ (
(δYMR

(j))µ(δΓ)µ
)
, (2.58)

pri čemu je

(δYMR)µ :=
1√
|detg|

(∂ν + [Γν , · ])
(√
| det g|Rµν

)
Yang-Millsova divergencija. Prema (2.58) i koristeći identitet

{Γ}ξξν =
∂ν | det g|
2| det g|

, (2.59)

dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(1), R(1))YM = 4

∫
(δYMR

(1))µ(δΓ)µ =

= 4

∫
(δΓκµλ)

(
∂νR

(1)λ µν

κ + {Γ}ξξνR
(1)λ µν

κ + ΓλνηR
(1)η µν

κ − ΓηνκR
(1)λ µν

η

)
.

Koristeći definiciju kovarijantnog izvoda (1.10), identitet (1.14) i činjenicu
da je torzija čisto aksijalna, dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(1), R(1))YM = 4

∫
(δΓλµκ)

(
∇νR

(1) ν

κλµ − ΓµνηR
(1) ην

κλ

)
.

Koristeći metričku kompatibilnost, formulu (1.31) i činjenicu da je torzija
čisto aksijalna, dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(1), R(1))YM = 2

∫
(δΓλµκ)(∇λRicκµ −∇κRicλµ + gκµ∇ξRic

ξ
λ

− gµλ∇ξRic
ξ
κ + 2Ric η

κ Kµηλ + 2Ric η
λ Kµκη ). (2.60)

Koristeći (2.58), (2.59) i činjenicu da je torzija čisto aksijalna, dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(3), R(3))YM = 4

∫
(δYMR

(3))µ(δΓ)µ

= 4

∫
(δΓκµλ)

(
∂νR

(3)λ µν

κ + {Γ}ξξνR
(3)λ µν

κ + ΓλνηR
(3)η µν

κ − ΓηνκR
(3)λ µν

η

)
= 4

∫
(δΓλµκ)

(
∇νW ν

κλµ −KµνηW
ην

κλ

)
. (2.61)
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Koristeći (2.58), (2.59) i činjenicu da je torzija čisto aksijalna, dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(5), R(5))YM = 4

∫
(δYMR

(5))µ(δΓ)µ =

= 4

∫
(δΓκµλ)

(
∂νR

(5)λ µν

κ + {Γ}ξξνR
(5)λ µν

κ + ΓλνηR
(5)η µν

κ − ΓηνκR
(5)λ µν

η

)
= 4

∫
(δΓλµκ)

(
∇νR

(5) ν

κλµ − ΓµνηR
(5) ην

κλ

)
.

Koristeći eksplicitnu formulu (B.3) za R(5) dio krivine i Lemu 1.4.9, dobijamo

δ

δΓ

∫
(R(5), R(5))YM = 2

∫
(δΓλµκ) (−εηλµν∇νRic∗κη + εηκµ

ν∇νRic∗λη

+εηλ
ξνKµνξRic∗κη − εηκξνKµνξRic∗λη

)
. (2.62)

Kombinujući formule (2.52), (2.60), (2.61) i (2.62) dobijamo da je druga
jednačina polja (1.3) eksplicitno data sa

0 = c1(∇λRicκµ −∇κRicλµ + gκµ∇ξRic
ξ
λ − gµλ∇ξRic

ξ
κ )

+ 2c1(KµηλRic
η
κ +KµκηRic

η
λ ) + 2c3

(
∇νW ν

κλµ −KµνηW
ην

κλ

)
+ c5 (−εηλµν∇νRic∗κη + εηκµ

ν∇νRic∗λη)

+ c5
(
+εηλ

ξνKµνξRic∗κη − εηκξνKµνξRic∗λη
)
, (2.63)

pri čemu su c1, c3, c5 koeficijenti kvadratne forme (1.4).
Dalje, koristeći Bianchijev identitet (B.5), možemo eksplicitno izraziti

∇Ric i ∇W sa jednom kontrakcijom, vidi Dodatak B za detaljan račun, da
bi dobili

∇ξRic
ξ
λ =−Kη

ξζWξζ
λη − εϑζηλKη

ξζRic∗
ξ
ϑ (2.64)

i

∇µWµ
λνξ = −1

2
(∇ξRicλν −∇νRicλξ + 2RicµξKνµλ + 2RicµνKµξλ

+εϑµνξ∇µRic∗λϑ − εϑλνξ∇µRic∗
µ
ϑ

)
−Kη

µξ(ε
ϑ
ληνRic∗

µ
ϑ − εϑµηνRic∗λϑ)−Kη

µν(ε
ϑ
λξηRic∗

µ
ϑ − εϑµξηRic∗λϑ)

+
1

2
Kη

µζ

(
gλξε

ϑζ
ηνRic∗

µ
ϑ − gλνεϑζηξRic∗µϑ

)
+

1

2
Kη

µζ(gλξWµζ
νη − gλνWµζ

ξη)− 2Kη
νµWµ

λξη − 2Kη
µξWµ

λνη. (2.65)

Zamjenom (2.64) i (2.65) u (2.63), isključujemo izraze ∇Ric i ∇W iz (2.63)
odakle dobijamo eksplicitnu reprezentaciju (2.50) jednačine polja (1.3).

Ovim smo završili dokaz Teoreme 2.3.10.
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2.3.4 Rješenja jednačina polja tipa pp-talasa

U ovoj sekciji nam je cilj dokazati Teoremu 2.3.4, tojest da su generalizirani
pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom rješenja
sistema (1.2), (1.3) u slučaju (1.4).
Dokaz Teoreme 2.3.4. Ovu teoremu ćemo dokazati direktnom zamjenom
eksplicitnih formula za torziju (2.34), (2.39), Weylovu krivinu (2.13), Ricci
krivinu (2.44) i Ric∗ krivinu (2.45) u eksplicitno napisane jednačine polja
(2.49), (2.50). Takoder, koristit ćemo jednakosti (2.8), (2.9) da bi pojednos-
tavili račun.

IzraziW×Ric,W×Ric∗ i Ric×Ric∗ sa jednom kontrakcijom su nula jer
su vektori l, m1 i m2 ortogonalni, vidi (2.9). Zbog toga je jednačina (2.49)
zadovoljena.

Posmatrajmo sada jednačinu (2.50). Prvo ćemo posmatrati izraze T ×W
sa dvije kontrakcije. Koristeći (2.9), (2.13) i (2.39), imamo

T ηλξWξ
µκη = ∓k(x3)(l ∧m1 ∧m2)

η
λξ

2∑
j,k=1

wjk(l ∧mj)
ξ
µ(l ∧mk)κη

= ∓k(x3)(−w12lλlµlκ + w21lλlµlκ) = 0,

jer je w12 = w21. Posljedično, izrazi T ×W sa tri kontrakcije su takoder nula.
Izrazi T ×Ric sa jednom kontrakcijom su jednaki nuli jer

TµηλRicκ
η =

1

2

(
f11 + f22 − (k(x3))2

)
k(x3) lξ εξµηλ lκl

η

=
1

2

(
f11 + f22 − (k(x3))2

)
k(x3) lξlη εξηµλ lκ = 0

kao proizvod simetričnog tenzora lξlη i antisimetričnog Levi-Civita tenzora.
Slično, izrazi T × Ric∗ sa jednom kontrakcijom su jednaki nula jer dobi-

jamo proizvod simetričnog i antisimetričnog tenzora.
Posmatrajmo sada izraze ε × T × Ric∗ sa dvije kontrakcije izmedu ε i

T i jednom kontrakcijom izmedu ε i Ric∗. Koristeći formule (1.49), (2.34) i
(2.45), dobijamo

εϑξηλT
η
ξκRic∗µϑ = 2k(x3)k′(x3)lκlλlµ.

Zato je

εϑξηλT
η
ξκRic∗µϑ − εϑξηκT ηξλRic∗µϑ = 0.

Posmatrajmo sada izraze ε×∇Ric∗. Budući da je ΓηξµRic∗ηϑ = 0, imamo

∇ξRic∗µϑ = ∂ξRic∗µϑ − ΓηξµRic∗ηϑ − ΓηξϑRic∗µη = −k′′(x3)lξlµlϑ.
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Jasno ∇ξRic∗
ξ
η = −k′′(x3)lξlξlη = 0. Jedini nenulti izraz u ∇ξRic∗µϑ je

ustvari ∇3Ric∗33 = −k′′(x3) i posljedično imamo da je izraz ε × ∇Ric∗ sa
dvije kontrakcije izmedu ε and ∇Ric∗ jednak nula, jer je

εϑξλκ∇ξRic∗µϑ = ε33λκ∇3Ric∗33 = 0.

Jednačina (2.50) se sada svodi na provjeru da li je

∇λRicκµ −∇κRicλµ = 0. (2.66)

Pretpostavljajući da je Ricci krivina paralelna, jasno je da je jednačina (2.66)
zadovoljena. Ipak, vidimo da se paralelnost Ricci krivine ne mora da zahtijeva
i može se zahtijevati da Cotton tenzor generaliziranih pp-talasa nestaje.

Ovim smo dokazali Teoremu 2.3.4. 2

Primjedba 2.3.13. Cotton tenzor ∇λRicκµ −∇κRicλµ generaliziranih pp-
talasa sa čisto aksijalnom torzijom nestaje ako i samo ako f11 + f22 = const.
Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu {∇}{Ric} = 0, tojest da je Ricci krivina
klasičnih pp-talasa paralelna.

2.4 Diracov operator bez mase u teorijama

gravitacije

U ovoj sekciji objašnjavamo matematički i fizikalni značaj prostorvremena
koji su posmatrani u Sekciji 2.2.2 i pokušavamo da damo njihovu fizikalnu
interpretaciju slično kao što je uradeno u [74]. Kao što smo naglasili u [74],
klasični pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom nemaju svoju očiglednu fi-
zikalnu interpretaciju i zbog toga se ne mogu posmatrati odvojeno. Naša
analiza generaliziranih pp-talasa sa paralelnom Ricci krivinom pokazuje su
klasični pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom samo dio jedne šire klase
rješenja. Analiziranjem formule za krivinu generaliziranih pp-talasa sa čisto
aksijalnom torzijom, primijećujemo da u specijalnim lokalnim koordinatama
(2.1), (2.5) krivina je suma krivine pripadajućeg klasičnog pp-talasa

−1

2
(l ∧ {∇})⊗ (l ∧ {∇})f (2.67)

i krivine

1

4
(k(ϕ))2 Re ((l ∧m)⊗ (l ∧ m̄))∓ 1

2
k′(ϕ) Im ((l ∧m)⊗ (l ∧ m̄)) (2.68)

generisane sa aksijalnim torzijskim talasom koji se kreće nad pp-prostorom.
Ova izvanredna osobina nije trivijalna činjenica. Slično, osobina da se kri-
vine samo sabiraju je bila prisutna i u slučaju generaliziranih pp-talasa sa
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čisto tenzorskom torzijom, vidi [74]. Fizikalna interpretacija generalizira-
nih pp-talasa sa čisto tenzorskom torzijom predstavljenih u Sekciji 2.2.1 je
data u [74] gdje je predloženo da generalizirani pp-talasi sa čisto tenzorskom
torzijom sa paralelnom Ricci krivinom predstavljaju metrički afini model na
neutrino bez mase. Zbog toga, da bismo dali fizikalnu interpretaciju generali-
ziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom, poredimo ova prostorvremena
sa rješenjima Einstein-Weylove teorije. Einstein-Weylova teorija je klasični
model koji opisuje interakcije izmedu gravitacionih polja i polja neutrina bez
mase.

Primjedba 2.4.1. Slično kao što je bio slučaj u [74], naša torzija i krivina
generisana torzijom se mogu interpretirati kao talasi koji putuju brzinom
svjetlosti. Pripadajući klasični pp-talas sa paralelnom Ricci krivinom se može
posmatrati kao gravitacioni otisak kreiran talasom neke čestice bez mase.
Kao što je naglašeno u [74], takva situacija se dogada u Einstein-Weylovoj
teoriji.

U skladu sa kvantnom mehanikom, mi ćemo krivinu (2.68) kompleksifici-
rati. Kompleksificirana krivina se može zapisati kao

RA := r (l ∧m)⊗ (l ∧m), (2.69)

pri čemu je

r :=
1

4
(k(ϕ))2 ± i

2
k′(ϕ) (2.70)

kompleksna funkcija. Funkcija r je funkcija faze (2.4) a krivina (2.68) je realni
dio kompleksificirane krivine (2.69). Krivina RA je polarizovana, tojest

∗RA = −R∗A = ±iRA,

pri čemu znak ± ovisi o znaku u (2.5). Takoder, kompleksificiranu krivinu
možemo zapisati kao

RAαβγδ = σαβab ω
abcd σγδcd (2.71)

pri čemu je ω neki simetrični 4-spinor i σαβ Paulijeve matrice drugog reda
(2.16), i pri čemu σ označava njihovu kompleksnu konjugaciju. Kompleksno
konjugovane matrice σ su tačno isti skup matrica (2.16) samo sa suprotnim
znakom izabranim da odgovara znaku u (2.5).

Rješavajući (2.71) po ω daje

ω = ξ ⊗ ξ ⊗ ξ ⊗ ξ, (2.72)
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pri čemu je
ξa := r1/4 χa. (2.73)

Primijetimo da spinor χa koji se pojavljuje u formuli (2.73) je paralelno
polje spinora pripadajućeg klasičnog pp-talasa (2.5) a kompleksna funkcija r
je data sa (2.70).

Iz formula (2.72) zaključujemo da je 4-spinor ω četvrti tenzorski stepen
od 1-spinora ξ. Zato, krivina RA je u potpunosti odredena sa 1-spinorskim
poljem ξ.

Interesantno, ovim možemo uspostaviti vezu izmedu generaliziranih pp-
talasa sa čisto aksijalnom torzijom i polja neutrina bez mase. Polje neutrina
bez mase je metrički kompatibilno prostorvrijeme (sa ili bez torzije) opisano
akcijom

Sneutrino := 2i

∫ (
ξa σµaḃ (∇µξ̄

ḃ) − (∇µξ
a)σµaḃ ξ̄

ḃ
)
, (2.74)

vidi formulu (11) u [44]. Varijacijom akcije (2.74) po spinoru ξ, držeći torziju
i metriku fiksnom, dobijamo Diracovu jednačinu bez mase

σµaḃ∇µξ
a − 1

2
T ηηµσ

µ
aḃξ

a = 0, (2.75)

koju ekvivalentno možemo pisati kao

σµaḃ{∇}µξ
a ± i

4
εαβγδT

αβγσδaḃξ
a = 0, (2.76)

pri čemu je {∇} kvarijantni izvod po Levi-Civita konekciji, vidi Dodatak B u
[74]. Takoder, koristeći Diracov operator bez mase, vidi Sekciju 3.2, Diracovu
jednačinu bez mase možemo dobiti varijacijom akcije (3.12) po spinoru ξ. Di-
racov operator bez mase opisuje neutrino bez mase u kompaktnom prostoru i
njegove svojstvene vrijednosti se mogu fizikalno interpretirati kao energetski
nivoi te čestice bez mase. Interesantna osobina je iskazana sljedećom lemom.

Lema 2.4.2. Polje spinora (2.73) zadovoljava Diracovu jednačinu bez mase.

Dokaz. Budući da klasični pp-talasi daju paralelno polje spinora χ tada je

σµaḃ{∇}µξ
a = (r1/4)′σµaḃlµχ

a = 0

za Paulijeve matrice (2.15) i specijalne lokalne koordinate (2.5). Takoder,
prema (1.48), (2.34) koristeći Paulijeve matrice (2.15), dobijamo

εαβγδT
αβγσδaḃξ

a = εαβγδlµk(ϕ)εµαβγσδaḃξ
a = 6k(ϕ)lµσ

µ
aḃξ

a = 0,
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tojest Diracova jednačina bez mase (2.76) je zadovoljena. 2

U cilju davanja fizikalne interpretacije naših generaliziranih pp-talasa
sa čisto aksijalnom torzijim, dalje dajemo rješenja tipa pp-talasa Einstein-
Weylove teorije i poredimo ih sa rješenjima tipa pp-talasa našeg konformalno
invarijantnog metrički afinog modela gravitacije.

2.4.1 Usporedba metrički afinog rješenja i Einstein-
Weylovog rješenja tipa pp-talasa

U Einstein-Weylovoj teoriji akciju posmatramo kao

SEW := 2i

∫ (
ξa σµaḃ ({∇}µξ

ḃ
) − ({∇}µξa)σµaḃ ξ

ḃ
)

+K

∫
R, (2.77)

pri čemu je K = c4

16πG
univerzalna konstanta gdje su c brzina svjetlosti i G

gravitaciona konstanta, vidi [63]. U Einstein-Weylovoj teoriji se pretpostavlja
da je konekcija Levi-Civita, te dobijamo Einstein-Weylove jednačine polja
varijacijom akcije (2.77) po metrici i spinoru, tojest

δSEW
δg

= 0, (2.78)

δSEW
δξ

= 0. (2.79)

Rezultat varijacije prvog izraza u akciji (2.77) po metrici je tenzor impulsa
energije Weylove akcije (2.74). Za detaljno izvodenje formule za tenzor im-
pulsa energije vidi Dodatak B u [74]. Eksplicitna reprezentacija Einstein-
Weylovih jednačina polja (2.78), (2.79) je data sa

i

2

[
σνaḃ

(
ξ
ḃ{∇}µξa − ξa{∇}µξ ḃ

)
+σµaḃ

(
ξ
ḃ{∇}νξa − ξa{∇}νξ ḃ

)]
+i

(
ξa σηaḃ ({∇}ηξ

ḃ
)gµν − ({∇}ηξa)σηaḃ ξ

ḃ
gµν
)

−KRicµν +
K

2
Rgµν = 0, (2.80)

σµaḃ{∇}µ ξ
a = 0. (2.81)

Proučavanje Einstein-Weylovih jednačina polja ima dugu historiju, vidi na-
primjer [7, 21, 22, 42, 43, 45, 46, 56]. Pregled poznatih rješenja Einstein-
Weylove teorije je dat u [72, 74]. Nelinearni sistem jednačina (2.80), (2.81)
ima rješenje u obliku pp-talasa, kao što je naglašeno u [72, 74].
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Sada želimo da predstavimo klasu eksplicitnih rješenja sistema (2.80),
(2.81) pri čemu je metrika g u obliku pp-metrike (2.1) a spinor ξ je dat sa
(2.73). Spinor (2.73) zadovoljava Diracovu jednačinu bez mase (2.81), vidi
Lemu 2.4.2. Zbog toga i činjenice da je skalarna krivina nula u postavkama
pp-prostora, jednačina (2.80) sada postaje

i

2
σνaḃ

(
ξ
ḃ{∇}µξa − ξa{∇}µξ ḃ

)
+

i

2
σµaḃ

(
ξ
ḃ{∇}νξa − ξa{∇}νξ ḃ

)
−KRicµν = 0.

Zamjenom formula (2.44), (2.73) u gornju jednačinu, dobijamo

i(σνaḃl
µ+σµaḃl

ν)
(

(r1/4)′ r1/4 − r1/4 (r1/4)′
)
χaχḃ = Klµlν

(
f11 + f22 − k(x3)2

)
.

Uslov koji rješenje tipa pp-talasa mora da zadovoljava da bi bilo rješenje
Eisntein-Weylove teorije jeste

f11 + f22 = k(ϕ)2 +
2i

K

(
(r1/4)′ r1/4 − r1/4 (r1/4)′

)
, (2.82)

jer je σµaḃχ
aχḃ = lµ. Budući da je funkcija k(ϕ) proizvoljna realna funkcija

tada se kompleksna funkcija r(ϕ) može izabrati proizvoljno i ona jedinstveno
odreduje desnu stranu u (2.82).

Primjedba 2.4.3. Kao što je navedeno u [74], osnovna razlika izmedu ova
dva modela je da u metrički afinom modelu generalizirani pp-talasi kao
rješenja imaju paralelnu Ricci krivinu, za razliku od Einstein-Weylovog mo-
dela gdje rješenje tipa pp-talasa ne mora nužno imati paralelnu Ricci krivinu.

Poredenje ova dva tipa rješenja postaje jasnije u slučaju monohromatskih
rješenja. Slično kao što je uradeno u [74], ako izaberemo funkciju k(x3) takvu
da je funkcija (2.70) jednaka

r = c4e4i(ax
3+b),

pri čemu su a, b, c ∈ R, a 6= 0, tada spinor ξ iz (2.73) je eksplicitno dat sa

ξ = c

(
1
0

)
ei(ax

3+b). (2.83)

Vektorsko polje A iz Definicije 2.2.5 je A = k(x3)l pri čemu je funkcija k(x3)
rješenje diferencijalne jednačine

1

4
(k(x3))2 ± i

2
k′(x3) = c4e4i(ax

3+b)
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gdje a, b, c ∈ R, a 6= 0. Za polje spinora (2.83), uslov (2.82) glasi

f11 + f22 = (k(x3))2 − 4ac2

K
.

Odavdje zaključujemo da u metrički afinom slučaju Laplacian funkcije f
može biti bilo koja konstanta, dok u Einstein-Weylovom slučaju se zahti-
jeva da bude odredena konstanta, što je posljedica konformalne invarijant-
nosti metrički afinog modela i prisustva gravitacione konstante u Einstein-
Weylovom modelu.

Generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom su veoma slični pp-
talasnom tipu rješenja Einstein-Weylovog modela. Prema ovome, slično kao
u [74] predlažemo da generalizirani pp-talasi sa čisto aksijalnom torzijom sa
paraellnom Ricci krivinom predstavljaju metrički afini model sa neutrino bez
mase.
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Poglavlje 3

Spektralna analiza Diracovog
operatora bez mase na
trodimenzionalnoj
mnogostrukosti

Kao što je pokazano u prethodnom poglavlju, generalizirani pp-talasi sa čisto
aksijalnom torzijom i čisto tenzorskom torzijom sa paralelnom Ricci krivinom
koji su posmatrani u ovoj disertaciji imaju svoju odredenu fizikalnu interpre-
taciju. Spinor ξ koji u potpunosti odreduje kompleksificirane krivine ovih
prostorvremena, zadovoljava Diracovu jednačinu bez mase. Aksijalna torzija
posmatrana u prethodnim sekcijama je ireducibilni dio torzije koji se obično
koristi za modelovanje neutrina bez mase, vidi [20], ili elektrona, vidi [16],
putem Cosserat elastičnosti. Sada smo zainteresovani za vǐse matematički
pristup analizi Diracove jednačine bez mase i Diracovog operatora bez mase
u 3 dimenzije.

U ovom poglavlju posmatramo Diracov operator bez mase na trodimenzi-
onalnoj mnogostrukosti koji opisuje neutrino bez mase u trodimenzionalnom
kompaktnom prostoru. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase
se interpretiraju kao energetski nivoi te čestice bez mase. Svojstvene vri-
jednosti Diracovog operatora bez mase se mogu eksplicitno izračunati kada
posmatramao jedinični torus T3 snabdjeven sa Euclidskom metrikom i je-
diničnu sferu S3 snabdjevenu sa standardnom metrikom koja je restrikcija
Euclidske metrike sa R4 na S3. U ova dva slučaja se ispostavlja da je spektar
Diracovog operatora bez mase simetričan.

Ipak, prema [3, 4, 5, 6], za opštu orijentisanu Riemannovu trodimenzi-
onalnu mnogostrukost (M, g) nema fizikalnog razloga da spektar Diracovog
operatora bez mase bude simetričan. Fizikalno interpretirano, ta simetrija
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bi značila da u ova dva primjera, neutrino bez mase i antineutrino bez mase
imaju iste osobine.

Naš cilj jeste da pokažemo da je moguće razbiti spektralnu simetriju Dira-
covog operatora bez mase na 3−torusu koristeći se perturbacijama Euclidske
metrike. Opravdanje za tako nešto nalazimo u numeričkoj analizi spektra Di-
racovog operatora bez mase. Koristimo Galerkinovu metodu, vidi naprimjer
[49], da bi eksplicitno izračunali spektar za različite perturbacije Euclidske
metrike. Za perturbovanu Euclidsku metriku za neki mali pozitivni parame-
tar ε, izvodimo asimptotske formule za svojstvene vrijednosti Diracovog ope-
ratora bez mase, koje takoder ovise o parametru ε. Analiziramo pod kakvim
perturbacijama Euclidske metrike je moguće dobiti spektralnu asimetriju.

U spektralnoj analizi Diracovog operatora bez mase koristićemo neke
poznate rezultate za samoadjungovani eliptični diferencijalni operator prvog
reda, vidi [18, 19, 25].

3.1 Neke osobine samoadjungovanog elipti–

čnog diferencijalnog operator prvog reda

Jedna od analiza spektra nekog operatora jeste da posmatramo raspodjelu
svojstvenih vrijednosti tog operatora. Zbog toga smo zainteresovani za ana-
lizu spektralne funkcije, vidi Definiciju 3.1.5, i funkcije brojanja, vidi Defi-
niciju 3.1.6, Diracovog operatora bez mase. Diracov operator bez mase je
samoadjungovani diferencijalni operator prvog reda te ima diskretan spektar
čije se svojstvene vrijednosti akumuliraju oko +∞ i −∞, dok su svojstvene
funkcije operatora beskonačno glatke, vidi [19, 24, 25].

Neka je M povezana i kompaktna trodimenzionalna mnogostrukost bez
granice i neka su x = (x1, x2, x3) lokalne koordinate na mnogostrukosti M .
Posmatrajmo diferencijalni operator prvog reda A koji je samoadjungovan
i koji djeluje na dvokolomne polugustine sa kompleksnim vrijednostima na
mnogostrukosti M .

Principalni simbol i subprincipalni simbol diferencijalnog operatora prvog
reda A, koje ćemo koristiti u ovoj disertaciji, su definisani kako slijedi, vidi
[85].

Definicija 3.1.1. Principalni simbol diferencijalnog operatora prvog reda A
je matrica dobijena ostavljajući u A samo vodeće izvode prvog reda i zamje-
nom svakog ∂/∂xα sa iξα, α = 1, 2, 3, pri čemu je ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) promjenljiva
dualna promjenljivoj x i koja se u fizikalnoj literaturi odnosi na momentum.
Principalni simbol operatora A označavamo sa A1(x, ξ).
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Kao što je pokazano u [19], postojanje principalnog simbola A1(x, ξ) im-
plicira da je mnogostrukost M paralelizibilna i principalni simbol daje me-
triku i teleparalelnu konekciju Γαβγ(x). To nam omugućava da rezultate
naše spektrale analize izrazimo geometrijskim jezikom i da definǐsemo tenzor
torzije (1.12).

Definicija 3.1.2. Subprincipalni simbol diferencijalnog operatora prvog reda
A je definisan kao

Asub := A0 +
i

2
(A1)xαξα , (3.1)

pri čemu su A1(x, ξ) i A0(x) komponente punog simbola A(x, ξ) = A1(x, ξ)+
A0(x) diferencijalnog operatora prvog reda i pri čemu donji indeks označava
stepen homogenosti.

Primjedba 3.1.3. Mi pretpostavljamo da je principalni simbol A1(x, ξ) bez
traga za sve (x, ξ) ∈ T ∗M i da je detA1(x, ξ) 6= 0, ∀ (x, ξ) ∈ T ′M pri čemu
je T ′M := T ∗M\{ξ = 0}. Principalni simbol operatora A je 2× 2 Hermitska
matrica na kotangentnom omotaču T ∗M i linearan je po ξ.

Primjedba 3.1.4. Poznato je, vidi [18, 19], da je pod gornjim pretpostav-
kama spektar operatora A diskretan i svojstvene vrijednosti se akumuliraju
oko ±∞.

Označimo sa λk svojstvene vrijednosti operatoraA i sa vk(x) odgovarajuće
svojstvene vektore. Svojstvene vrijednosti λk su numerisane po rastućem
redoslijedu koristeći k = 1, 2, . . . za pozitivne svojstvene vrijednosti i k =
0,−1,−2, . . . za nepozitivne svojstvene vrijednosti.

U svrhu dalje analize spektra operatora, zainteresovani smo za analizu
dvije funkcije a to su spektralna funkcija i funkcija brojanja, koje su defini-
sane na sljedeći način, vidi [19, 85].

Definicija 3.1.5. Spektralna funkcija je realna gustoća definisana kao

e(λ, x, x) :=
∑

0<λk<λ

‖ vk(x) ‖2, (3.2)

pri čemu je ‖ vk(x) ‖2:= [vk(x)]∗ vk(x) kvadrat Euclidove norme svojstvene
funkcije vk izračunate u tački x ∈ M i λ je pozitivni parametar (spektralni
parametar).

Definicija 3.1.6. Funkcija brojanja je funkcija

N(λ) :=
∑

0<λk<λ

1 =

∫
M

e(λ, x, x)dx, (3.3)

pri čemu je e(λ, x, x) spektralna funkcija (3.2).
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Funkcija brojanja N(λ) je ustvari broj svojstvenih vrijednosti izmedu 0 i
λ. Mi smo takoder zainteresovani za asimptotske formule spektralne funkcije
(3.2) i funkcije brojanja (3.3), tojest zainteresovani smo za formule tipa

e(λ, x, x) = a(x)λ3 + b(x)λ2 + o(λ2), (3.4)

N(λ) = aλ3 + bλ2 + o(λ2) (3.5)

kad λ → +∞, pri čemu su realne konstante a, b i realne gustoće a(x), b(x)
povezane kao

a =

∫
M

a(x)dx, (3.6)

b =

∫
M

b(x)dx. (3.7)

Asimptotske formule (3.4) i (3.5) diferencijalnog operatora prvog reda su
eksplicitno izvedene i date sa sljedećom teoremom.

Teorema 3.1.7. Koeficijenti u dvočlanoj asimptotskoj formuli (3.4) su dati
sa

a(x) =
1

6π2

√
det gαβ(x),

b(x) =
1

8π2

(
(3c ∗ T ax − 2trAsub)

√
det gαβ

)
(x),

pri čemu je

T ax
αβγ :=

1

3
(Tαβγ + Tγαβ + Tβγα)

aksijalna torzija, c je topološki naboj definisan kao

c := − i
2

√
det gαβ tr((A1)ξ1(A1)ξ2(A1)ξ3),

koji uzima samo dvije vrijednosti, +1 ili −1 i pri čemu je ∗ Hodgeova zvjez-
dica (1.21).

Za dokaz Teoreme 3.1.7 vidi naprimjer [19].

3.2 Diracov operator bez mase

U ovoj sekciji predstavljamo Diracov operator bez mase na trodimenzionalnoj
mnogostrukosti sa njegovim osnovnim osobinama, slično kao što je uradeno u
[19, 24]. Za vǐse detalja o djelovanju Diracovog operatora na mnogostrukosti
proizvoljne dimenzije vidi naprimjer [36, 41].
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Neka je M trodimenzionalna povezana, kompaktna i orijentisana mnogos-
trukost snabdjevena sa Riemannovom metrikom gαβ, gdje su α, β = 1, 2, 3
tenzorski indeksi. Prema [54], trodimenzionalna orijentisana mnogostrukost
je paralelizibilna i posljedično postoje glatka vektorska polja ej(x), j = 1, 2, 3
koja su linearno nezavisna u svakoj tački x mnogostrukosti M .

Tri linearno nezavisna vektorska polja ej(x), j = 1, 2, 3 čine okvir. Možemo
pretpostaviti da su ova vektorska polja ortonormalna, a ako nisu, ortonor-
malnost uvijek možemo dobiti korǐstenjem Gramm-Schmidtovog postupka.
Koordinatne komponente vektora ej(x) su e α

j (x), α = 1, 2, 3, gdje tzv. anho-
lonomični ili okvirni indeks, označen sa latiničnim slovom j, broji vektorsko
polje a tzv. holonomični ili tenzorski indeks, označen grčkim slovom α, broji
njegove komponente.

Kookvir je definisan kao tri kovektorska polja ek(x), k = 1, 2, 3, a koordi-
natne komponente vektora ek(x) su ekα(x), α = 1, 2, 3, pri čemu je

ekβ := δkjgβγej
γ.

Okvir je potpuno odreden sa kookvirom, i obrnuto, relacijom ej
αekα = δj

k.

Definicija 3.2.1. Diracov operator bez mase je matrični operator

W := −iσα
(

∂

∂xα
+

1

4
σβ

(
∂σβ

∂xα
+

{
β

αγ

}
σγ
))

, (3.8)

gdje se sumiranje vrši po indeksima α, β, γ = 1, 2, 3.

Primjedba 3.2.2. Diracov operator bez mase označavamo sa slovom “W”
jer se u teorijskoj fizici češće odnosi na Weylov operator.

Primjedba 3.2.3. Diracov operator bez mase se može posmatrati kao kva-
dratni korijen Laplaciana.

Koeficijenti

{
α

βγ

}
koji se pojavljuju u Definiciji 3.2.1 su Christoffelovi

simboli (1.11). Matrice σ su Paulijeve matrice definisane kao

σα(x) := sje α
j (x), (3.9)

gdje se sumiranje vrši po ponovljenom okvirnom indeksu j = 1, 2, 3, indeks
α = 1, 2, 3 je slobodni tenzorski indeks a matrice sj i sj, j = 1, 2, 3 su
definisane sa

s1 :=

(
0 1
1 0

)
= s1, s

2 :=

(
0 −i
i 0

)
= s2, s

3 :=

(
1 0
0 −1

)
= s3. (3.10)
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Diracov operator bez mase (3.8) djeluje na dvokolomni vektor

v =
(
v1 v2

)T
(3.11)

skalarnih funkcija sa kompleksnim vrijednostima (Weylov spinor). Spinor
(3.11) se transformira na tačno odredeni način pod transformacijama orto-
normalnog okvira ej(x). Mi okvir biramo apriori pa komponente spinora
možemo posmatrati kao skalare.

Indekse dižemo i spuštamo na standardni način koristeći metrički tenzor.
Koristeći Diracov operator bez mase (3.8) možemo konstruisati Diracovu

akciju bez mase-varijacioni funkcional koji odgovara operatoru (3.8) kojeg
smo posmatrali u Sekciji 2.4.

Definicija 3.2.4. Diracova akcija bez mase je definisana kao

S(ξ) :=

∫
M

Re(ξ∗Wξ)
√

det gαβdx, (3.12)

pri čemu je W Diracov operator bez mase (3.8) a zvjezdica označava Her-
mitsku konjugaciju.

Orijentacija (pozitivna ili negativna) Diracovog operatora bez mase (3.8)
je u potpunosti odredena znakom okvira. Okvir ima pozitivnu orijentaciju
ako je det ej > 0 a negativnu orijentaciju ako je det ej < 0. Primijetimo
da transformacija W 7→ −W mijenja orijentaciju Diracovog operatora bez
mase.

Fizikalno interpretirano, operator (3.8) opisuje neutrino bez mase u tro-
dimenzionalnom kompaktnom prostoru M i energetski nivoi te čestice su
odredeni sa svojstvenim vrijednostima tog operatora. Dalje navodimo os-
novne osobine Diracovog operatora bez mase (3.8), vidi [17, 29] za njihove
dokaze:

• Diracov operator bez mase je invarijantan pod promjenom lokalnih ko-
ordinata.

• Diracov operator bez mase je eliptični operator.

• Diracov operator bez mase je formalno samoadjungovan sa unutrašnjim
proizvodom

〈v, w〉 :=

∫
M

w∗v
√

det gαβdx (3.13)

dvokolomnih glatkih skalarnih funkcija v, w : M → C2.
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• U teorijskoj fizici posebno je interesantno antilinearno preslikavanje
charge konjugacije koje je definisano kao

v 7→ C(v) := εv, (3.14)

pri čemu je

ε :=

(
0 −1
1 0

)
.

Antilinearni operator charge konjugacije (3.14) preslikava element pros-
tor L2(M ;C2) u element prostora L2(M ;C2) kao i element prostora
H1(M ;C2) u element prostora H1(M ;C2).

Primjedba 3.2.5. Interesantna osobina je da Diracov operator bez
mase W komutira sa operatorom charge konjugacije, tojest

C(Wv) = W (C(v)). (3.15)

• Neka je R : M → SU(2) proizvoljna glatka specijalna unitarna ma-
trična funkcija. Uvedimo nove Paulijeve matrice

σ̃α := RσαR∗ (3.16)

i novi operator W̃ koji je dobijen zamjenom matrica σ sa σ̃ u (3.8).

Tada su operatori W i W̃ povezani na isti način kao Paulijeve matrice
σ i σ̃, tojest

W̃ := RWR∗.

Ako postoji glatka matrična funkcija R : M → SU(2) takva da su
odgovarajuće Paulijeve matrice σα i σ̃α povezane u skladu sa (3.16),

tada kažemo da su operatori W i W̃ ekvivalentni.

Operator charge konjugacije posjeduje takoder dodatne interesantne osobine
iskazane sljedećom lemom.

Lema 3.2.6. Iz formula (3.13) i (3.14) slijede sljedeći identiteti:

C(C(v)) = −v, (3.17)

〈v, C(v)〉 = 0, (3.18)

〈C(v), C(w)〉 = 〈w, v〉. (3.19)

Dokaz. Neka su v =
(
v1 v2

)T
i w =

(
w1 w2

)T
proizvoljni vektori

skalarnih funkcija i

C(v) =

(
0 −1
1 0

)(
v1
v2

)
=

(
−v2
v1

)
.
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Tada

C(C(v)) = C

(
−v2
v1

)
=

(
0 −1
1 0

)(
−v2
v1

)
=

(
−v1
−v2

)
= −v.

Takoder

〈v, C(v)〉 =

∫
M

(C(v))∗v
√

det gαβ dx =

∫
M

(
−v2 v1

)( v1
v2

)√
det gαβ dx

=

∫
M

(−v1v2 + v1v2)
√

det gαβ dx = 0,

i

〈C(v), C(w)〉 − 〈w, v〉 =

∫
M

(C(w))∗C(v)
√

det gαβ dx−
∫
M

(v)∗w
√

det gαβ dx

=

∫
M

(w2v2 + w1v1 − v1w1 − v2w2)dx = 0.

Zbog toga je 〈C(v), C(w)〉 = 〈w, v〉. 2

Kao što je navedeno u [19], opravdanje za uvodenje polugustine
√

det gαβ
u formulu (3.13) za unutrašnji proizvod leži u činjenici da Diracov operator
bez mase (3.8) je operator koji djeluje na dvokolomni vektor skalarnih funk-
cija, tojest dvokolomni vektor veličina koje se ne mijenjaju pod promjenom
lokalnih koordinata. Gustina i polugustina su definisane na sljedeći način,
vidi [85].

Definicija 3.2.7. Za µ kažemo da je gustina ako vrijedi µ(x) = J(x)µ̃(x̃(x))
a polugustina ako vrijedi µ(x) = J1/2(x)µ̃(x̃(x)) pri čemu je µ̃ reprezentacija
od µ u koordinatama x̃ i J(x) = | det ∂x̃/∂x|.

Operator od posebnog nam interesa je Diracov operator bez mase na po-
lugustinama:

Definicija 3.2.8. Diracov operator bez mase na polugustinama je operator

W1/2 := (det gκλ)
1/4W (det gµν)

−1/4 (3.20)

koji preslikava polugustine u polugustine.

Primjedba 3.2.9. Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je
ekvivalentan Diracovom operatoru bez mase (3.8).

Domen operatora W1/2 je prostor H1(M ;C2), koji je Sobolevljev prostor
dvokolomnih vektora polugustina koje su kvadratno integrabilne zajedno sa
njihovim prvim izvodima.
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3.3 Spektar Diracovog operatora bez mase

Sada smo zainteresovani da primijenimo rezultate iz Sekcije 3.1 za diferen-
cijalni operator prvog reda na spektralnu analizu Diracovog operatora bez
mase (3.8).

U tom cilju, možemo provjeriti koje uslove mora da zadovoljava dife-
rencijalni operator A prvog reda da bi bio Diracov operator bez mase na
polugustinama. Ti uslovi su iskazani sljedećom teoremom.

Teorema 3.3.1. Operator A je Diracov operator bez mase na polugustinama
ako i samo ako su u svakoj tački mnogostrukosti M ispunjena sljedeća dva
uslova:

• subprincipalni simboll (3.1) operatora je proporcionalan identičnoj ma-
trici;

• drugi asimptotski koeficijent spektralne funkcije b(x) je nula.

Za dokaz Teoreme 3.3.1, vidi [19].
Eksplicitna formula za principalni simbol Diracovog operatora bez mase

na polugustinama (3.20) je

A1(x, ξ) =

(
e3
α e1

α − ie2α
e1
α + ie2

α −e3α
)
ξα (3.21)

a eksplicitna formula za subprincipalni simbol je

Asub(x) =
3

4
(∗T ax(x))I, (3.22)

pri čemu je

∗T ax(x) =
δlk
3

√
det gαβ

[
ek1 ∂e

l
3/∂x

2 + ek2∂e
l
1/∂x

3 + ek3∂e
l
2/∂x

1

−ek1∂el2/∂x3 − ek2∂el3/∂x1 − ek3∂el1/∂x2
]

(3.23)

eksplicitna formula Hodgeovog duala aksijalnog dijela torzije, vidi Sekciju 8
u [19].

Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je samoadjungovani
eliptični diferencijalni operator prvog reda koji djeluje na dvokolomni vektor
polugustina sa kompleksnim vrijednostima, detA1(x, ξ) 6= 0 i principalni
simbol (3.21) je jasno bez traga. Zbog toga, Diracov operator bez mase
zadovoljava uslove za diferencijalni operator A iz Primjedbe 3.1.3.
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Prema Teoremi 3.1.7, asimptotske formule (3.4) i (3.5) za Diracov opera-
tor bez mase na polugustinama (3.20) glase

e(λ, x, x) =

√
det gαβ(x)

6π2
λ3 + o(λ2), (3.24)

N(λ) =
Vol M

6π2
λ3 + o(λ2), (3.25)

pri čemu je Vol M mjera Riemannove trodimenzionalne mnogostrukosti M .

Primjedba 3.3.2. Primijetimo da je asimptotska formula za funkciju bro-
janja (3.25) operatora (3.20) veoma jednostavna. Asimptotski koeficijenti
(3.6) su odredeni samo sa mjerom Riemannove trodimenzionalne mnogos-
trukosti i ne ovisi o njenom obliku. Takoder, veoma važna činjenica jeste da
je asimptotski koeficijent (3.7) jednak nuli.

Primjedba 3.3.3. Analizom formule (3.25) zaključujemo da su pozitivne i
negativne svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase rasporedene
na isti način.

Primjedba 3.3.4. Budući da mi radimo sa Diracovim operatorom bez mase
na polugustinama (3.20), u formuli (3.24) se pojavljuje izraz

√
det gαβ(x).

Naravno, za Diracov operator bez mase (3.8) spektralna funkcija je skalarno
polje a formula (3.24) glasi

e(λ, x, x) =
1

6π2
λ3 + o(λ2).

Primjer 3.3.5. Posmatrajmo jedinični torus T3 i jediničnu sferu S3 kao
mnogostrukosti M . Budući da su Vol T3 = (2π)3 i Vol S3 = 2π2 funkcije
brojanja (3.25) na 3-torusu i 3-sferi su respektivno date sa

N(λ) =
4

3
πλ3 + o(λ2), (3.26)

i

N(λ) =
1

3
λ3 + o(λ2). (3.27)

Funkcije brojanja (3.26) i (3.27) pokazuju da za ova dva izbora mnogos-
trukosti, pozitivne svojstvene vrijednosti su rasporedene na isti način kao
negativne svojstvene vrijednosti.

Veza izmedu spektra operatora i geometrije mnogostrukosti je danas stvar
intenzivnog istraživanja. Veoma je teško eksplicitno odrediti spektar Dira-
covog operatora bez mase na proizvoljnoj mnogostrukosti M . Prema našim
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saznanjima, spektar Diracovog operatora bez mase je prvi put eksplicitno
izračunat od strane Friedricha [35]. U istom radu je pokazana zavisnost
spektra operatora od izbora spin strukture.

Za sada samo možemo analizirati funkciju brojanja (3.25) da bi vidjeli
distribuciju svojstvenih vrijednosti. Postoje samo dva primjera gdje je spek-
tar odreden eksplicitno. Prvi primjer je jedinični torus T3 snabdjeven sa
Euclidskom metrikom a drugi primjer je jedinična sfera S3 snabdjevena sa
standardnom metrikom koja je restrikcija Euclidske metrike sa R4 na S3. U
oba slučaja se ispostavlja da je spektar simetričan oko nule, vidi [10, 19, 93].

Spektar Diracovog operatora bez mase na jediničnom torusu T3 snab-
djevenog sa Euclidskom metrikom je ovakav: nula je svojstvena vrijednost
vǐsestrukosti dva te za svaki m ∈ Z3 \ {0} svojstvene vrijednosti su ±‖m‖.
Spektar Diracovog operatora bez mase na jediničnoj sferi S3 koja je snab-
djevena sa sa standardnom metrikom koja je restrikcija Euclidske metrike sa
R4 na S3 takoder može biti eksplicitno izračunat, vidi [10, 93], i svojstvene
vrijednosti su ±

(
k + 1

2

)
, (k = 1, 2, . . .), sa vǐsestrukošću k(k + 1).

Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase posjeduju veoma
značajnu osobinu iskazanu sa sljedećom lemom, koja je posljedica komutira-
nja Diracovog operatora bez mase i operatora charge konjugacije.

Lema 3.3.6. Svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase imaju parnu
vǐsestrukost.

Dokaz. Neka je v svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ
Diracovog operatora bez mase, tojest neka je Wv = λv. Neka je C operator
charge konjugacije. Tada, prema (3.15) imamo

W (C(v)) = C(Wv) = C(λv) = λC(v),

tojest vektor C(v) je takoder svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj
vrijednosti λ. 2

Primjedba 3.3.7. Kao što je rečeno u [24], uvodenjem magnetnog polja
kao što su to uradili Erdős i Solovej u [29], situacija se mijenja jer se dvos-
truke svojstvene vrijednosti razilaze. Ovo upućuje na činjenicu da dvostruke
svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase odgovaraju dva različita
spina.

Interesantan rezultat za donju procjenu svojstvene vrijednosti na zatvo-
renoj mnogostrukosti dat je sa tzv. Friedrichovom nejednakošću.
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Teorema 3.3.8. Ako je λ svojstvena vrijednost Diracovog operatora na n-
dimenzionalnoj (n > 2) zatvorenoj mnogostrukosti (Mn, g) sa spin struktu-
rom, tada

λ2 >
n

4(n− 1)
inf
M

(R), (3.28)

pri čemu je R skalarna krivina.

Za dokaz Teoreme 3.3.8 i pobolǰsanja formule (3.28) vidi [36].
Prema [3, 4, 5, 6], za opštu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu

mnogostrukost (M, g) nema razloga da spektar Diracovog operatora bez mase
bude simetričan. U ovom poglavlju razbijamo spektralnu simetriju na je-
diničnom torusu T3 kao trodimenzionalnom mnogostrukošću sa trivijalnom
topologijom perturbirajući Euclidsku metriku. Ovakav postupak je korǐsten
takoder u [24].

3.4 Perturbacijska teorija za Diracov opera-

tor bez mase

Jedan od načina da se razbije spektralna simetrija Diracovog operatora bez
mase jeste da se koriste trivijalne metrike i mnogostrukosti sa netrivijalnom
topologijom. U ovom poglavlju se korisitimo suprotnom strategijom: koris-
timo mnogostrukost sa trivijalnom topologijom a netrivijalnom metrikom,
tojest perturbiramo Euclidsku metriku u cilju kreiranja spektrale asimetrije.
U ovoj sekciji razvijamo perturbacijsku teoriju za tu svrhu.

Posmatrajmo Euclidsku metriku perturbovanu sa malim pozitivnim re-
alnim parametrom ε. Zbog jednostavnosti, predstavljamo nešto drugačiji
pristup uvodenju okvira i kookvira jer radimo u odredenom koordinatnom
sistemu, na sličan način kao što je uradeno u [24]. Za Euclidsku metriku,
lahko je vidjeti da je Diracov operator bez mase (3.8) koji odgovaraja stan-
dardnoj spin strukturi dat sa

W = −i

(
∂
∂x3

∂
∂x1
− i ∂

∂x2
∂
∂x1

+ i ∂
∂x2

− ∂
∂x3

)
. (3.29)

Neka je gαβ(x; ε) perturbovana metrika čije su komponente glatke funkcije
koordinata xα i malog pozitivnog realnog ε, koja zadovoljava uslov

gαβ(x; 0) = δαβ. (3.30)

Neka su

hαβ(x) :=
∂gαβ(x)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

, kαβ(x) := 4
∂2gαβ(x)

∂ε2

∣∣∣∣
ε=0

. (3.31)
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Perturbovani kookvir je glatka matrična funkcija sa realnim vrijednostima
ejα(x; ε), j, α = 1, 2, 3 koja zadovoljava uslove

gαβ(x; ε) = δjke
j
α(x; ε)ekβ(x; ε), (3.32)

ejα(x; 0) = δjα. (3.33)

Razlog zašto uvodimo uslov (3.33) jeste taj što želimo da naš neperturbovani
operator ima oblik (3.29). Prvi indeks j matrične funkcije ejα(x; ε) broji
vrste matrice dok drugi indeks α broji kolone matrice. Budući da radimo
u odredenom koordinatnom sistemu, možemo zahtijevati da koovir ejα(x; ε)
bude simetričan, tojest

ejα(x; ε) = eαj(x; ε). (3.34)

Uslov (3.34) će značajno da pojednostavi naša izračunavanja u vezi Diracovog
operatora bez mase.

Kao što je naglašeno u [24], u tom slučaju, asimptotska formula po ste-
penima od ε subprincipalnog simbola Diracovog operatora bez mase na po-
lugustinama (3.22) počinje sa kvadratnim članom i ima veoma jednostavnu
strukturu. Za perturbovanu metriku gαβ(x; ε) kookvir ejα(x; ε) nije jedins-
tveno odreden. Matričnu funkciju ejα(x; ε) možemo množiti sa lijeve strane
sa 3 × 3 specijalnom ortogonalnom matričnom funkcijom O(x; ε) koja za-
dovoljava uslov O(x; 0) = I, pri čemu je I jedinična matrica trećeg reda.
Novi kookvir će takoder da zadovoljava uslove (3.32), (3.33). Ovakav izbor
kookvira ne utiče na spektar Diracovog operatora bez mase, vidi [19].

Okvir je glatka matrična funkcija sa realnim vrijednostima ej
α(x; ε) defi-

nisana sa sistemom linearnih algebarskih jednačina

ej
α(x; ε)ekα(x; ε) = δj

k. (3.35)

Primjedba 3.4.1. U matričnoj notaciji, formula (3.35) se čita kao okvir je
transponovana matrica inverzne matrice koovira.

Budući da biramo da je kookvir simetričan tada je i okvir simetričan
takoder. Na osnovu formula (3.30) i (3.31) dobijamo

gαβ(x; ε) = δαβ + εhαβ(x) +
ε2

4
kαβ(x) +O(ε3). (3.36)

Koristeći Taylorovou formulu za funkciju
√

1 + z, kookvir je dat sa

ejα(x; ε) = δjα +
ε

2
hjα(x)− ε2

8

(
h2
)j

α(x) +
ε2

8
kjα(x) +O(ε3). (3.37)
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Koristeći (3.37) i Taylorovu formulu za funkciju (1 + z)−1, okvir je dat sa

ej
α(x; ε) = δj

α − ε

2
hj

α(x) +
3ε2

8

(
h2
)
j
α(x)− ε2

8
kj
α(x) +O(ε3). (3.38)

Primjedba 3.4.2. Izraz h2 koji se pojavljuje u formulama (3.37) i (3.38)
označava kvadrat perturbacijske matrice h, tojest (h2)j

α(x) = h β
j (x)h α

β (x),
pri čemu se sumiranje vrši po ponovljenom indeksu β.

U matricama h i k indekse dižemo i spuštamo koristeći Euclidsku metriku,
što znači da dizanje i spuštanje indeksa nǐsta ne mijenja.

Kao što je navedeno u [24], standardnu perturbacijsku teoriju ne možemo
primijeniti na Diracov operator bez mase zbog činjenice da Diracov operator
bez mase komutira sa operatorom charge konjugacije, vidi Lemu 3.3.6. U ovoj
sekciji prezentujemo perturbacijsku teoriju koja u obzir uzima vǐsestrukost
svojstvene vrijednosti. U prisutnosti magnetnog polja, možemo primijeniti
standardnu perturbacijsku teoriju jer magnetno polje razdvaja dvostruke
svojstvene vrijednosti, vidi Primjedbu 3.3.7.

Neka je W1/2(ε) Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) koji
odgovara perturbovanoj metrici gαβ(x; ε). Naglašavamo da mi radije korisi-
timo Diracov operator bez mase na polugustinama W1/2(ε) radije nego Di-
racov operator bez mase W (ε), iako su spektri ova dva operatora isti jer su
operatori W1/2(ε) i W (ε) ekvivalentni.

Neka je
W1/2(ε) = W

(0)
1/2 + εW

(1)
1/2 + ε2W

(2)
1/2 + · · · (3.39)

asimptotski razvoj po stepenima malog pozitivnog parametra ε Diracovog
operatora bez mase. Operator W

(0)
1/2 = W1/2(0) je neperturbovani Diracov

operator na polugustinama (3.20). Označimo sa λ(0) svojstvenu vrijednost
ovog operatora a sa v(0) odgovarajući svojstveni vektor. Svaka svojstvena
vrijednost λ(0) ima parnu vǐsestrukost jer Diracov operator bez mase komutira
sa antilinearnim operatorom charge konjugacije (3.14).

Perturbacija izolovane svojstvene vrijednosti konačne vǐsestrukosti ograni–
čenog operatora je opisana od strane Rellicha [84] i tu proceduru možemo
primijeniti sa nekim dodatnim uslovima.

Operatori W
(k)
1/2, k = 0, 1, 2, . . . su formalno samoadjungovani diferenci-

jalni operatori prvog reda koji takoder komutiraju sa antilinearnim operato-
rom charge konjugacije (3.14). Mi pretpostavljamo da je red (3.39) konver-
gentan za dovoljno malo ε. Tada, vidi [84], postoje stepeni redovi

λ(ε) = λ(0) + ελ(1) + ε2λ(2) + · · · , (3.40)

v(ε) = v(0) + εv(1) + ε2v(2) + · · · . (3.41)
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koji su konvergentni za dovoljno malo ε, koji zadovoljavaju uslov

W1/2(ε)v(ε) = λ(ε)v(ε).

U perturbacijskom procesu kojeg razvijamo u ovoj sekciji, mi koristimo for-
malno samoadjungovan linearni operator A koji komutira sa antilinearnim
operatorom charge konjugacije (3.14). Takvi operatori posjeduju specijalnu
osobinu iskazanu sljedećom lemom, vidi [24].

Lema 3.4.3. Neka je A : C∞(M ;C2)→ C∞(M ;C2) (moguće i neograničen)
formalno samoadjungovan linearni operator koji komutira sa antilinearnim
operatorom charge konjugacije (3.14). Tada sa svaki v ∈ C∞(M ;C2) imamo

〈Av,C(v)〉 = 0. (3.42)

Dokaz. Dokaz izvodimo koristeći osobine (3.17)-(3.19) operatora charge ko-
njugacije (3.14). Neka su v, w ∈ C∞(M ;C2) proizvoljni. Tada

〈A(C(w)), C(v)〉 = 〈C(A(w)), C(v)〉 = 〈v, A(w)〉 = 〈A(v), w〉. (3.43)

Za w = C(v) formula (3.43) glasi

〈A(C(C(v))), C(v)〉 = 〈A(v), C(v)〉. (3.44)

Budući da je C(C(v)) = −v, formula (3.44) postaje

−〈A(v), C(v)〉 = 〈A(v), C(v)〉,

što daje (3.42). 2

U ovom poglavlju ćemo koristiti pseudoinverz operatora kojeg ćemo de-
finisati na sličan način kao što je to uradeno u [24, 84].

3.4.1 Konstrukcija pseudoinverza operatora

Neka je v(0) normalizirani svojstveni vektor operatora A koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti λ(0). Tada je, vidi Lemu 3.3.6, vektor C(v(0)) takoder
normalizirani svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ(0).

Slično kao što je uradeno u [24], posmatrajmo problem(
A− λ(0)

)
v = f, (3.45)

za datu funkciju f ∈ L2(M ;C2) gdje trebamo odrediti funkciju v ∈ H1(M ;C2).
Pretpostavimo da funkcija f zadovoljava uslove

〈f, v(0)〉 = 〈f, C(v(0))〉 = 0,
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pri čemu je C operator charge konjugacije (3.14). Problem (3.45) se može
riješiti za funkciju v a jedinstvenost ove funkcije se postiže sa uslovima

〈v, v(0)〉 = 〈v, C(v(0))〉 = 0.

Definǐsimo operator Q kao
Q : f 7→ v.

Operator Q je linearni operator koji djeluje na ortogonalni komplement
svojstvenog prostora operatora A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ(0).
Takoder, ograničeni linearni operator Q je samoadjungovan i komutira sa
antilinearnim operatorom charge konjugacije (3.14). Djelovanje operatora
Q možemo da proširimo na cijeli Hilbertov prostor L2(M ;C2) u skladu sa
Qv(0) = QC(v(0)) = 0.

Sada ćemo objasniti konstrukciju operatora Q na način kao što je uradeno
u [84]. Neka je λ svojstvena vrijednost vǐsestrukosti k Hemitskog operatora
A. Tada homogena jednačina

(A− λ(0))v = 0

ima k linearno nezavisnih rješenja φ(1), φ(2), . . . , φ(k) za koje možemo pret-
postaviti da su ortonormalni, tojest

〈φ(i), φ(j)〉 = δij, (i, j = 1, 2, . . . , k).

Operator A− λ(0) nema inverznog operatora, ali kao što je naglešeno u [84],
postoji jedinstveni linearni Hermitski operator Q takav da je Qφ(i) = 0,
(i = 1, 2, . . . , k) i

Q(A− λ(0))u = u−
k∑
i=1

〈φ(i), u〉φ(i).

Definǐsimo operator projektovanja P sa

Pu =
k∑
i=1

〈φ(i), u〉φ(i). (3.46)

Tada, gornje osobine operatora Q mogu biti zapisane kao QP = 0 i kao
Q(A− λ(0)) = I − P .

Operator Q se naziva pseudoinverz operatora A− λ.
Sada možemo kompletirati svojstvene vektore φ(1), φ(2), . . . , φ(k) sa svoj-

stvenim vektorima φ(k+1), φ(k+2), . . . , φ(n), koji odgovaraju svojstvenim vri-
jednostima λk+1, λk+2, . . . , λn, respektivno, tako da

〈φ(i), φ(j)〉 = δij, (i, j = 1, 2, . . . , n).
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Zapisujući v i f kao

v =
n∑
i=1

〈φ(i), v〉φ(i), f =
n∑
i=1

〈φ(i), f〉φ(i),

iz (3.45) dobijamo

〈φ(i), f〉 = 0, (i = 1, 2, . . . , k),

〈φ(i), f〉 = (λi − λ)〈φ(i), v〉, (i = k + 1, k + 2, . . . , n).

Ako jednačina ima rješenje po v, tada je funkcija f ortogonalna na sva
rješenja homogene jednačine. Zbog toga stavljamo

v =
k∑
i=1

viφ
(i) +

∑
λi 6=λ

〈φ(i), f〉
λi − λ

φ(i),

gdje su vi proizvoljne konstante. Vektor v definǐse kompletno rješenje jednačine.
Neka je P operator projektovanja u prostor razapet sa vektorima φ(1), φ(2),

. . . , φ(k), i Pi operator projektovanja u jednodimenzionalni prostor razapet
sa φ(i), (i = k + 1, k + 2, . . . , n).

Definicija 3.4.4. Operator

Q =
∑

λi 6=λ(0)

Pi
λi − λ(0)

(3.47)

je pseudoinvez operatora A− λ(0).

3.4.2 Eksplicitne formule za asimptotske koeficijente

Sada ćemo izvesti eksplicitne formule za koeficijente λ(1) i λ(2) u asimptotskom
razvoju (3.40). Posmatrajmo perturbovani problem svojstvenih vrijednosti

W1/2(ε)v(ε) = λ(ε)v(ε).

Koristeći (3.39), (3.40) i (3.41), dobijamo

(W
(0)
1/2 + εW

(1)
1/2 + ε2W

(2)
1/2 + · · · )(v(0) + εv(1) + ε2v(2) + · · · )

= (λ(0) + ελ(1) + ε2λ(2) + · · · )(v(0) + εv(1) + ε2v(2) + · · · ).

Grupǐsući elemente koji ne sadrže ε, dobijamo

W
(0)
1/2v

(0) = λ(0)v(0),
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što je neperturbovani problem svojstvenih vrijednosti. Grupǐsući elemente
koji sadrže ε, dobijamo

W
(0)
1/2v

(1) +W
(1)
1/2v

(0) = λ(0)v(1) + λ(1)v(0)

odakle je (W
(0)
1/2−λ(0))v(1) = (λ(1)−W (1)

1/2)v
(0), tojest v(1) = Q(λ(1)−W (1)

1/2)v
(0)

pri čemu je Q pseudoinverz operatora W
(0)
1/2 − λ(0). Označimo sa

f (1) = (λ(1) −W (1)
1/2)v

(0). (3.48)

Grupǐsući elemente koji sadrže ε2, dobijamo

W
(0)
1/2v

(2) +W
(1)
1/2v

(1) +W
(2)
1/2v

(0) = λ(0)v(2) + λ(1)v(1) + λ(2)v(0)

odakle je

(W
(0)
1/2 − λ

(0))v(2) = (λ(2) −W (2)
1/2)v

(0) + (λ(1) −W (1)
1/2)v

(1).

Označimo sa

f (2) = (λ(2) −W (2)
1/2)v

(0) + (λ(1) −W (1)
1/2)v

(1)

= (λ(2) −W (2)
1/2)v

(0) + (λ(1) −W (1)
1/2)Q(λ(1) −W (1)

1/2)v
(0). (3.49)

Nastavljajući ovaj proces, vektore f (k) i koeficijente λ(k) dobijamo iz uslova

〈f (k), v(0)〉 = 0 (3.50)

i
〈f (k), C(v(0))〉 = 0. (3.51)

Primjedba 3.4.5. Svojstvene vrijednosti imaju parnu vǐsestrukost pa uslov
(3.51) je dodatni uslov koji mora biti zadovoljen. U ovom dijelu se naš
perturbacijski proces razdvaja od standardnog perturbacijskog procesa za
jedinstvenu svojstvenu vrijednost.

Komponente v(k) su date sa

v(k) = Qf (k),

pri čemu je Q psudoinverz operatora W
(0)
1/2 − λ(0). Zamjenom (3.48), (3.49) u

(3.50), (3.51) dobijamo rezultat iskazan sa sljedećom lemom.

Lema 3.4.6. Eksplicitne formule za koeficijente λ(1) and λ(2) u asimptotskom
razvoju svojstvene vrijednosti λ(ε) su date sa

λ(1) = 〈W (1)
1/2v

(0), v(0)〉, (3.52)

λ(2) = 〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉 − 〈(W (1)
1/2 − λ

(1))Q(W
(1)
1/2 − λ

(1))v(0), v(0)〉. (3.53)

pri čemu je 〈 · , · 〉 unutrašnji proizvod definisan sa (3.13).
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3.5 Spektralna asimetrija Diracovog opera-

tora bez mase na 3-torusu

U ovoj sekciji želimo da primijenimo rezultate i pristup iz prethodnih sekcija
ovog poglavlja da bi dobili i demonstrirali spektralnu asimetriju Diracovog
operatora bez mase (3.8) na odredenoj mnogostrukosti. Posmatrajmo je-
dinični torus T3 parametrizovan sa cikličnim koordinatama xα, α = 1, 2, 3
perioda 2π. Za Euclidsku metriku, Diracov operator bez mase koji odgovara
standardnoj spin strukturi je dat formulom (3.29) i svojstvene vrijednosti
mu mogu biti izračunate eksplicitno. Spektar je simetričan oko nule i nula je
svojstvena vrijednost operatora. Ali, kao što smo to ranije naglasili, prema
[3, 4, 5, 6], za opštu orijentisanu Riemannovu trodimenzionalnu mnogostru-
kost (M, g) nema opravdnaja da spektar Diracovog operatora bez mase (3.8)
bude simetričan.

Spektralnu asimetriju Diracovog operatora bez mase na jediničnom to-
rusu T3 dobijamo perturbirajući Euclidsku metriku, kao što je opisano u
Sekciji 3.4. Perturbujući metriku dobijamo perturbovanu kookvir (3.37) i
okvir (3.38), a time i Diracov operator bez mase na polugustinama (3.20) je
perturbovan. Naš cilj jeste da ispitujemo pod kojim perturbacijama Euclid-
ske metrike je spektralna simetrija ovog operatora razbijena.

Definicija 3.5.1. Za datu funkciju f : T3 → C, označavamo sa

f̂(m) :=
1

(2π)3

∫
T3

e−imαx
α

f(x)dx, m ∈ Z3, (3.54)

njene Fourierove koeficijente, pri čemu je dx := dx1dx2dx3.

Primjedba 3.5.2. Važan specijalan slučaj kojeg ćemo posmatrati jeste kada
je metrika funkcija samo od koordinate x1. U tom slučaju možemo izabrati
kookvir i okvir takve da ovise takoder samo o koordinati x1 i svojstvene funk-
cije tražiti u obliku v(x1). Ovaj slučaj nazivamo aksisimetrični slučaj. U
ovim postavkama glavni problem svojstvenih vrijednosti parcijalnog diferen-
cijalnog operatora se reducira na svojstveni problem običnog diferencijalnog
operatora.

Primjedba 3.5.3. Za Euclidsku metriku Diracov operator bez mase (3.29)
koji odgovara standardnoj spin strukturi u aksisimetričnom sličaju je

W = −i

(
0 d

dx1
d
dx1

0

)
. (3.55)
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Diferencijalni operator A prvog reda je u potpunosti odreden sa svo-
jim principalnim i subprincipalnim simbolom, vidi Definiciju 3.1.1 i Defini-
ciju 3.1.2. Principalni simbol ima oblik A1(x, ξ) := M (α)(x)ξα pri čemu su
M (α)(x) matrične funkcije koji ovise samo od x a diferencijalni operator A je
dat sa

A = − i

2
M (α)(x)

∂

∂xα
− i

2

∂

∂xα
M (α)(x) + Asub. (3.56)

Posmatrajmo sada aksisimetrični slučaj, vidi Primjedbu 3.5.2. Za α = 1 u
(3.56), koristeći formule za principalni simbol (3.21) i subprincipalni simbol
(3.22), direktno dobijamo eksplicitnu formulu za Diracov operator bez mase
na polugustinama po elemntima kookvira i okvira

W1/2(ε) =− i

2

(
e 1
3 e 1

1 − ie 1
2

e 1
1 + ie 1

2 −e 1
3

)
d

dx1

− i

2

d

dx1

(
e 1
3 e 1

1 − ie 1
2

e 1
1 + ie 1

2 −e 1
3

)
+

δjk

4
√

det gαβ

(
ej3

(
dek2
dx1

)
− ej2

(
dek3
dx1

))
I, (3.57)

koji odgovara perturbovanoj metrici g(x1, ε), pri čemu su I 2 × 2 jedinična
matrica i √

det gαβ =
1√

det gαβ
= det ejα =

1

det e α
j

.

Kookvir ejα(x1; ε) i okvir ej
α(x1; ε) su definisani u skladu sa (3.37) i (3.38),

respektivno.
Za svojstvenu vrijednost n ∈ Z odgovarajući normalizovani svojstveni

vektor Diracovog operatora bez mase u aksisimetričnom slučaju (3.55) je

vn(x1) =
1

2
√
π

(
1
1

)
einx

1

. (3.58)

Budući da su svojstvene vrijednosti Diracovog operatora bez mase u aksisi-
metrčnom slučaju vǐsestrukosti dva, vidi Lemu 3.3.6, tada je i vektor

wn(x1) = C(vn(x1)) =
1

2
√
π

(
−1

1

)
e−inx

1

(3.59)

takoder normalizovani svojstveni vektor operatora (3.55) koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti n ∈ Z, pri čemu je C operator charge konjugacije (3.14).

Za svojstvenu vrijednost λ = 0 Diracovog operatora bez mase na polugus-
tinama u opštem slučaju asimptotsku formulu (3.40) su odredili Downes, Le-
vitin i Vassiliev u [24], pri čemu su posmatrali perturbacije metrike (3.36) sa
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kαβ(x) = 0. Pokazano je da je linearni koeficijent λ(1) jednak nuli i odredena
je eksplicitna formula za kvadratni koeficijent λ(2). Formula za kvadratni
koeficijent λ(2) izražena preko komponenti perturbacijske matrice hαβ(x) je
data sa

λ(2) =
i

16
εαβγ

∑
m∈Z3\{0}

(
δµν −

mµmν

‖m‖2

)
mαĥβµ(m)ĥγν(m), (3.60)

pri čemu je εαβγ totalno antisimetrična veličina, ε123 := +1, a crta iznad
označava kompleksnu konjugaciju.

U aksisimetričnom slučaju, vidi Primjedbu 3.5.2, formula (3.60) je nešto
jednostavnija i glasi

λ(2) = −1

8

∑
m1∈N

m1tr

((
ĥ22 ĥ23
ĥ32 ĥ33

)(
0 −i
i 0

)(
ĥ22 ĥ23
ĥ32 ĥ33

)∗ )
,

pri čemu je ĥαβ = ĥαβ(m1) i ‘∗’ označava Hermitsku konjugaciju.
U [24] autori su takoder odredili uslove pod kojima je konstanta λ(2)

različita od nula, što nam govori da je za dovoljno mali parametar ε spektar
Diracovog operatora bez mase asimetričan. Takoder, autori daju dva eks-
plicitna primjera perturbovane Euclidske metrike za koje se svojstvene vri-
jednosti Diracovog operatora bez mase na polugustinama u aksisimetričnom
slučaju mogu eksplicitno izračunati. Jedan primjer je kvadratne zavisnosti
dok je drugi primjer kvartične zavisnosti od parametra ε.

U ovom poglavlju mi ćemo imati sličan pristup kao u [24], ali veoma
bitno za naglasiti je da mi posmatramo svojstvene vijednosti ±1 Diraco-
vog operatora bez mase u aksisimetričnom slučaju (3.57) i za perturbovanu
Euclidsku metriku (3.36) izvodimo njihove asimptotske formule tipa (3.40),
tojest tražimo perturbacije Euclidske metrike za koje je moguće pomjeriti
svojstvene vrijednosti ±1 na asimetričan način.

3.5.1 Numerička analiza spektra

U ovoj sekciji numerički analiziramo spektar Diracovog operatora bez mase
(3.55) koristeći Galerkonov metod da bi diskretizirali problem svojstvenih
vrijedosti Diracovog operatora bez mase. Posmatramo jedinični torus T3

snabdjeven sa Euclidskom metrikom. Tada, za standardnu spin strukturu,
spektar Diracovog operatora bez mase (3.55) se može eksplicitno izračunati.

Posmatajmo 2m+ 1 svojstvenih vrijednosti λi = i, (i = 0,±1, . . . ,±m)
neperturbovanog Diracovog operatora bez mase na polugustinama W1/2(0).
Svaka svojstvena vrijednost λi (i = 0,±1, . . . ,±m) ima vǐsestukost dva i
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svojstveni vektori vi(x
1) i wi(x

1) (i = 0,±1, . . . ,±m) su dati sa (3.58) and
(3.59). Sada imamo

W1/2(0)vi(x
1) = λivi(x

1), (3.61)

W1/2(0)wi(x
1) = λiwi(x

1), (3.62)

pri čemu i = 0,±1, . . . ,±m. Svojstveni vektori vi(x
1) i wi(x

1) su ortonor-
malni u odnosu na unutrašnji proizvod (3.13), tojest

〈vi, vj〉 = 〈wi, wj〉 = δij, (3.63)

〈vi, wj〉 = 〈wi, vj〉 = 0, (i, j = 0,±1, . . . ,±m).

Prema (3.63), iz (3.61) i (3.62), za i, j = 0,±1, . . . ,±m imamo

λi = 〈W1/2(0)vi(x
1), vi(x

1)〉 = 〈W1/2(0)wi(x
1), wi(x

1)〉

i

〈W1/2(0)vi(x
1), wj(x

1)〉 = 〈W1/2(0)vj(x
1), wi(x

1)〉 = 0,

〈W1/2(0)wi(x
1), vj(x

1)〉 = 〈W1/2(0)wj(x
1), vi(x

1)〉 = 0.

Konstruǐsimo sada matrice

Hi,j :=

(
〈W1/2(0)vi, vj〉 〈W1/2(0)vi, wj〉
〈W1/2(0)wi, vj〉 〈W1/2(0)wi, wj〉

)
(3.64)

pri čemu i, j = 0,±1, . . . ,±m. Koristeći matrice (3.64) konstruǐsimo blok
matricu H na sljedeći način

H :=



H−m,m H0,m Hm,m

. . .
... . .

.

H0,1

· · · H−1,0 H0,0 H1,0 · · ·
H0,−1

. .
. ...

. . .

H−m,−m H0,−m Hm,−m


.

Matrica H je kvadratna matrica reda 2(2m + 1) i po konstrukciji ona je
Hermitska matica.

Svojstvene vrijednosti matrice H su λ = 0,±1, . . . ,±m i svaka svojstvena
vrijednost ima vǐsestrukost dva. To znači da smo problem (3.61)-(3.62) re-
ducirali na problem svojstvenih vrijedosti matrice H koristeći Galerkinov
metod.
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Posmatrajmo sada matricu H(ε) sa perturbovanim Diracovim operato-
rom W1/2(ε) umjesto neperturbovanog operatora W1/2(0). Tada je matrica
H(ε) Hermitska matrica čiji članovi ovise o realnom parametru ε i H(0) = H.
Koristeći perturbacijski proces opisan od strane McCartina [61] za perturbo-
vanu Hermitsku matricu, možemo dobiti asimptotske formule za svojstvene
vrijednosti matrice H(ε), te specijalno i asimptoske formule za svojstvene
vrijednosti λ = ±1. Jasno, svojstvene vrijednosti matrice H(ε) konvergiraju
ka svojstvenim vrijednostima matrice H kad ε→ 0.

Primjedba 3.5.4. Kroz ovo poglavlje sa λ+(ε) i λ−(ε) označavamo asimp-
totske formule za svojstvene vrijednosti λ = 1 i λ = −1, respektivno, te sa
λ
(i)
+ i λ

(i)
− njihove asimptotske koeficijente.

Ovim smo ispitivanje spektra perturbovanog Dircovog operatora bez mase
sveli na ispitivanje spektra Hermitske matrice H(ε).

Primjer 3.5.5. Posmatrajmo kookvir

ejα = δjα + ε

 0 0 0
0 cos x1 sinx1

0 sinx1 − cosx1

 . (3.65)

Eksplicitna formula za perturbovani Diracov operator za kookvir (3.65) je
odredena u [24] i glasi

W (ε) = −i

(
0 1
1 0

)
d

dx1
− ε2

2(1− ε2)
I. (3.66)

Svojstvene vrijednosti operatora (3.66) su eksplicitno date sa

λn(ε) = n− ε2

2(1− ε2)
= n− ε2

2
− ε4

2
+O(ε6), n ∈ Z (3.67)

i sve svojstvene vrijednosti imaju vǐsestrukost dva.
Sada ćemo koristiti kookvir (3.65) da bi analizirali spektar Diracovog ope-

ratora bez mase koristeći Galerkinov metod opisan na početku ove sekcije da
bi ove rezultate potvrdili i numeričkim putem. Eksplicitno smo konstruisali
matricu H(ε) reda 102×102 i numerički analizirali dio njenog spektra. Svoj-
stvene vrijednosti 0,±1,±2 matrice H(ε) su perturbovane na sljedeći način

λ = −2 λ = −1 λ = 0 λ = 1 λ = 2

za ε = 0.2 -2.02083 -1.02083 -0.0208333 0.979167 1.97917
za ε = 0.1 -2.00505 -1.00505 -0.00505051 0.994949 1.994950
zaε = 0.01 -2.00005 -1.00005 -0.000050005 0.99995 1.99995
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i svaka svojstvena vrijednost ima vǐsestrukost dva. Analizom podataka da-
tih u gornjoj tabeli vidimo da je za ovaj izbor kookvira spektralna simetrija
matrice H(ε) razbijena te posljedično smo dobili i spektralnu asimetriju Di-
racovog operatora bez mase u aksisimetričnom slučaju.

Koristeći perturbacijski proces za matrice sa dvostrukim svojstvenim vri-
jednostima opisan u [61], dobijamo da su asimptotske formule svojstvenih
vrijednosti ±1 date sa

λ+(ε) = 1− 1

2
ε2 +O(ε3),

λ−(ε) = −1− 1

2
ε2 +O(ε3).

što je u skladu sa formulom (3.67).

Sada ćemo posmatrati kookvir koji nije simetričan da bi pokazali da je i
u tom slučaju moguće dobiti spektralnu asimetriju.

Primjer 3.5.6. Posmatrajmo kookvir

ejα = δjα + ε

 0 cos x1 − cos 2x1 + cos 3x1 sinx1 + sin 2x1 − sin 3x1

0 0 0
0 0 0

 .

Analizom spektra matrice H(ε) reda 102 × 102 dobijamo da su svojstvene
vrijednosti 0,±1,±2 matrice perturbovane na sljedeći način

λ = −2 λ = −1 λ = 0 λ = 1 λ = 2

za ε = 0.2 -2.10913 -1.05372 0.00169489 1.0571 2.11252
za ε = 0.1 -2.02923 -1.01456 0.000119453 1.0148 2.02947
za ε = 0.01 -2.0003 -1.00015 1.24941× 10−8 1.00015 2.0003

i svaka svojstvena vrijednost ima vǐsestrukost dva. Analizom podataka u
gornjoj tabeli zaključujemo da je spektralna simetrija razbijena.

Koristeći metod opisan u [61], dobijamo asimptotske formule za svoj-
stvene vrijednosti ±1 date sa

λ+(ε) = 1 +
3

2
ε2 − 17

8
ε4 +O(ε5),

λ−(ε) = −1− 3

2
ε2 +

37

8
ε4 +O(ε5),

odakle zaključujemo da je spektralna simetrija postignuta na kvartičnom
članu.
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3.5.2 Analitičke formule za perturbovane svojstvene
vrijednosti

Numerička analiza spektra Diracovog operatora bez mase pokazuje da je za
odgovarajući izbor kookvira moguće dobiti spektralnu asimetriju. Sada tu
tvrdnju želimo dokazati i analitičkim putem te zbog toga izvodimo ekspli-
citne analitičke formule (3.40) za svojstvene vrijednosti ±1 za proizvoljnu
perturbaciju Euclidske metrike. Glavni rezultat ove sekcije je

Teorema 3.5.7. Za proizvoljnu perturbaciju metrike (3.36), imamo

λ+(ε) = 1 + λ
(1)
+ ε+ λ

(2)
+ ε2 +O(ε3) as ε→ 0, (3.68)

λ−(ε) = −1 + λ
(1)
− ε+ λ

(2)
− ε

2 +O(ε3) as ε→ 0, (3.69)

pri čemu su konstante λ
(1)
+ , λ

(1)
− , λ

(2)
+ i λ

(2)
− date sa formulama

λ
(1)
+ = −1

2
ĥ11(0), (3.70)

λ
(1)
− =

1

2
ĥ11(0), (3.71)

λ
(2)
+ =

3

8
(̂h2)11(0)− 1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1
(m+ 1)2 ĥ11(m− 1)ĥ11(m− 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)ĥ31(m+ 1)
(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
− i

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)ĥ21(m+ 1)
(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
, (3.72)

λ
(2)
− = −3

8
(̂h2)11(0) +

1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

1

m+ 1
(m− 1)2 ĥ11(m+ 1)ĥ11(m+ 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)ĥ31(m− 1)
(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
− i

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)ĥ21(m− 1)
(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
, (3.73)
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gdje je εαβγ totalno antisimetrična veličina, ε123 := +1, a crta iznad označava
kompleksnu konjugaciju.

Primjedba 3.5.8. Mi posmatramo Diracov operator bez mase u aksisime-
tričnom slučaju (3.57), te zbog toga metrika gαβ ovisi samo o koordinati
x1 te za datu funkcije hij, njeni Fourierovi koeficijenti koji se pojavljuju u
Teoremi 3.5.7 su dati sa

ĥij(m1) :=
1

2π

∫ 2π

0

e−im1x1hij(x
1)dx1, m1 ∈ Z. (3.74)

Teorem 3.5.7 daje sljedeće činjence.

Primjedba 3.5.9. Na osnovu (3.70) i (3.71), imamo

λ
(1)
+ + λ

(1)
− = 0,

odakle zaključujemo da spektralnu asimetriju ne možemo dobiti na linearnom
članu.

Primjedba 3.5.10. Dužina luka x1 kružnice je data sa

l(ε) =

∫ 2π

0

√
g11(x1)dx

1 = 2π

(
1 +

1

2
ĥ11(0)ε

)
+O(ε2).

Prema tome koeficijenti λ
(1)
+ i λ

(1)
− su odredeni sa promjenom dužine luka x1

kružnice.

Primjedba 3.5.11. Na osnovu (3.72) i (3.73), dobijamo

λ
(2)
+ + λ

(2)
− = − i

8
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1
(m+ 1)2 ĥ11(m− 1)ĥ11(m− 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)ĥ31(m+ 1)
(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
− i

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)ĥ21(m+ 1)
(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

1

m+ 1
(m− 1)2 ĥ11(m+ 1)ĥ11(m+ 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)ĥ31(m− 1)
(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
− i

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)ĥ21(m− 1)
(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
.
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Odavdje zaključujemo da je jedan način da dobijemo spektralnu asimetriju
da izaberemo perturbacijsku matricu hαβ(x1) takvu da je ĥ11(m) = ĥ21(m) =

ĥ31(m) = 0 za sve m ∈ Z i da je

εβγ1
∑

m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m) 6= 0.

U tom slučaju imamo λ
(2)
+ + λ

(2)
− 6= 0.

Dokaz Teoreme 3.5.7. Da bi dokazali Teoremu 3.5.7 prvo moramo eks-
plicitno zapisati diferencijalne operatore W

(1)
1/2 i W

(2)
1/2 koji se pojavljuju u

asimptotskom razvoju perturbovanog Diracovog operaora na polugustinama

W1/2(ε) = W
(0)
1/2 + εW

(1)
1/2 + ε2W

(2)
1/2 +O(ε3).

Zamjenom (3.37) i (3.38) u (3.57), dobijamo

W
(1)
1/2 =

i

4

(
h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
d

dx1

+
i

4

d

dx1

(
h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
(3.75)

i

W
(2)
1/2 =− 3i

16

(
(h2)3

1 (h2)1
1 − i (h2)2

1

(h2)1
1 + i (h2)2

1 − (h2)3
1

)
d

dx1

− 3i

16

d

dx1

(
(h2)3

1 (h2)1
1 − i (h2)2

1

(h2)1
1 + i (h2)2

1 − (h2)3
1

)
+

i

16

(
k 1
3 k 1

1 − ik 1
2

k 1
1 + ik 1

2 −k 1
3

)
d

dx1

+
i

16

d

dx1

(
k 1
3 k 1

1 − ik 1
2

k 1
1 + ik 1

2 −k 1
3

)
− 1

16
εβγ1hαβ

dhαγ
dx1

I. (3.76)

Eksplicitne formule za koeficijente λ(1) i λ(2) su date sa (3.52) i (3.53).
Posmatrajmo sada svojstvenu vrijednost λ = 1 Diracovog operatora bez

mase u aksisimetričnom slučaju (3.57). Normalizirani svojstveni vektor v(0)

koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ(0) = 1 je dat sa

v(0)(x1) =
1

2
√
π

(
1
1

)
eix

1

. (3.77)

Naravno, vektor

w(0)(x1) = C(v(0)(x1)) =
1

2
√
π

(
−1

1

)
e−ix

1

79



je takoder svojstveni vektor Diracovog operarora bez mase koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti n ∈ Z, pri čemu je C operator charge konjugacije
(3.14), vidi formule (3.58) i (3.59). Mi ćemo izračunati koeficijente λ

(1)
+ i

λ
(2)
+ za svojstveni vektor v(0)(x1). Rezultat će biti isti ako izaberemo vektor
w(0)(x1).

Koristeći formule (3.52), (3.75) za svojstveni vektor (3.77) te korǐstenjem
parcijalne integracije, dobijamo

λ
(1)
+ = 〈W (1)

1/2v
(0), v(0)〉 = −1

2
ĥ11(0),

vidi Dodatak D za detaljan račun.
Zbog jednostavnosti i čitljivosti, koeficijent λ

(2)
+ ćemo izračunati u neko-

liko koraka, vidi (3.53). Prvo ćemo izračunati dio 〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉. Koristeći

(3.76), za svojstveni vektor (3.77) dobijamo

〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉 =
3

8
(̂h2)11(0)− 1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m).

Da bi izračunali dio 〈(W (1)
1/2 − λ(1))Q(W

(1)
1/2 − λ(1))v(0), v(0)〉 potreban nam

je pseudoinverzni operator Q. Konstrukcija pseudoinverznog operatora je
objašnjena u Sekciji 3.4.1. Za svojstvene vektore (3.58) i (3.59) operator
projektovanja (3.46) je dat sa

P =
1

4π

∑
m∈Z

[(
1
1

)
eimx

1

∫ 2π

0

(
1 1

)
( · )e−imy

1

dy1

+

(
−1

1

)
e−imx

1

∫ 2π

0

(
−1 1

)
( · )eimy

1

dy1
]

odakle je koristeći (3.47), eksplicitna formula za pseudoinverz Q operatora
W1/2(0)− I data sa

Q =
1

4π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1

[
eimx

1

(
1 1
1 1

)∫ 2π

0

e−imy
1

( · )dy1

+e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)∫ 2π

0

eimy
1

( · )dy1
]
. (3.78)
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Dalje, koristeći (3.78), dug ali jednostavan račun daje

〈(W (1)
1/2 − λ

(1))Q(W
(1)
1/2 − λ

(1))v(0), v(0)〉 =

1

16

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1
(m+ 1)2 ĥ11(m− 1)ĥ11(m− 1)+

1

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)
(
ĥ31(m+ 1) + iĥ21(m+ 1)

)(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
,

čime smo konačno dobili formulu (3.72).
Procedura izvodenja formula (3.71) i (3.73) je analogna izvodenju formula

(3.70) i (3.72). Jednina razlika je u tome što u računu koristimo svojstveni
vektor

v(0)(x1) =
1

2
√
π

(
1
1

)
e−ix

1

. (3.79)

koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ = −1 i formulu za pseudoinverz Q
operatora W1/2(0) + I datu sa

Q =
1

4π

∑
m∈Z\{−1}

1

m+ 1

[
eimx

1

(
1 1
1 1

)∫ 2π

0

e−imy
1

( · )dy1

+e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)∫ 2π

0

eimy
1

( · )dy1
]
. (3.80)

Koristeći formule (3.52), (3.75) za svojstveni vektor (3.79) te koristeći parci-
jalnu integraciju, dobijamo

λ
(1)
− = 〈W (1)

1/2v
(0), v(0)〉 =

1

2
ĥ11(0).

Dakle

〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉 = −3

8
(̂h2)11(0) +

1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

i

〈(W (1)
1/2 − λ

(1))Q(W
(1)
1/2 − λ

(1))v(0), v(0)〉 =

1

16

∑
m∈Z\{−1}

1

m+ 1
(m− 1)2 ĥ11(m+ 1)ĥ11(m+ 1)+

1

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)
(
ĥ31(m− 1) + iĥ21(m− 1)

)(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
.

Koristeći gornje rezultate dobijamo formulu (3.73). 2
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3.5.3 Eksplicitni primjeri spektralne asimetrije

U ovoj sekciji predstavljamo dva eksplicitna primjera perturbacijskih matrica
za koje Diracov operator bez mase u aksisimetričnom slučaju (3.57) ima
asimetričan spektar. Takoder su izvedene i eksplicitne formule za Diracov
operator bez mase za dva različita kookvira.

Asimptotske formule za svojstvene vrijednosti ±1 su izvedene na dva
različita načina, time potvrdujući naše nove rezultate za asimptotske koefi-
cijente iz Teoreme 3.5.7. Prvo izvodimo asimptotske koeficijente svojstvenih
vrijednosti ±1 Diracovog operatora bez mase u aksisimetričnom slučaju po
definiciji, koristeći formule (3.52) i (3.53) a s druge strane, koristimo naše
nove formule (3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) koje su izražene samo preko Fo-
urierovih koeficijenata perturbacijskih matrica h i k.

U prvom primjeru predstavljamo perturbacijske matrice kookvira za koje
je linearni koeficijent u asimptotskom razvoju svojstvenih vrijednosti ±1 jed-
nak nuli. U drugom primjeru linearni koeficijent je različit od nule. Ovi
primjeri nam daju ideju kako izabrati perturbovani kookvir u cilju dobijanja
spektrale asimetrije Diracovog operatora bez mase.

Primjer 3.5.12. Izaberimo perturbacijske matrice

hαβ(x1) = 2

 0 0 0
0 cos x1 sinx1

0 sinx1 − cosx1

 , kαβ(x1) =

 sinx1 cosx1 0
cosx1 0 0

0 0 0

 .

Koristeći (3.75) i (3.76), dobijamo

A(1) = 0,

A(2) =
i

16

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
d

dx1

+
i

16

d

dx1

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
− 1

2
I,

pa je odgovarajući Diracov operator bez mase u aksisimetričnom slučaju
(3.57) eksplicitno dat sa

W (ε) = −i

(
0 1
1 0

)
d

dx1
+

iε2

16

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
d

dx1

+
iε2

16

d

dx1

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
− ε2

2
I.
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Koristeći (3.13), (3.52), (3.53), (3.78) i (3.80) dobijamo

λ+(ε) = 1− 1

2
ε2 +O(ε3), (3.81)

λ−(ε) = −1− 1

2
ε2 +O(ε3). (3.82)

Primjenom Fourierove transformacije (3.74) dobijamo

ĥαβ(m) =



 0 0 0
0 1 −i
0 −i −1

 za m = 1,

0 za m = 2, 3, . . . ,

(3.83)

k̂αβ(m) =



 −i/2 1/2 0
1/2 0 0
0 0 0

 za m = 1,

0 za m = 2, 3, . . . ,

(3.84)

(̂h2)αβ(m) =



 0 0 0
0 4 0
0 0 4

 za m = 0,

0 za m = 1, 2, 3, . . . .

(3.85)

Zamjenom (3.83), (3.84) i (3.85) u (3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) dobijamo

λ
(1)
± = 0, λ

(2)
+ = λ

(2)
− = −1

2

što je u skladu sa asimptotskim formulama (3.81) i (3.82).

Primjer 3.5.13. Izaberimo perturbacijske matrice

hαβ(x1) =

 1 cos x1 sinx1

cosx1 cosx1 sinx1

sinx1 sinx1 − cosx1

 , kαβ(x1) =

 sinx1 cosx1 0
cosx1 − sinx1 0

0 0 0

 .

Koristeći (3.75) i (3.76), dobijamo

A(1) =
i

4

(
sinx1 1− i cosx1

1 + i cosx1 − sinx1

)
d

dx1
+

i

4

d

dx1

(
sinx1 1− i cosx1

1 + i cosx1 − sinx1

)
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A(2) =− 3i

16

(
sinx1 2− i− i cosx1

2 + i + i cos x1 − sinx1

)
d

dx1

− 3i

16

d

dx1

(
sinx1 2− i− i cosx1

2 + i + i cos x1 − sinx1

)
+

i

16

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
d

dx1

+
i

16

d

dx1

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
− 3

16
I,

pa je odgovarajući perturbovani Diracov operator u aksisimetričnom slučaju
dat sa

W (ε) = −i

(
0 1
1 0

)
d

dx1
+

iε

4

(
sinx1 1− i cosx1

1 + i cosx1 − sinx1

)
d

dx1

+
iε

4

d

dx1

(
sinx1 1− i cosx1

1 + i cosx1 − sinx1

)
− 3iε2

16

(
sinx1 2− i− i cosx1

2 + i + i cos x1 − sinx1

)
d

dx1

− 3iε2

16

d

dx1

(
sinx1 2− i− i cosx1

2 + i + i cos x1 − sinx1

)
+

iε2

16

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
d

dx1

+
iε2

16

d

dx1

(
0 −i cosx1 + sinx1

i cosx1 + sinx1 0

)
− 3ε2

16
I.

Koristeći (3.13), (3.52), (3.53), (3.78) i (3.80) dobijamo

λ+(ε) = 1− 1

2
ε+

3

4
ε2 +O(ε3), (3.86)

λ−(ε) = −1 +
1

2
ε− ε2 +O(ε3). (3.87)

Primjenom Fourierove transformacije (3.74) dobijamo

ĥαβ(m) =



 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 for m = 0,

 0 1/2 −i/2
1/2 1/2 −i/2
−i/2 −i/2 −1/2

 za m = 1,

0 za m = 2, 3, . . . ,

(3.88)
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k̂αβ(m) =



 −i/2 1/2 0
1/2 i/2 0
0 0 0

 za m = 1,

0 za m = 2, 3, . . . ,

(3.89)

(̂h2)αβ(m) =



 2 1 0
1 3/2 0
0 0 3/2

 za m = 0,

 0 1/2 −i/2
1/2 0 0
−i/2 0 0

 za m = 1,

 0 0 0
0 1/2 −i/4
0 −i/4 −1/4

 za m = 2,

0 za m = 3, 4, . . . .

(3.90)

Zamjenom (3.88), (3.89) i (3.90) u (3.70), (3.71), (3.72) and (3.73) dobijamo

λ
(1)
± = ∓1

2
, λ

(2)
+ =

3

4
, and λ

(2)
− = −1,

što je u skladu sa asimptotskim formulama (3.86) i (3.87).

Primjedba 3.5.14. U Primjeru 3.5.12 pokazali smo da ako izaberemo per-
turbacijsku matricu hαβ(x1) takvu da je h11(x

1) = 0, linearni koeficijenti

λ
(1)
± su jednaki nula, što je u skladu sa (3.70) i (3.71). S druge strane,

ako izaberemo perturbacijsku matricu hαβ(x1) kao u Primjeru 3.5.13 gdje je
h11(x

1) 6= 0, linearni koeficijent nije jednak nuli i za svojstvene vrijednosti
±1 imaju suprotan znak. Ovo je u skladu sa Primjedbom 3.5.9. Spektralna
asimetrija u oba slučaja je dobijena na kvadratnom članu.
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Dodatak A

Einsteinove i Yang-Millsove
jednačine

U ovom dodatku predstavljamo izvodenje Einsteinovih jednačina polja, Yang-
Millsove jednačine i komplementarne Yang-Millsove jednačine. Ovi rezultati
su već dobro poznati, vidi [53, 59, 72, 75, 99], a mi ovdje prezentujemo
detaljano izvodenje ovih jednačina.

A.1 Einsteinove jednačine polja

Einsteinove jednačine polja leže u centru generalne relativnosti. One pove-
zuju geometriju prostorvremena i materiju. Vakuumske Einsteinove jednačine

Ricαβ −
1

2
Rgαβ = 0 (A.1)

se dobijaju varijacijom po metrici Einstein-Hilbertove akcije

SEH :=
c4

16πG

∫
R
√
| det g|, (A.2)

kao što je prethodno naglašeno u [75]. Pri tome su R skalarna krivina
(1.19), Ric Ricci krivina (1.18), g metrika, c brzina svjetlosti i G gravi-
taciona konstanta čija je preporučena numerička vrijednost 6.673 84(80) ×
10−11m3kg−1s−2, sa relativnim standardnim odstupanjem 1.2×10−4, vidi [63].
Pune jednačine polja su dobijene dodajući Lagrangian materije Einstein-
Hilbertovoj akciji, što nam daje Einsteinove jednačine

Ricµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν ,
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pri čemu je T tenzor energije-impulsa koji proizilazi iz Lagrangiana mate-
rije, vidi [59]. Najjednostavnije rješenje ovih jednačina jeste prostorvrijeme
Minkowskog iz specijalne relativnosti.

Propozicija A.1.1. Neka je (M, g) (pseudo-)Riemannova mnogostrukost.
Pri varijaciji gµν → gµν + δgµν , vrijedi

• δgµν = −gµκgλνδgκλ,

• δ det gµν = det gµνg
µνδgµν ,

• δ
√
| det gµν | = 1

2

√
| det gµν |gµνδgµν .

Za dokaz Propozicije A.1.1 vidi [65]. Budući da je R = Rκµ
κµ, imamo

δSEH
δg

= δ

∫
Rκµ

κµ

√
| det g| = δ

∫
Rκ

λκµg
λµ
√
| det g|

=

∫
δ
(
Rκ

λκµg
λµ
√
| det g|

)
=

∫
Rκ

λκµδ
(
gλµ
√
| det g|

)
=

∫
Rκ

λκµδ

(
−gλαgβµδgαβ

√
| det g|+ gλµ

1

2

√
| det g|gαβδgαβ

)
=

∫
(δgαβ)

(
−Rκ

λκµg
λαgβµ +

1

2
Rκ

λκµg
λµgαβ

)√
| det g|.

Dakle

δSEH
δg

=

∫
(δgαβ)

(
−Rκα β

κ +
1

2
Rgαβ

)
=

∫
(δgαβ)

(
−Ricαβ +

1

2
Rgαβ

)
,

što nam daje jednačinu (A.1).

A.2 Yang-Millsove jednačine

Yang-Millsovu akciju definǐsemo sa

SYM :=

∫
Rκ

λµνR
λ
κ
µν
√
| det g|. (A.3)
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Varijacijom akcije (A.3) po metrici dobijamo tzv. komplementarnu Yang-
Millsovu jednačinu za afinu konekciju. Koristeći Propoziciju A.1.1, dobijamo

δSYM
δg

=

∫
δ
(
Rκ

λµνR
λ
κµ′ν′g

µµ′gνν
′√| det g|

)
=

∫
(δgαβ)Rκ

λµνR
λ
κµ′ν′

(
−gµαgβµ′gνν′ − gναgβν′gµµ′ +

1

2
gµµ

′
gνν

′
gαβ
)

= −
∫

(δgαβ)

(
Rκ α

λν R
λ νβ
κ +Rκ α

λµ Rλ µβ
κ − 1

2
gαβRκ

λµνR
λ µν
κ

)
= −2

∫
(δgαβ)

(
Rκ α

λµ Rλ µβ
κ − 1

4
gαβRκ

λµνR
λ µν
κ

)
, (A.4)

pa je komplementarna Yang-Millsova jednačina data sa

Rκ α
λµ Rλ µβ

κ − 1

4
gαβRκ

λµνR
λ µν
κ = 0. (A.5)

Koristeći notaciju H = H β
α := Rκ

λµαR
λ µβ
κ i δ = δ β

α , jednačina (A.5) je
ekvivalentna jednačini

H − 1

4
(tr H)δ = 0,

kao što je naglašeno i u [53].
Varijacijom akcije (A.3) po konekciji dobijamo Yang-Millsovu jednačinu

za afinu konekciju. Budući da krivinu variramo nezavisno, dobijamo

δSYM
δΓ

=

∫
δ
(
Rκ

λµνR
λ µν
κ

)√
| det g|

=

∫
δ
(
Rκ

λµν

)
Rλ µν

κ

√
| det g|+

∫
δ
(
Rλ µν

κ

)
Rκ

λµν

√
| det g|

= 2

∫
δ
(
Rκ

λµν

)
Rλ µν

κ

√
| det g|. (A.6)

Koristeći formulu za tenzor krivine (1.17), dobijamo

δRκ
λµν = ∂µ (δΓκνλ)− ∂ν

(
δΓκµλ

)
+
(
δΓκµη

)
Γηνλ + ΓκµηδΓ

η
νλ −

(
δΓκνη

)
Γηµλ − ΓκνηδΓ

η
µλ. (A.7)

Zamjenom jednačine (A.7) u jednačinu (A.6), dobijamo
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1

2

δSYM
δΓ

= −
∫

(δΓκνλ) ∂µ

(
Rλ µν

κ

√
| det g|

) √| det g|√
| det g|

+

∫ (
δΓκµλ

)
∂ν

(
Rλ µν

κ

√
| det g|

) √| det g|√
| det g|

+

∫ (
δΓκµη

)
ΓηνλR

λ µν
κ

√
| det g|+

∫
Γκµη (δΓηνλ)R

λ µν
κ

√
| det g|

−
∫ (

δΓκνη
)

ΓηµλR
λ µν
κ

√
| det g| −

∫
Γκνη

(
δΓηµλ

)
Rλ µν

κ

√
| det g|.

Koristeći se činjenicom da za krivinu vrijedi antisimetrija Rκ
λµν = −Rκ

λνµ,
preimenujući neke indekse, dobijamo

1

2

δSYM
δΓ

= 2

∫ (
δΓκµλ

)
∂ν

(
Rλ µν

κ

√
| det g|

) √| det g|√
| det g|

+ 2

∫ (
δΓκµλ

)
ΓλνηR

η µν
κ

√
| det g| − 2

∫
Γηνκ

(
δΓκµλ

)
Rλ µν

η

√
| det g|.

Tada

δSYM
δΓ

= 4

∫
(δΓµ)

1√
| det g|

(∂ν + [Γν , ·])
(√
| det g|Rµν

)
,

odakle dobijamo Yang-Millsovu jednačinu

(∂ν + [Γν , · ])
(√
| det g|Rµν

)
= 0.
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Dodatak B

Bianchijev identitet za krivinu

U ovom dodatku prdstavljamo izvodenje Bianchijevog identiteta za krivinu
koji je korǐsten pri izvodenju eksplicitne forme druge jednačine polja (2.50).
Mi ćemo koristiti sljedeće pretpostavke:

(i) naše prostorvrijeme je metrički kompatibilno;

(ii) torzija je čisto aksijalna;

(iii) Ricci krivina je simetrična;

(iv) skalarna krivina R i pseudoskalarna krivina R∗ su jednake nuli.

Primjedba B.0.1. Antisimetrija Rκλµν = −Rκλνµ vrijedi za bilo koju kri-
vinu dok je antisimetrija Rκλµν = −Rλκµν posljedica metričke kompatibil-
nosti. Primijetimo da nećemo koristiti simetriju Rκλµν = Rµνκλ, budući da
krivina generaliziranih pp-talasa sa čisto aksijalnom torzijom ne posjeduje tu
osobinu.

B.1 Eksplicitna formula za R(5) dio krivine

Sada ćemo izvesti eksplicitnu formulu za R(5) ireducibilni dio krivine (1.35),
vidi Sekciju 1.4.1 i [99] za vǐse o ireducibilnoj dekompoziciji krivine. Poznato

je da je dio krivine R(5) i dijelovi R
(9,l)
∗ , vidi (1.41), povezani kao

R(5) = −(R(9,1)
∗ +R(9,2)

∗ )∗, (B.1)

gdje ∗ označava desnu Hodgeovu zvjezdicu (1.23). Koristeći jednačinu (B.1),
dobijamo
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R
(5)
κλµν = −

(
3

8
(gκµS∗(1)λν − gκνS∗(1)λµ)− 1

8
(gλµS∗(1)κν − gλνS∗(1)κµ)

− 1

8
(gκµS∗(2)λν − gκνS∗(2)λµ) +

3

8
(gλµS∗(2)κν − gλνS∗(2)κµ)

)∗
=

1

8

((
3S∗(1)λη − S∗(2)λη

)
εηκµν +

(
3S∗(2)κη − S∗(1)κη

)
εηλµν

)
.

Za metrički kompatibilna prostorvremena imamo da je Rκλµν = −Rλκµν pa

posljedično S(1)
∗ µν = −S(2)

∗ µν . Odavdje dobijamo

R
(5)
κλµν =

1

4

(
(Ric(1)∗ λη +Ric(1)∗ ηλ)ε

η
κµν − (Ric(1)∗ κη +Ric(1)∗ ηκ)ε

η
λµν

)
. (B.2)

Pod pretpostavkom da je Ric krivina simetrična a pseudoskalarna krivina R∗
nula, dobijamo pojednostavljenu verziju formule (B.2) datu sa

R
(5)
κλµν =

1

2

(
εηκµνRic

(1)
∗ λη − εηλµνRic(1)∗ κη

)
. (B.3)

B.2 Izvodenje Bianchijevog identiteta

Pretpostavka (i) implicira da je R(6) dio krivine (1.36) nula a pretpostavka
(iv) očigledno implicira da su R(2) dio krivine (1.32) i R(4) dio krivine (1.34)
jednake nuli. Dakle, pod gornjim pretpostavkama, krivina (1.17) ima samo
tri nenulta ireducibilna dijela, tj. R(1), R(3) i R(5). Zbog toga može biti
predstavljena kao

Rκλµν =
1

2
(gκµRicλν − gλµRicκν + gλνRicκµ − gκνRicλµ) +Wκλµν

+
1

2
(−εηλµνRic∗κη + εηκµνRic∗λη). (B.4)

Bianchijev identitet za krivinu je dat sa

∇ξR
κ
λµν +∇νR

κ
λξµ +∇µR

κ
λνξ = 0,

koji može biti zapisan u obliku

(∂ξ + [Γξ, ·])Rµν + (∂ν + [Γν , ·])Rξµ + (∂µ + [Γµ, ·])Rνξ = 0, (B.5)

koristeći matričnu notaciju

[Γξ, Rµν ]
κ

λ
= ΓκξηR

η
λµν −R

κ
ηµνΓ

η
ξλ.
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Zamjenom (B.4) u (B.5) dobijamo

0 = ∂ξ

[
1

2
(δκµRicλν − gλµRicκν + gλνRic

κ
µ − δκνRicλµ) +Wκ

λµν

]
+

1

2
∂ξ(−εϑλµνRic∗κϑ + εϑκµνRic∗λϑ)

+ ∂ν

[
1

2
(δκξRicλµ − gλξRicκµ + gλµRic

κ
ξ − δκµRicλξ) +Wκ

λξµ

]
+

1

2
∂ν(−εϑλξµRic∗κϑ + εϑκξµRic∗λϑ)

+ ∂µ

[
1

2
(δκνRicλξ − gλνRicκξ + gλξRic

κ
ν − δκξRicλν) +Wκ

λνξ

]
+

1

2
∂µ(−εϑλνξRic∗κϑ + εϑκνξRic∗λϑ)

+ Γκνη

[
1

2
(δηξRicλµ − gλξRicηµ + gλµRic

η
ξ − δηµRicλξ) +Wη

λξµ

]
+

1

2
Γκνη(−εϑλξµRic∗ηϑ + εϑηξµRic∗λϑ)

− Γηνλ

[
1

2
(δκξRicηµ − gηξRicκµ + gηµRic

κ
ξ − δκµRicηξ) +Wκ

ηξµ

]
− 1

2
Γηνλ(−εϑηξµRic∗κϑ + εϑκξµRic∗ηϑ)

+ Γκξη

[
1

2
(δηµRicλν − gλµRicην + gλνRic

η
µ − δηνRicλµ) +Wη

λµν

]
+

1

2
Γκξη(−εϑλµνRic∗ηϑ + εϑηµνRic∗λϑ)

− Γηξλ

[
1

2
(δκµRicην − gηµRicκν + gηνRic

κ
µ − δκνRicηµ) +Wκ

ηµν

]
− 1

2
Γηξλ(−εϑηµνRic∗κϑ + εϑκµνRic∗ηϑ)

+ Γκµη

[
1

2
(δηνRicλξ − gλνRicηξ + gλξRic

η
ν − δηξRicλν) +Wη

λνξ

]
+

1

2
Γκµη(−εϑλνξRic∗ηϑ + εϑηνξRic∗λϑ)

− Γηµλ

[
1

2
(δκνRicηξ − gηνRicκξ + gηξRic

κ
ν − δκξRicην) +Wκ

ηνξ

]
− 1

2
Γηµλ(−εϑηνξRic∗κϑ + εϑκνξRic∗ηϑ).
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Dug ali jednostavan račun daje

0 =
1

2
{δκµ(∇ξRicλν + ΓηξνRicλη) + gλµ(−∇ξRic

κ
ν − ΓηξνRic

κ
η)

+ gλν(∇ξRic
κ
µ + ΓηξµRic

κ
η) + δκν(−∇ξRicλµ − ΓηξµRicλη)

+ δκξ(∇νRicλµ + ΓηνµRicλη) + δκµ(−∇νRicλξ − ΓηνξRicλη)

+ gλµ(∇νRic
κ
ξ + ΓηνξRic

κ
η) + gλξ(−∇νRic

κ
µ − ΓηνµRic

κ
η)

+ δκν(∇µRicλξ + ΓηµξRicλη) + δκξ(−∇µRicλν − ΓηµνRicλη)

+ gλξ(∇µRic
κ
ν + ΓηµνRic

κ
η) + gλν(−∇µRic

κ
ξ − ΓηµξRic

κ
η)

+ Γκνη(δ
η
ξRicλµ − δηµRicλξ) + Γηνλ(gηξRic

κ
µ − gηµRicκξ)

+ Γκξη(δ
η
µRicλν − δηνRicλµ) + Γηξλ(gηµRic

κ
ν − gηνRicκµ)

+ Γκµη(δ
η
νRicλξ − δηξRicλν) + Γηµλ(gηνRic

κ
ξ − gηξRicκν)

+ ∂ξ
[
(−εϑλµνRic∗κϑ + εϑκµνRic∗λϑ)

]
+ ∂ν

[
(−εϑλξµRic∗κϑ + εϑκξµRic∗λϑ)

]
+ ∂µ

[
(−εϑλνξRic∗κϑ + εϑκνξRic∗λϑ)

]
+ Γκνη

[
(−εϑλξµRic∗ηϑ + εϑηξµRic∗λϑ)

]
− Γηνλ

[
(−εϑηξµRic∗κϑ + εϑκξµRic∗ηϑ)

]
+ Γκξη

[
(−εϑλµνRic∗ηϑ + εϑηµνRic∗λϑ)

]
− Γηξλ

[
(−εϑηµνRic∗κϑ + εϑκµνRic∗ηϑ)

]
+ Γκµη

[
(−εϑλνξRic∗ηϑ + εϑηνξRic∗λϑ)

]
−Γηµλ

[
(−εϑηνξRic∗κϑ + εϑκνξRic∗ηϑ)

]}
+ ∂ξWκ

λµν + ∂νWκ
λξµ + ∂µWκ

λνξ + ΓκνηWη
λξµ − ΓηνλWκ

ηξµ

+ ΓκξηWη
λµν − ΓηξλWκ

ηµν + ΓκµηWη
λνξ − ΓηµλWκ

ηνξ.

Sada ćemo kontrakovati indekse κ i µ u gornjoj jednačini.
Budući da je gornja jednačina preduga, prvo ćemo posmatrati izraze koji

sadrže Weylovu krivinu W . Kontrakcijom indeksa κ i µ te koristeći formulu
sa kovarijantni izvod Weylovog tenzora, dobijamo

∇µWµ
λνξΓ

µ
νηWη

λξµ + ΓµξηWη
λµν + ΓηµνWµ

ληξ + ΓηµξWµ
λνη

= ∇µWµ
λνξ +Wµ

λξη(Γ
η
νµ − Γηµν) +Wµ

λνη(Γ
η
µξ − Γηξµ)

= ∇µWµ
λνξ +Wµ

λξη(K
η
νµ −Kη

µν) +Wµ
λνη(K

η
µξ −Kη

ξµ),

prema osobini simetrije Levi-Civita konekcije i jednačine (1.14).
Izrazi koji sadrže kovarijanti izvod Ricci krivine, nakon kontrakcije in-

deksa κ i µ postaju

4∇ξRicλν −∇ξRicλν −∇ξRicλν +∇νRicλξ − 4∇νRicλξ +∇νRicλξ

+∇νRicλξ −∇ξRicλν + gλξ∇µRic
µ
ν − gλν∇µRic

µ
ξ

= ∇ξRicλν −∇νRicλξ + gλξ∇µRic
µ
ν − gλν∇µRic

µ
ξ.

Izrazi iz Bianchijevog identiteta koji sadrže tenzor Ricci krivine, nakon kon-
trakcije indeksa κ i µ te koristeći osobinu simetrije Levi-Civita konekcije i
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jednačinu (1.14) postaju

1

2
[4Ricλη(K

η
ξν −Kη

νξ) +Ricλη(K
η
νξ −Kη

ξν) + gλνRic
µ
η(K

η
ξµ −Kη

µξ)

+Ricλη(K
η
νξ −Kη

ξν) +Ricλη(K
η
νξ −Kη

ξν) + gλξRic
µ
η(K

η
µν −Kη

νµ)

+Ricλµ(Kµ
νξ −Kµ

ξν) +Ricλξ(K
µ
µν −Kµ

νµ) +Ricµµ(Kξνλ −Kνξλ)

+Ricµξ(Kνµλ −Kµνλ) +Ricλν(K
µ
ξµ −Kµ

µξ) +Ricµν(Kµξλ −Kξµλ)]

=
1

2
[gλνRic

µ
η(K

η
ξµ −Kη

µξ) + gλξRic
µ
η(K

η
µν −Kη

νµ)

+Ricµξ(Kνµλ −Kµνλ) +Ricµν(Kµξλ −Kξµλ)

+Ricλν(K
µ
ξµ −Kµ

µξ) +Ricλξ(K
µ
µν −Kµ

νµ)].

Izrazi iz Bianchijevog identiteta koji sadrže Ric∗ tenzor krivine, nakon kon-
trakcije indeksa κ i µ te koristeći definiciju kovarijantnog izvoda postaju

1

2

{
(Kη

µξ −Kη
ξµ)(εϑληνRic∗

µ
ϑ − εϑµηνRic∗λϑ)

+ (Kη
µν −Kη

νµ)(εϑλξηRic∗
µ
ϑ − εϑµξηRic∗λϑ)

−∇µ(εϑλνξRic∗
µ
ϑ) +∇µ(εϑµνξRic∗λϑ)

}
.

Spajajući sav račun i koristeći činjenicu da je RicµηK
η
ξµ = 0, Bianchijev

identitet za krivinu postaje

0 = ∇ξRicλν −∇νRicλξ + gλξ∇µRic
µ
ν − gλν∇µRic

µ
ξ

+Ricµη(gλξK
η
µν − gλνKη

µξ) +Ricµξ(Kνµλ −Kµνλ) +Ricµν(Kµξλ −Kξµλ)

+Ricλν(K
µ
ξµ −Kµ

µξ) +Ricλξ(K
µ
µν −Kµ

νµ)

+ (Kη
µξ −Kη

ξµ)(εϑληνRic∗
µ
ϑ − εϑµηνRic∗λϑ)

+ (Kη
µν −Kη

νµ)(εϑλξηRic∗
µ
ϑ − εϑµξηRic∗λϑ)

−∇µ(εϑλνξRic∗
µ
ϑ) +∇µ(εϑµνξRic∗λϑ)

+ 2∇µWµ
λνξ + 2Wµ

λξη(K
η
νµ −Kη

µν) + 2Wµ
λνη(K

η
µξ −Kη

ξµ). (B.6)

Sada želimo eliminisati izraz ∇µRic
µ
ν . Kontrakcijom indeksa λ i ξ u (B.6),

dobijamo

0 = ∇ξRic
ξ
ν −∇νR + 4∇µRic

µ
ν −∇µRic

µ
ν +Ricµη(4K

η
µν −Kη

µν)

−Ricµξ(Kξ
µν −Kξ

νµ) +Ricµν(K
ξ
µξ −K

ξ
ξµ) +Ricξν(K

µ
ξµ −K

µ
µξ )

+Ricξξ(K
µ
µν −Kµ

νµ) + (Kη
µξ −Kη

ξµ)(εϑξηνRic∗
µ
ϑ − εϑµηνRic∗ξϑ)

+ 2Wµξ
νη(K

η
µξ −Kη

ξµ).
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Sada izraz ∇Ric možemo izraziti kao

∇µRic
µ
ν = −1

2
RicµηK

η
µν −

1

2
Ricβν(K

µ
βµ −K

µ
µβ )− 1

2
Wµα

νη(K
η
µα −Kη

αµ)

− 1

2
Kη

µβ(εϑβηνRic∗
µ
ϑ − εϑµηνRic∗βϑ). (B.7)

Zamjenom (B.7) u (B.6), dobijamo

∇µWµ
λνξ = −1

2
[∇ξRicλν −∇νRicλξ +∇µ(εϑµνξRic∗λϑ − εϑλνξRic∗µϑ)

+Ricµξ(Kνµλ −Kµνλ) +Ricµν(Kµξλ −Kξµλ) +Ricλν(K
µ
ξµ −Kµ

µξ)

+Ricλξ(K
µ
µν −Kµ

νµ) + (Kη
µξ −Kη

ξµ)(εϑληνRic∗
µ
ϑ − εϑµηνRic∗λϑ)

+ (Kη
µν −Kη

νµ)(εϑλξηRic∗
µ
ϑ − εϑµξηRic∗λϑ)]

+
1

4
Ricµη(gλξK

η
µν − gλνKη

µξ) +
1

4
(gλξRic

β
ν − gλνRicβξ)(K

µ
βµ −K

µ
µβ )

+
1

4
gλξK

η
µβ(εϑβηνRic∗

µ
ϑ − εϑµηνRic∗βϑ)

− 1

4
gλνK

η
µβ(εϑβηξRic∗

µ
ϑ − εϑµηξRic∗βϑ)

+
1

4
(gλξWµα

νη − gλνWµα
ξη)(K

η
µα −Kη

αµ)

−Wµ
λξη(K

η
νµ −Kη

µν)−Wµ
λνη(K

η
µξ −Kη

ξµ). (B.8)

Primjedba B.2.1. Primijetimo da jednakost (B.8) predstavlja Bianchijev
identite za krivinu bez korǐstenja bilo kakvih pretpostavki o torziji.

Sada možemo primijeniti osobinu (ii) da je torzija čisto aksijalna i vezu
izmedu Levi-Civita tenzora i Weylovog tenzora datu u Lemi 1.4.11. Jednačina
(B.7) sada postaje

∇µRic
µ
ν = εϑβνηK

η
µβRic∗

µ
ϑ, (B.9)

a jednačina (B.8) postaje

∇µWµ
λνξ = −1

2
[∇ξRicλν −∇νRicλξ + 2RicµξKνµλ + 2RicµνKµξλ

+εϑµνξ∇µRic∗λϑ − εϑλνξ∇µRic∗
µ
ϑ

]
− εϑληνKη

µξRic∗
µ
ϑ + εϑµηνK

η
µξRic∗λϑ

− εϑλξηKη
µνRic∗

µ
ϑ + εϑµξηK

η
µνRic∗λϑ

+
1

2
gλξε

ϑζ
ηνK

η
µζRic∗

µ
ϑ −

1

2
gλνε

ϑζ
ηξK

η
µζRic∗

µ
ϑ

− 2Wµ
λξηK

η
νµ − 2Wµ

λνηK
η
µξ. (B.10)
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Dodatak C

Eksplicitne varijacije nekih
kvadratnih formi krivine

U ovom dodatku predstavljamo eksplicitine varijacije po metrici odredenih
kvadratnih formi krivine koje su korǐstene u ovoj disertaciji koristeći Propo-
ziciju A.1.1.

C.1 Varijacija od
∫
RicµνRic

µν

Budući da je

δ

δg

∫
RicµνRic

µν
√
| det g| =

∫
δ
(
RicµνRicµ′ν′g

µµ′gνν
′√| det g|

)
,

dobijamo

δ

δg

∫
RicµνRic

µν
√
| det g|

=

∫
(δgαβ)RicµνRicµ′ν′

(
−gνν′gµαgβµ′ − gµµ′gναgβν′ +

1

2
gµµ

′
gνν

′
gαβ
)

=

∫
(δgαβ)

(
−RicανRicβν −RicµαRicµβ +

1

2
RicµνRic

µνgαβ
)
.

Primjedba C.1.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metrički kom-
patibilno, Ricci krivina je simetrična i posljednja jednačina se pojednostav-
ljuje na

δ

δg

∫
RicµνRic

µν
√
| det g| = −2

∫
(δgαβ)

(
Ricµ

αRicµβ − 1

4
RicµνRic

µνgαβ
)
.
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C.2 Varijacija od
∫
Ric

(2)
µνRicµν

Koristeći Propoziciju A.1.1, dobijamo

δ

δg

∫
Ric(2)

κ

νRic
ν
κ

√
| det g|

=
δ

δg

∫
Rκλ

λνR
µ ν
κµ

√
| det g| = δ

δg

∫
Rκ

λ′λνR
µ
κµν′g

λλ′gνν
′√| det g|

=

∫
(δgαβ)Rκ

λ′λνR
µ
κµν′

(
−gλαgβλ′gνν′

√
| det g| − gλλ′gναgβν′

√
| det g|

+
1

2
gλλ

′
gνν

′
gαβ
√
| det g|

)
=

∫
(δgαβ)

(
−Rκαβ

νRic
ν
κ −Ric(2)

κα
Ric β

κ +
1

2
gαβRic(2)

κ

νRic
ν
κ

)
.

Primjedba C.2.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metrički kom-
patibilno, Ric(2) = −Ric i posljednja jednačina se pojednostavljuje na

δ

δg

∫
Ric(2)

κ

νRic
ν
κ

√
| det g|

=

∫
(δgαβ)

(
−Rκαβ

νRic
ν
κ +RicκαRic β

κ −
1

2
gαβRicκνRic

ν
κ

)
.

C.3 Varijacija od
∫
Ric

(2)
µνRic(2)µν

Budući da je Ric
(2)
κν = R µ

κ µν , dobijamo

δ

δg

∫
Ric(2)κνRic

(2)κν =
δ

δg

∫
Ric(2)κνRic

(2)κν
√
| det g|

=
δ

δg

∫
R µ
κ µνR

κλ ν
λ

√
| det g| = δ

δg

∫
Rκ′

µ′µνR
κ
λ′λν′gκκ′g

µµ′gλλ
′
gνν

′√| det g|.

Koristeći Propoziciju A.1.1, dobijamo

δ

δg

∫
Ric(2)κνRic

(2)κν =

∫
(δgαβ)

(
Rβµ

µνR
αλ ν
λ −RκβανR λ

κ λν

−R µ
κ µνR

κβαν −R µ α
κ µ Rκλ β

λ +
1

2
R µ
κ µνR

κλ ν
λ g

αβ

)
=

∫
(δgαβ)

(
Ric(2)

β

νRic
(2)αν −Ric(2) α

κ Ric
(2)κβ

−2Ric(2)κνR
κβαν +

1

2
gαβRic(2)κνRic

(2)κν
)
.
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Primjedba C.3.1. Pod pretpostavkom da je prostorvrijeme metrički kom-
patibilno, Ricci krivina je simetrična i Ric(2) = −Ric, pa se posljednja
jednačina pojednostavljuje na

δ

δg

∫
Ric(2)κνRic

(2)κν
√
| det g| =

∫
(δgαβ)

(
2RicκνR

κβαν +
1

2
gαβRicκνRic

κν

)
.
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Dodatak D

Detaljan račun za asimptotske
koeficijente

U ovom dodatku predstavljamo detaljan račun za asimptotske koeficijente
(3.70), (3.71), (3.72) i (3.73) iz Teoreme 3.5.7 koji odgovarajuju svojstvenim
vrijednostima λ = ±1. Pri tome ćemo koristiti perturbacijsku teoriju koja
je opisana u Sekciji 3.4 i eksplicitno izvedene formule za asimptotske koefi-
cijente date sa (3.52), (3.53). Takoder, koristiti ćemo koncept pseudoinverza
Diracovog operatora bez mase čija je konstrukcija data u Sekciji 3.4.1.

D.1 Račun za λ
(1)
± koeficijente

Prvo ćemo izvesti formule (3.70), (3.71) iz Teoreme 3.5.7. Koristeći svoj-
stvene vektore (3.77), (3.79) koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima λ = 1

i λ = −1 respektivno, kao i formulu (3.75) za diferencijalni operator W
(1)
1/2,

parcijalnom integracijom dobijamo da formula (3.52) za svojstvene vrijed-
nosti λ = ±1 postaje

λ
(1)
+ = 〈W (1)

1/2v
(0), v(0)〉 =

∫ 2π

0

[v(0)]∗W
(1)
1/2v

(0)dx1

=
i

4

∫ 2π

0

[v(0)]∗
(

h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
d

dx1
v(0)dx1

− i

4

∫ 2π

0

d

dx1
[v(0)]∗

(
h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
v(0)dx1

= − 1

4π

∫ 2π

0

h 1
1 (x1)dx1 = −1

2

1

2π

∫ 2π

0

h 1
1 (x1)dx1 = −1

2
ĥ11(0), (D.1)
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λ
(1)
− = 〈W (1)

1/2v
(0), v(0)〉 =

∫ 2π

0

[v(0)]∗W
(1)
1/2v

(0)dx1

=
i

4

∫ 2π

0

[v(0)]∗
(

h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
d

dx1
v(0)dx1

− i

4

∫ 2π

0

d

dx1
[v(0)]∗

(
h 1
3 h 1

1 − ih 1
2

h 1
1 + ih 1

2 −h 1
3

)
v(0)dx1

=
1

4π

∫ 2π

0

h 1
1 (x1)dx1 =

1

2

1

2π

∫ 2π

0

h 1
1 (x1)dx1 =

1

2
ĥ11(0), (D.2)

pri čemu ĥ(m) označava Fourierove koeficijente funkcije h(x1), vidi Defini-
ciju 3.5.1.

D.2 Račun za λ
(2)
± koeficijente

Prvo ćemo dokazati formulu (3.72) iz Teoreme 3.5.7 za koeficijent λ
(2)
+ u

asimptotskom rzavoju (3.68) svojstvene vrijednosti λ = 1. Zbog jednostav-
nosti i čitljivosti, račun ovog koeficijenta ćemo razdvojiti na nekoliko dijelova
koristeći ekplicitnu formulu (3.53). Zbog toga, prvo ćemo izračunati izraz

〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉. Koristeći svojstveni vektor (3.77) koji odgovara svojstvenoj

vrijednosti λ = 1, kao i formulu (3.76) za diferencijalni operator W
(2)
1/2, parci-

jalnom integracijom, dobijamo

〈W (2)
1/2v

(0), v(0)〉 =

∫ 2π

0

[v(0)]∗W
(2)
1/2v

(0)dx1

= − 3i

16

∫ 2π

0

[v(0)]∗
(

(h2)3
1 (h2)1

1 − i(h2)21
(h2)1

1 + i(h2)2
1 −(h2)3

1

)
d

dx1
v(0)dx1

− 3i

16

∫ 2π

0

[v(0)]∗
d

dx1

(
(h2)3

1 (h2)1
1 − i(h2)21

(h2)1
1 + i(h2)2

1 −(h2)3
1

)
v(0)dx1

+
i

16

∫ 2π

0

[v(0)]∗
(

k 1
3 k 1

1 − ik 1
2

k 1
1 + ik 1

2 −k 1
3

)
d

dx1
v(0)dx1

+
i

16

∫ 2π

0

[v(0)]∗
d

dx1

(
k 1
3 k 1

1 − ik 1
2

k 1
1 + ik 1

2 −k 1
3

)
v(0)dx1

+

∫ 2π

0

[v(0)]∗
(
− 1

16

)
εβγ1hαβ

dhαγ
dx1

Iv(0)

=
3

8
(̂h2)11(0)− 1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m1∈Z\{0}

m1ĥαβ(m1)ĥαγ(m1). (D.3)
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Primjedba D.2.1. Jednačinu (D.3) smo pojednostavili koristeći Fourierove
koeficijente, vidi Definiciju 3.5.1 i Parsevalovu formulu

1

2π

∫ 2π

0

p(x)q(x)dx =
∑
m∈Z

p̂(m)q̂(m).

Sada ćemo izračunati izraz 〈(W (1)
1/2 − λ(1))Q(W

(1)
1/2 − λ(1))v(0), v(0)〉. Pse-

udoinverz, vidi Sekciju 3.4.1, operatora W1/2 − I je dat sa

Q+ =
1

4π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1

[
eimx

1

(
1 1
1 1

)∫ 2π

0

e−imy
1

( · )dy1

+e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)∫ 2π

0

eimy
1

( · )dy1
]
. (D.4)

Koristeći (3.75), (3.77) i (D.1), dobijamo

(W
(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0) = − 1

4
√
π

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
eix

1

+
i

8
√
π
eix

1 d

dx1

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
+
ĥ11(0)

4
√
π

(
1
1

)
eix

1

. (D.5)

Koristeći eksplicitnu formulu za pseudoinverz (D.4), sada ćemo izračunati

izraz Q+((W
(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0)) u tri dijela. Prvo ćemo djelovati pseudoinverzom

Q+ na prvi dio desne strane jednačine (D.5). Koristeći poznatu osobinu

Fourierovih koeficijenata ĥ(−m) = ĥ(m), dobijamo

Q+

(
− 1

4
√
π

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
eix

1

)
=− 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
eimx

1

(
1 1
1 1

)
1

2π

∫ 2π

0

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
e−i(m−1)y

1

dy1

+ e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)
1

2π

∫ 2π

0

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
e−i(−(m+1))y1dy1

]
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=− 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
eimx

1

(
1 1
1 1

)(
ĥ11(m− 1)− iĥ21(m− 1) + ĥ31(m− 1)

ĥ11(m− 1) + iĥ21(m− 1)− ĥ31(m− 1)

)

+ e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)(
ĥ11(m+ 1)− iĥ21(m+ 1) + ĥ31(m+ 1)

ĥ11(m+ 1) + iĥ21(m+ 1)− ĥ31(m+ 1)

)]
=− 1

4
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1(
ĥ11(m− 1)eimx

1 − i ĥ21(m+ 1)e−imx
1

+ ĥ31(m+ 1)e−imx
1

ĥ11(m− 1)eimx
1

+ i ĥ21(m+ 1)e−imx
1 − ĥ31(m+ 1)e−imx

1

)
.

Drugo, djelujući sa pseudoinverzomQ+ na drugi dio desne strane jednačine
(D.5), koristeći parcijalnu integraciju, dobijamo

Q+

(
i

8
√
π
eix

1 d

dx1

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

))
= − 1

16
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
eimx

1

(
1 1
1 1

)
m− 1

2π

∫ 2π

0

e−i(m−1)y
1

(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
dy1

− e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)
m+ 1

2π

∫ 2π

0

e−i(−(m+1))y1
(
h 1
1 − ih 1

2 + h 1
3

h 1
1 + ih 1

2 − h 1
3

)
dy1
]

=− 1

16
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
(m− 1)eimx

1

(
1 1
1 1

)(
ĥ11(m− 1)− iĥ21(m− 1) + ĥ31(m− 1)

ĥ11(m− 1) + iĥ21(m− 1)− ĥ31(m− 1)

)

− (m+ 1) e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)(
ĥ11(m+ 1)− iĥ21(m+ 1) + ĥ31(m+ 1)

ĥ11(m+ 1) + iĥ21(m+ 1)− ĥ31(m+ 1)

)]
=− 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1(
(m− 1)ĥ11(m− 1)eimx

1
+ i(m+ 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1 − (m+ 1)ĥ31(m+ 1)e−imx
1

(m− 1)ĥ11(m− 1)eimx
1 − i(m+ 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1
+ (m+ 1)ĥ31(m+ 1)e−imx

1

)
.

Treće, djelujući sa pseudoinverzom Q+ na treći i posljednji dio desne strane
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jednačine (D.5) dobijamo

Q+

(
ĥ11(0)

4
√
π

(
1
1

)
eix

1

)

=
ĥ11(0)

16π
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1

[
eimx

1

(
1 1
1 1

)∫ 2π

0

(
1
1

)
ei(1−m)y1dy1

+ e−imx
1

(
1 −1
−1 1

)∫ 2π

0

(
1
1

)
ei(m+1)y1dy1

]
. (D.6)

Za m ∈ Z imamo da je∫ 2π

0

ei(1−m)y1dy1 =

{
2π, m = 1,
0, m 6= 1,

,

∫ 2π

0

ei(m+1)y1dy1 =

{
2π, m = −1,
0, m 6= −1,

i dobijamo da sumu (D.6) ima smisla posmatrati samo ako je m = −1. Dakle

Q+

(
ĥ11(0)

4
√
π

(
1
1

)
eix

1

)
= − ĥ11(0)

32π
√
π
eix

1

(
1 −1
−1 1

)(
2π
2π

)
= 0.

Spajajući sva tri računa zajedno, dobijamo

Q+((A(1) − λ(1)+ )v(0)) = − 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1(
(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx

1
+ i(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1 − (m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx
1

(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx
1 − i(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1
+ (m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx

1

)
. (D.7)

Sada ćemo izračunati dio ((W
(1)
1/2 − λ

(1)
+ )Q+((W

(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0)). Budući da je

d(Q+((A(1) − λ(1)+ )v(0)))

dx1
= − 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1(
im(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx

1
+m(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1
+ im(m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx

1

im(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx
1 −m(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1 − im(m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx
1

)
i

d

dx1

((
h31 h11 − ih21

h11 + ih21 −h31

)
Q+((A(1) − λ(1)+ )v(0))

)
=− 1

8
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1

[
(m+ 1)ĥ11(m− 1)

d

dx1

(
h11 − ih21 + h31
h11 + ih21 − h31

)
eimx

1

+ i(m− 1)ĥ21(m+ 1)
d

dx1

(
h11 − ih21 − h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

−(m− 1)ĥ31(m+ 1)
d

dx1

(
h11 − ih21 − h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

]
,
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koristeći jednačine (3.75), (D.1) i (D.7), dobijamo

(W
(1)
1/2 − λ

(1)
+ )Q+((W

(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0))

=− i

32
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
im(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx

1

(
h11 − ih21 + h31
h11 + ih21 − h31

)
+m(m− 1)ĥ21(m+ 1)

(
−h11 + ih21 + h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

+im(m− 1)ĥ31(m+ 1)

(
−h11 + ih21 + h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

]
− i

32
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1[
(m+ 1)ĥ11(m− 1)

d

dx1

(
h11 − ih21 + h31
h11 + ih21 − h31

)
eimx

1

+ i(m− 1)ĥ21(m+ 1)
d

dx1

(
−h11 + ih21 + h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

−(m− 1)ĥ31(m+ 1)
d

dx1

(
−h11 + ih21 + h31
h11 + ih21 + h31

)
e−imx

1

]
− ĥ11(0)

16
√
π

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1(
(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx

1
+ i(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1 − (m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx
1

(m+ 1)ĥ11(m− 1)eimx
1 − i(m− 1)ĥ21(m+ 1)e−imx

1
+ (m− 1)ĥ31(m+ 1)e−imx

1

)
.

Konačno, drugi dio 〈(W (1)
1/2 − λ

(1)
+ )Q+(W

(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0), v(0)〉, koristeći (3.13),

postaje

〈(W (1)
1/2 − λ

(1)
+ )Q+((W

(1)
1/2 − λ

(1)
+ )v(0)), v(0)〉

=
1

16

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1
(m+ 1)2 ĥ11(m− 1)ĥ11(m− 1)

+
1

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)
(
ĥ31(m+ 1) + iĥ21(m+ 1)

)(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
. (D.8)

Kombinujući jednačine (D.3) i (D.8), dobijamo da je formula (3.53) za koefi-

cijent λ
(2)
+ data sa
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λ
(2)
+ =

3

8
(̂h2)11(0)− 1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

1

m− 1
(m+ 1)2 ĥ11(m− 1)ĥ11(m− 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{1}

(m− 1)
(
ĥ31(m+ 1) + iĥ21(m+ 1)

)(
ĥ31(m+ 1)− iĥ21(m+ 1)

)
.

Primjedba D.2.2. Koristeći svojstveni vektor (3.79) koji odgovara svoj-
stvenoj vrijednosti λ = −1 Diracvog operatora bez mase i psudoinverz (3.80)
operatora W1/2 + I, analogno gornjem računu uradenom za svojstveni vektor
(3.77) koji odgovara svojstvenoj vrijednosti λ = 1, dobijamo da je formula

(3.53) za koeficijent λ
(2)
− data sa

λ
(2)
− = −3

8
(̂h2)11(0) +

1

8
k̂11(0)− i

16
εβγ1

∑
m∈Z\{0}

mĥαβ(m)ĥαγ(m)

− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

1

m+ 1
(m− 1)2 ĥ11(m+ 1)ĥ11(m+ 1)

− 1

16

∑
m∈Z\{−1}

(m+ 1)
(
ĥ31(m− 1) + iĥ21(m− 1)

)(
ĥ31(m− 1)− iĥ21(m− 1)

)
.
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