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Sazetak

U ovom radu se bavimo sa kvadratnom metricki afinom gravitacijom (KMAG)
koja je jedna od alternativnih teorija gravitacije. U radu su predstavljene
osnove diferencijalne geometrije koje su fundamentalne za razumijevanje i
izuc¢avanje teorija gravitacije.

Predstavljeni su klasi¢ni i generalizirani pp-talasi, njihova matematicka i
fizicka svojstva, te ¢injenica da oni zadovoljavaju jednacine polja KMAG.
Velika paznja u ovom radu je posvecena tenzorima i tenzorskom racunu. Ko-
ristec¢i se tim jezikom, u dijelu ovog rada, konstruisane su nove eksplicitne
jednacine polja uz odredene uslove. Pokazano je da generalizirani pp-talasi
sa paralelnom Ricci krivinom zadovoljavaju novodobijene jednacine.

Ideja u nastavku bavljenja ovim problemom, jeste da se pokusa konstru-
isati nova klasa prostorvremena koja bi zadovoljavala novodobijene jednacine
polja, te takoder dati njihovo fizikalno objasnjenje.

Summary

In this work we deal with quadratic metric-affine gravity (QMAG), which
is one of alternative theories of gravity. We present the basics of differential
geometry which are fundamental in understanding and studying the theories
of gravity.

We present classical and generalised pp-waves, their mathematical and phys-
ical properties and the fact that they satisfy the field equations of QMAG.
Great care is given to tensors and tensor calculus. Using the laguage of ten-
sors, in parts of this work, we construct new representations of field equations
under certain assumptions. We show that generalised pp-waves with parallel
Ricci curvature satisfy these equations.

The idea in the cotinuation of dealing with this problem is to try to construct
a class of new spacetimes which would be solutions of these field equations
and to give their physical interpretation.
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Poglavlje 1
Uvod

Ovaj rad je pokusaj nastavka razvoja alternativnih teorija gravitacije, ko-
riste¢i se jezikom diferencijalne geometrije. Krajem XIX. i pocetkom XX.
vijeka, fizika se suocila sa mnogim problemima. Tvrdnje Newtonove klasi¢ne
mehanike, koje su godinama smtrane tacnim i koje su mnogo puta provjerene,
suocile su se sa novim tvrdnjama Maxwellove elektrodinamike. Mnogi vodeci
naucnici tog vremena ulagali su mnogo truda da rijeSe nesaglasnost klasi¢ne
mehanike i elektrodinamike, ali sa malo ili bez uspjeha. Tek 1905. godine,
mladi fizicar Albert Einstein [3] rijesio je problem i zakljucio da je Newtonova
klasi¢na mehanika samo priblizno ta¢na teorija kad su brzine male u odnosu
na brzinu svjetlosti, a Maxwellova elektrodinamika je ispravna teorija bez
bilo kakvih ograni¢enja. Klasi¢na teorija gravitacije nije se uklapala u okvire
specijalne teorije relativnosti. Problem je rijesio Albert Einstein objavljujuci
svoju generalnu teoriju relativnosti 1915. godine. U ovom radu, kao posebnu
alternativnu teoriju gravitacije, proucavamo metrick: afinu gravitaciju, za ¢iji
se model jedno vrijeme zalagao i sam Einstein.

1.1 Specijalna i generalna teorija relativnosti

Pocetkom XX stolje¢a Einstein je objavio svoj rad o teoriji relativnosti.
Teorija relativnosti donijela je velike promjene u zakonima klasi¢ne fizike
u Ciju tacnost niko nikad prije nije sumnjao. Velika promjena se desila u
shvatanju pojma vremena. Naime, prije teorije relativnosti, naucnici kao sto
su Newton i Galilej, kao i mnogi drugi, vjerovali su u apsolutno vrijeme.
Smatrali su da vrijeme nezavisno od bilo ¢ega egzistira i nezavisno je od pro—
stora. Vremenski interval moguce je izmjeriti izmedu bilo koja dva dogadaja
i ne zavisi od toga ko ga mjeri. Ta teorija je bila logitna i teorija koju je
zdrav razum nametao. Albert Einstein je svojom teorijom ujedinio prostor



i vrijeme, uveo novi pojam prostorvrijeme i vrijeme posmatrao kao jednu
posebno dimenziju u ¢etverodimenzionalnom prostorvremenu. Teorija rela-
tivnosti se sastoji iz dva dijela, Specijalne teorije relativnosti, koja je prva
objavljena 1905. godine i Generalne teorije relativnosti koja je objavljena
1915. godine. U specijalnoj teoriji relativnosti, posmatraju se samo inerci-
jalni sistemi referencije, tj. sistemi koji se jedni u odnosu na druge ne krec¢u
ili se kre¢u konstantnom brzinom, dok je u generalnoj teoriji ta ¢injenica
generalizovana, pa se posmatraju i sistemi koji se jedni u odnosu na druge
kreéu i odredenim ubrzanjem. Specijalna teorija relativnosti se zasniva na
dva postulata:

(7) u inercijalnim sistemima svi fizicki zakoni se iskazuju na isti naéin;
(#7) brzina svjetlosti u svim inercijalnim sistemima je ista.

Drugi aksiom je donio neslaganja, jer se protivio zdravom razumu i ¢injenici
da je brzina svjetlosti svugdje ista i da je to maksimalna moguca brzina.
Ipak, Einstein ga je uzeo za jedan od osnovnih postulata i svoju teoriju

izgradio na tome. Dvije osnovne posljedice specijalne teorije relativnosti su
kontrakcija duzina i dilatacija vremena. Ovo drugo je imalo poseban znacaj,
obzirom na to Sto se protivilo sa pojmom o apsolutnom vremenu. Speci-
jalna teorija relativnosti je dala veoma dobro objasnjenje o tome da brzina
svjetlosti ima istu vrijednost za sve posmatrace kao i kretanja tijela bliska
brzini svjetlosti. Medutim, specijalna teorija relativnosti je bila u nesuglasici
sa Newtonovom teorijom gravitacije koja je tvrdila da se tijela medusobno
privlace silom koja je obrnuto proporcionalna udaljenosti izmedu njih. Ali
ako bi se jedno tijelo udaljilo od drugog, to bi znacilo da se smanji i gravi—
taciona sila izmedu njih i to u istom trenutku, istovremeno. Medutim, o
pojmu istovremenosti je u specijalnoj teoriji relativnosti besmisleno govoriti.
To znaci da se gravitaciona sila prenosi beskonaé¢nom brzinom sto se protivilo
drugom aksiomu. Einstein je nekoliko puta pokusao da objasni tu ¢injenicu,
a rezultat tih razmisljanja bilo je objavljivanje generalne teorije relativnosti
1915. godine, koja se jos naziva i Einsteinova teorija gravitacije. Bitna stvar
koju je ponudila Einsteinova teorija a nije mogla Newtonova teorija gravi—
tacije bile su tacne jednacine kretanja planeta oko Sunca. Krajnji rezultat
Einsteinove teorije je imao male razlike od Newtonove. I jedan i drugi su
pokazali da se planete oko sunca kre¢u po elipticnim putanjama, s tim sto je
Newtonova teorija tvrdila da su te elipse stacionarne, dok je Einstein pokazao
da elipse vremenom rotiraju u prostoru, sto je kasnije i potvrdeno. Za razli—
ku od Newtonove teorije koja je gravitaciju posmatrala kao silu, Einstein je
tvrdio da je gravitacija posljedica zakrivljenosti prostorvremena. Prostorvri-
jeme nije “ravno” nego je “zakrivljeno” zbog rasporeda materije i energije u



njemu. Tijela u ¢etverodimenzionalnom prostorvremenu, po prirodi stvari,
nastoje da se kreé¢u po “pravoj liniji”, ali nama ¢iji um shvata prostor u ko-
jem zivimo kao trodimenzionalan izgleda da je to “zakrivljeno”. Pod izrazom
“krec¢u po pravoj liniji” podrazumijevamo da se tijela kre¢u po geodezijskoj
liniji, tj. nastoje da put izmedu dvije tacke predu po najkracem moguéem
putu.

Mada je generalna teorija relativnosti rijesila mnoge probleme, sam Einstein
nije bio u potpunosti zadovoljan, jer nije uspio da gravitaciono polje i ele—
ktromagnetno polje spoji u jedan model.

Einsteinovu geometrijsku teoriju gravitacije mozemo shvatiti kao: prostorvri-
jeme govori materiji kako da se krece a materija govori prostorvremenu kako
da se zakrivi. Ali, materija ne samo da zakrivljuje prostor. Buduéi da se radi
o prostorvremenu, ¢etverodimenzionalnom prostoru, nesto se moralo desavati
sa cetvrtom, vremenskom koordinatom. Generalna teorija relativnosti tvrdi
da gravitacija “zakrivljuje i vrijeme”, tj. u blizini tijela sa velikom masom,
prostor je toliko zakrivljen da i vrijeme sporije tece.

Centralni dio u generalnoj teoriji relativnosti zauzimaju Einsteinove jednacine
koje daju direktnu vezu izmedu geometrije prostorvremena i osobina ma-
terije. Einstein je svoju teoriju gravitacije izgradio koristeci jezik Riema—
nnove geometrije, gdje su geometrijska svojstva prostorvremena opisana sa
metrikom.

Vakuumsku Einsteinovu jednacinu

1
Ric,,, — §Rg#,, =0 (1.1)
dobijamo varijacijom Einstein-Hilbertove akcijeﬂ

%/R\/|detg|. (1.2)

pri ¢emu je R skalarna krivina, Ric tenzor Ricci krivine i k univerzalna
konstanta za metriku g. Jednac¢ina punog polja ima oblik

1
Ric,, — §Rg,w = kT, (1.3)

pri ¢emu je T}, tenzor energije. Za vise detalja, vidjeti na primjer [13].
Generalna teorija relativnosti je veoma dobar model za izra¢unavanje i obja—
Snjavanje mnogih fizickih fenomena. Medutim, mnogo je otvorenih pitanja
ostalo, kao Sto je nedovrSena teorija svega. Mnogi naucnici poslije Einsteina
nastavili su njegov rad i stvaranje teorije svega.

1Za detaljan rac¢un vidjeti Dodatak D.



1.2 Metricki afina gravitacija

Postoji nekoliko razli¢itih alternativnih teorija gravitacije koje pokuSavaju
da unaprijede zavrsetak Einsteinove teorije gravitacije. Metricki afina gravi—
tacija je alternativna teorija gravitacije koju je neko vrijeme propagirao i sam
Einstein.

Razvoj fizike je doveo do razmatranja moguénosti da tretman prostorvremena
moze ukljucivati vise od samo Riemannovog prostorvremena Einsteinove
gene-ralne relativnosti. Neki od njih su:

e nemogucnost kvantizacije gravitacije;

e generalizacija trodimenzionalne teorije elasti¢nih kontinuuma sa mikro—
strukturom na cetverodimenzinalno prostorvrijeme gravitacije;

e proucavanja ranog svemira;

ubrzavanje svemira;

Odvajanje od Riemannovog prostorvremena Einsteinove generalne relati—
vnosti, dovodi do dodavanja torzije, sto dovodi do Riemann-Cartanovog
prostorvremena i moguce nemetri¢nosti, sto dalje dovodi do metricki afinog
prostorvremena.

Metricki afina gravitacija je generalizacija Einsteinove generalne teorije rela—
tivnosti, koja se zasniva na prostorvremenu sa Riemannovom metrikom g
Lorentzijanskog potpisa. U metricki afinoj gravitaciji, prostorvrijeme po—
smatramo kao povezanu realnu ¢etverodimenzionalnu mnogostrukost M sna—
dbjevenu sa Loretzovom metrikom ¢ i afinom konekcijom I'. Primijetimo
da karakterizacija prostorvremena sa nezavisnom linearnom konekcijom I
odmah u pocetku razdvaja metricki afinu gravitaciju od generalne relativnosti.
Konekcija ukljucuje inercijalne osobine prostorvremena i moze se posmatrati,
kao sto je rekao Hermann Weyl u [26] kao polje vodilja prostorvremena.
Metrika opisuje strukturu prostorvremena u odnosu na njegove prostornovre-
menske osobine. Prostorvrijeme metricki afine gravitacije reducira se na pro—
stor vrijeme generalne relativnosti pod pretpostavkama da torzija konekcije
[' jednaka nuli i da je konekcija metricki kompatibilna. Deset nepoznatih
komponenti metrickog tenzora g, i 64 nepoznata koeficijenta konekcije F’\W
su nepoznate ove teorije. Pocetak razvoja ove teorije se nalazi u radovima
E. Cartana, A. S. Eddingtona, A. Einsteina i H. Weyla, a pregled ove teorije
se moze naci, u radovima Hehla [7].



1.3 Kvadratna metricki afina gravitacija

U kvadratnoj metricki afinoj gravitaciji, akciju definiSemo sa

S ::/q(R) (1.4)

pri ¢emu je ¢ O(1,3) invarijantna kvadratna forma krivine R ¢iji koeficijenti
zavise samo od metrike. Nezavisnim varijacijama po metrici g i po konekciji
[' dobijamo sistem Lagrange-Eulerovih jednacina, koje simbolicki mozemo
zapisati u obliku

oS
5~ O (1.5)
0S

Nas cilj jeste proucavanje sistema jednacina , , koji je sistem od
74 parcijalne diferencijalne jednacine sa 74 nepoznatih. Proucavanje sistema
jednacina , za Cisto kvadratnu formu ima dugu historiju i moze se
na¢i u radovima Weyla [26], Paulija [18], Eddingtona [2] i Lanczosa [10, 11,
12].

Motivacija dolazi od Yang-Millsove teorije. Yang-Millsova teorija za afinu
konekciju je specijalan slucaj od (1.4)), pri ¢emu je

4(R) = qym(R) := R*\u RN (1.7)

Sa ovim izborom kvadratne forme, jednacina se naziva Yang-Millsova
jednacina za afinu konekciju, a jednacina komplementarna Yang-Millsova
jednacina, ¢iji je naziv uveo Vassiliev u [9]. Yang-Millsovu jednaé¢inu prvo je
analizirao Yang [27], pri ¢emu je jednacinu specijalizovao za Levi-Civita
konekciju i dobio jednacinu

V)\RiCHM - V,{RZ'C)\M =0. (18)

Ideja koristenja cisto kvadratnih akcija doseze do Hermanna Weyla, koji
je u [26] pojasnio da veéina prirodnih gravitacionih akcija treba da budu
kvadratne po krivini i uveo sve moguce invarijantne kvadratne kombinacije
za krivinu. Nazalost, poslije toga nikada nije nastavio sa tom analizom.

U metricki afinoj gravitaciji, kao sto je pojasnjeno u Dodatku B, postoji
11 ireducibilnih dijelova krivine. U kvadratnoj metricki afinoj gravitaciji,
kvadriranjem ovih dijelova, dobijamo 11 izraza u kvadratnoj akciji. Medutim,
pokazano je da se situacija komplikuje jer su odredeni potprostori 96 dime—
nzionalnog prostora krivine R, izomorfni, ¢ime dobijamo 16 nacina kvadri-
ranja 11 dijelova krivine, ako $to su naglasili Hehl i Macias u [§].

b}



1.4 Rjesenja kvadratne metricki afine grav-
itacije

U ovom dijelu da¢emo pregled svih poznatih rjeSenja sistema jednacina ((1.5)),
(1.6). Rjesenja su podijeljena u dvije klase: Riemannova i ne Riemannova
rjesenja.

1.4.1 Poznata Riemannova rjesenja

Rije¢ “Riemannovo” ima razli¢ita tumacenja. U teorijskoj fizici metrika je
obi¢no Lorentzijanskog potpisa, dok rije¢ “Riemannovo” upucuje da je kone—
kcija Levi-Civita. U ovom radu, mi ¢emo koristiti sljede¢u definiciju:

Definicija 1.4.1 Prostorvrijeme {M,g,I'} nazivamo Riemannovim ako je
konekcija Levi-Chvita, 1. FAW = {u)\l/}

U protivnom, za prostorvrijeme kazemo da je ne Riemannovo. Vazno je pri—
mijetiti, da trazenjem Riemannovih rjeSenja sistema , , varijacije
akcije koje daju sistem , i dalje se posmatraju nezavisno. Tek
poslije izracunavanja varijacija, uvrstavamo da je konekcija Levi—Civita. Yang
je proucavao jednacinu i zakljucio da je Einsteinovi prostori rjesenja ove
jednacine. Kasnije je pokazano od strane mnogih autora, da ako izaberemo
kvadratnu formu , tada Einsteinovi prostori zadovoljavaju sistem ,
(L6).

Jedan od velikih problema za sistem , bio je uspostava jedinstvenog
rezultata. Cak i za jednostavan Yang-Mills slucaj , to je bio veliki pro—
blem. Pokusaj Fairchilda [4] da pokaze da jedino Einsteinovi prostori zado-
voljavaju sistem jednacina , ispostavio se netacnim, $to je i on sam
kasnije potvrdio u [5].

Napredno proucavanje sistema jednacina , u generalnom slucaju
kvadrane akcije sa 16 ¢lanova kvadrata krivine je obavljena nedavno. Vassi—
liev [24] je 2005. godine rijesio problem egzistencije i rjesenja sistema ,
(L.6). On je pokazao da su

e Einsteinovi prostori,
e pp-prostori sa paralelnom Ricci krivinom, i

e Riemannova prostorvremena koji imaju skalarnu krivinu nula, i lokalno
su proizvod Einsteinovih 2-mnogostrukosti,



jedina Riemannova rjesenja sistema jednacina ([1.5)), (1.6]), ¢ime je problem
konacno rijesen. Ranije nije bilo primije¢eno da su pp-prostori rjesenja si—
stema jednacina (|1.5]), (1.6, mada su u teorijskoj fizici pp-talasi bili poznati.

Definicija 1.4.2 FEinstenov prostor je Riemannovo prostorvrijeme za koje
je Ric = Ag, pri cemu je A neka kosmoloska konstanta.

1.4.2 Poznata ne Riemannova rjesenja

Veliki je broj radova posvecenih pronalazenju ne Riemannovih rjesenja siste—
ma jednacina ([1.5)), (1.6)), tj. prostorvremena sa torzijom. U ovom radu
prezentujemo metricki kompatibilno ne Riemannovo rjesenje. Konstrukciju
takvog prostorvremena, uradio je Vassiliev u [24].

Definicija 1.4.3 Prostorvrijeme {M, g, '} nazivamo pseudoinstanton ako je
konekcija metricki kompatibilna a krivina ireducibilna i jednostavna.

Metricka kompatibilnost znac¢i Vg = 0. Ireducibilnost krivine znaci da su
svi od 11 ireducibilnih dijelova (osim jednog) jednaki nuli. Jednostavnost
znaci da ireducibilni dio krivine koji obezbjeduje da krivina nije nula, nije
izomorfan niti jednom drugom ireducibilnom dijelu. U tom slucaju, prateci
Dodatak B, jedino su moguca tri pseudoinstantona

e skalarni pseudoinstanton, gdje je ireducibilni dio R razlicit od nule,

e pseudoskalarnt pseudoinstanton, gdje je ireducibilni dio RW razlicit od
nule,

e Weylov pseudoinstanton, gdje je ireducibilni dio R razli¢it od nule.
Vassiliev [24] je dokazao sljedeéi teorem
Teorem 1.4.1 Pseudoinstanton je rjesenje sistema jednacina , (@

Konstrukeiju jednog pseudoinstantona uradio je Vassiliev [24], pri ¢emu je
posmatrao trivijalnu mnogostrukost M = R* opskrbljenu sa globalnim koo
rdinatama (2°, 2!, 22, 2°) i metrikom Minkowskog 7, = diag(+1, —1, —1, —1).
Neka je | # 0 konstantan realan vektor, m # 0 konstantan kompleksan vektor
i neka je

A(x) = me™ ™ (1.9)

ravni talas koji je rjesenje polarizovane Maxwellove jednacine

*dA = +idA. (1.10)



Definisimo torziju sa

1
T = SRe(A® dA) (1.11)

i neka je I' odgovaraju¢a metricki kompatibilna konekcija. Tada je, kako
je pokazano u [23], opisano prostorvrijeme Weylov pseudoinstanton, pa je
na osnovu Teoreme , rjeSenje sistema jednacina , . Opisani
pseudoinstanton, koji je nazvan torzijski talas, u nesto drugacijoj formi, u
Yang-Mills sluéaju ranije je otkriven od strane Singha i Griffithsa, da
bi ga kasnije pokazali King i Vassiliev u [9]. U ovom smislu, interesantna
su i dva rada Singha, [21] gdje je konstruisao rjesenja sistema , u
vakuumu sa ¢isto aksijalnom torzijom, i [22] gdje je predstavio rjesenja sa
Cisto trag torzijom.

1.5 Teleparalelizam

Pored metricki afine gravitacije, postoji jos nekoliko alternativnih teorija
gravitacije. U ovom radu ne¢emo ulaziti u detalje vezane za druge alterna-
tivne teorije, buduéi da nijedna od njih nije koristena u ovom radu.
Posebno mjesto u alternativnim teorijama gravitacije zauzima i teleparalelizam.
Tu teoriju je koristio i Einstein kada je pokusao da objedini elektromagneti-
zam i gravitaciju. Teorija teleparalelizma ima dugu historiju, i poceci razvoja
ove teorije mogu se na¢i u radovima Elie Cartana, Rolanda Weitzenbocka i
Alberta Einsteina.

Osnovna ideja teleparalelizma je da radimo sa Lorentzijanskom metrikom,
nestaju¢om krivinom i nenestaju¢om torzijom, §to mozemo posmatrati kao
poseban slucaj metricki afine gravitacije. Postavke teleparalelizma su u
suprotnosti sa standardnim postavkama generalne relativnosti, tj. da je to—
rzija nestajuca a krivina nenestajuca. U danaSnjim izucavanjima, telepara—
lelizam se obi¢no posmatra kao teorija gravitacije bez pokuSaja objedinja-
vanja sa elektromagnetizmom.

Zanimljiv rezultat u vezi teleparalelizma moze se nadi u [25] gdje je data nova
reprezentacija za Weylov lagranzian. Geometrijski objekti kojima se kori—
stimo u teleparalelizmu su metrika, diferencijalne forme, vanjski proizvod i
vanjski izvod. Prednost pristupa sa teleparalelizmom je u tome Sto ne zahti-
jeva koristenje spinora, Paulijevih matrica i kovarijantnog izvoda.

1.6 Struktura rada i glavni rezultati

Ovaj rad je podijeljen u nekoliko dijelova



e U Glavi 2 dat je pregled diferencijalne geometrije kojom se koristimo u
ovom radu. U Sekciji 2.1 uvedeni su pojmovi topoloske mnogostrukosti,
atlasa, lokalnih koordinata. Posebna paznja je data objasnjenju ta—
ngentnog i kotangentnog prostora topoloske mnogostrukosti. U Sekciji
2.2, uveden je pojam tenzora sa kojim se najviSe koristimo u ovom
radu. Objasnjeni su i pojmovi diferencijalne forme, vanjskog izvoda i
Hodgeove zvjezdice kao posebnog operatora kojeg koristimo u prezento-
vanom tenzorskom racunu. Sekcija 2.3 sadrzi definicije Lie grupe i Lie
algebre sa elementarnim primjerima. Posebna paznju smo obratili pri
pisanje Sekcije 2.4, gdje su detaljno pojasnjeni pojmovi Riemannove
i ne Riemannove mnogostrukosti kao i metrickog tenzora. U Sekciji
2.5 kratko je pojasnjen pojam afine i metricke konekcije kao i pojam
geodezije. Na kraju, u Sekciji 2.6 uveden je pojam krivine i torzije sa
¢im se mnogo koristimo u ovom radu. Takoder, data je i notacija sa
kojom se koristimo u tenzorskom racunu ovog rada. U Sekciji 2.7 dat
je kratak pregled Paulijevih matrica u prostoru Minkowskog.

e U Glavi 3 dat je kratak pregled klasi¢nih i generaliziranih pp-talasa, kao
i njihovih matematickih i fizickih svojstava. U Sekciji 3.1 upoznajemo
se za klasi¢nim pp-talasima koji su od ranije ve¢ mnogo koristeni u
teorijskoj fizici. Sekcija 3.2 predstavlja rezultat rada Vedada Pasic¢a pri
izradi njegove doktorske disertacije [16], gdje je generalizaciju pp-talasa
izvrSio koristenjem torzijskog talasa, koji je ranije opisan i pokazao
da su generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom, rjesenja

sistema , .

e Glava 4 se sastoji iz cetiri Sekcije. U Sekciji 4.1 dat je glavni rezultat
rada, tj. jednacine polja , uz koristenje odredenih uslova.
Sekcija 4.1 je rezultat racuna koji je uraden u Sekciji 4.2 i Sekciji 4.3
gdje je kvadratna forma varirana po metrici, odnosno po konekciji. U
Sekciji 4.4 dokazana je Lema koja govori da su generalizirani pp-talasi
sa paralelnom Ricci krivinom zadovoljavaju novodobijene jednacine

polja i .

e Konacno Dodatak A, Dodatak B, Dodatak C i Dodatak D sadrze veoma
bitne matematicke racune koji su koristeni da bi se doslo do glavnog
rezultata rada. Takoder, njihovi dijelovi predstavljaju mnogo origi-
nalnog rada, ali najveéi dio prati [16]. U Dodatku A opisani su ire-
ducibilni dijelovi torzije a u Dodatku B ireducibilni dijelovi krivine.
Dodatak C nudi racun vezan za Bianchijev identitet za krivinu, a u Do-
datku D nalaze se detaljni racuni varijacija kvadratnih formi koristenih
u ovom radu.



Poglavlje 2

Matematicka predznanja i
notacija

U ovoj glavi predstavljamo osnove diferencijalne geometrije koje su funda-
mentalne za razumijevanje i izucavanje teorija gravitacije. Izlaganje gradiva
uglavnom prati [15] i [20]. Na kraju predstavljamo notaciju kojom se kori—
stimo u ovom radu.

2.1 Topoloske mnogostrukosti

Neka je M m—dimenzionalan Hausdorffov topoloski prostor. Uredeni par
(U, ) otvorenog skupa U skupa M i homeomorfizma ¢ : U — R™ iz
U na otvoreni podskup skupa R™ naziva se karta a skup U koordinatna
okolina. Ako imamo familiju A = {(U;, ;) }ier karti na prostoru M, pri
cemu je | J;c; Ui = M, tada kazemo da je M m—dimenzionalna topoloska
mmnogostrukost sa atlasom A.

Kazemo da je atlas A = {(U;, ¢;) }ier klase C* (ili gladak) ako za otvorene
skupove U; i U, takve da je U; N U; # 0, preslikavanje ¢;; = ¢, o ot
0i(U;NU;) — ¢;(U;NU;) je klase C*, a takve mnogostrukosti nazivamo C>
mnogostrukostima ili diferencijabilnim mnogostrukostima.

Neka su u’, (i = 1,2,...,m) koordinate u prostoru R™. Za kartu (Uy, ©a)
elemente 7', = u’ o ,, (i = 1,2,...,m) nazivamo lokalnim koordinatama.
Kazemo da je karta (U, ) kompatibilna sa C* atlasom A ako su preslika-
vanja p o .1 i @, 0! klase C™ kad god je U N U, # @. Tada sve karte
kompatibilne sa atlasom A formiraju maksimalan atlas koji sadrzi A, a nji-
hove koordinatne okoline formiraju bazu toplogije M.

Jednostavnijim rijecima, m—dimenzionalna mnogostrukost je topoloski pros-
tor koji je lokalno homeomorfan sa R™, a moze da se razlikuje od R™ glo—
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balno. Lokalna homeomorfnost nam daje moguénost da svakoj tacki P mno-
gostrukosti M pridruzimo uredenu m—torku realnih brojeva koje nazivamo
lokalnim koordinatama pa na mnogostrukostima mozemo primijeniti racun
funkcija vise promjenljivih.

Neka je f : M — R realna funkcija na diferencijabilnoj mnogostrukosti M.
Kazemo da je f klase C*° u tacki P € M ako je fop, : ¢o(Us) — R klase C*
u @, (P), pri ¢emu je (U,, ¢, ) karta oko tacke P € U,. Skup realnih funkcija
f definisanih na otvorenom podskupu V' C M i klase C'*° oznacavamo sa
F (V). Skup F(V) je algebra u odnosu na uobic¢ajeno sabiranje i mnozenje
funkcija. Takoder, sa F(P) oznacavamo skup funkcija klase C*° definisanih
u okolini tacke P € M.

Neprekidno preslikavanje ® : M — N izmedu diferencijabilnih mnogostrukosti
M i N je preslikavenje klase C*° ako je fo® € F(M) kad god je f € F(N).
Ako je preslikavanje ® : M — N bijektivno i klase C*° tada je preslikavanje
®-1: N — M takoder klase C*, i za preslikavanje ® kazemo da je difeomo—
rfizam, a za mnogostrukosti M i N difeomorfne.

Homeomorfizmi klasifikuju prostore koji se jedni u druge mogu preslikati
neprekidno, dok difeomorfizmi klasifikuju prostore koji se jedni u druge mogu
preslikati glatko. Dva difeomorfna prostora se posmatraju kao ista mno-
gostrukost. Znacaj diferencijabilnih mnogostrukosti lezi u ¢injenici da mozemo
da koristimo uobicajeni diferencijalni ra¢un razvijen u R™. Glatkoc¢a koordi-
natnih transformacija osigurava da je racun nezavisan od izabranog koordi-
natnog sistema.

Primjer 2.1.1 FEuklidski prostor R™ je trivijalan primjer n—dimenzionalne
mnogostrukosti pri cemu jedna karta pokriva cijeli prostor. Preslikavanje ¢
moZe biti identicno preslikavange.

Primjer 2.1.2 Neka je n = 1. Ako zahtjevamo da je M povezana mmno-
gostrukost, tada su R i kruznica S* jedine moguée mnogostrukosti.

Primjer 2.1.3 n— dimenzionalna sfera S™ je diferencijabilna mnogostrukost.

Neka je M m—dimenzionalna mnogostrukost sa atlasom {(U;, ¢;)} i neka je
N n—dimenzionalna mnogostrukost sa atlasom {(V},v;)}. Tada je proizvod

atlas {(U; x Vj), (¢i,%;)}. Tacka iz M x N je oblika (p,q) pri ¢emu su
p € M,q € N, a djelovanjem koordinatne funkcije (p;,1;) na tacku (p,q)

dobijamo (¢;i(p),1;(q)) € R™™.
Kriva u trodimenzionalnom Euklidskom prostoru je parametrizovana sa je—

dnim parametrom ¢ sa (x(t),y(t), z(t)) dok je povrs parametrizovana sa dva
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parametra u,v sa (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Kriva i povrs su lokalno home-
omorfne sa R i R2, respektivno. Mnogostrukosti su generalizacija ideje o
krivim i povrSima na objekte proizvoljne dimenzije. Glatke krive i glatke
povrsi u Euklidskom prostoru mogu u svakoj tacki biti aproksimirane sa ta—
ngentim linijama odnosno tangentnim povrsima, respektivno, sto su linearni
objekti.

Neka je (a,b) otvoreni interval koji sadrzi 0. Preslikavanje ¢ : (a,b) — M
klase C'* pri ¢emu je ¢(0) = P naziva se kriva kroz tacku P. Tangentni
prostor ¢emo definisati kao prostor tangentnih vektora ¢(0) na krivu ¢ koji
prolaze kroz tacku P. lako ne mozemo definisati izvod ¢(0) kao u Euklid-
skom prostoru, mozemo posmatrati usmjerenu derivaciju X f := £|,_o f(c(t))
funkcije f € F(P) koja ima osobine

X(af +bg) = aXf+bXg, X(fg)=[f(P)Xg+g(P)XFS. (2.1)

pri ¢emu su a,b € R; f, g € F(P). Sada operator X mozemo definisati kao
¢(0) i zvati ga tangentni vektor na krivu ¢ u tacki P. Generalno, funkcional
X : F(P) — R koji zadovoljava uslove nazivamo derivacija funkcije
f € F(P). Skup svih derivacija funkcija prostora F(P) ¢ini vektorski prostor
ako definisemo (aX + By)f := aX f +bY f za sve derivacije X, Y i sve realne
brojeve a,b. Ovaj vektorski prostor oznacavamo sa TpM i nazivamo ga ta—
ngentni prostor na mnogostrukost A u tacki P. Prostor TM = Jpc,, TpM
nazivamo tangentni omota¢ mnogostrukosti M.
Skup TpM ima strukturu vektorskog prostora Cija je dimenzija m i ¢ija je
baza skup {8%} koja se naziva koordinatna baza. Koriste¢i ovu bazu, svaki
element prostora v € TpM, postujuc¢i Einsteinovu konvenciju o sabiranju,
moze biti zapisan u obliku
0

v=uto
Dualni vektorski prostor tangentnog prostora TpM naziva se kotangentni
prostor i oznacavamo ga sa TpM. Njegovi elementi su kotangentni vektori,
tj. linearni funkcionali w : TpM — R. Baza vektorskog prostora TpM je
skup {dz*} , i svaki element prostora 75 M mozemo zapisati u obliku

_ "
w = wydz".

2.2 Tenzori

Kao sto je pokazano u [20], tenzor tipa (¢, ) je multilinearan funkcional koji
q elemenata prostora TpM i r elemenata prostora TpM pridruzuje realan
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broj, tj.
T:V"x.--xV*xVx...xV =R

[\

v~ N~
s

q

Skup tenzora tipa (¢, r) u tacki P € M oznacavamo sa T(M) i pisemo

M) =V - VeV ' -V

r

v~ v~
q T

Tenzor tipa (0,0) je skalar, tenzor tipa (0, 1) je kovarijantni tenzor a tenzor
tipa (1,0) je kontravarijantni tenzor. Koristeéi Einsteinovu konvenciju o
sabiranju, element 7" € T(M) mozemo zapisati u obliku

0 0

T= Tmuzmuqmm...w M K- ® % Rdz" @ - @ dz".
Tenzorski proizvod tenzora tipa (qi,71) 1 tenzora tipa (go,72) je tenzor tipa
(g1 + g, 71 +12).
Vektorsko polje je glatko pridruzivanje vektora svakoj tacki mnogostrukosti
M | tj. elementa prostora TpM, (P € M). Drugim rije¢ima, V je vektorsko
polje ako je V[f] € F(M) za svaku funkciju f € F(M). Svaka komponenta
vektorskog polja je glatka funkcija sa mnogostrukosti M u skup R. Skup svih
vektorskih polja mnogostrukosti M oznacavamo sa X' (M).
Tenzorsko polje tipa (g, ) je glatko pridruzivanje elementa prostora T)7(M)
svakoj tacki mnogostrukosti M. Skup tenzorskih polja tipa (g, ) oznacavamo
sa T9(M). Skup T,°(M) je skup dualnih vektorskih polja, dok je 7(M) =
F(M).
Za vektorska polja X, Y € X(M) i f € F(M) definiSemo operaciju Lie
zagrade sa

X,Y)f = X[Y[f)] - Y]] (2:2)

koja je takoder vektorsko polje i za koju vrijede sljedece osobine:
(X, Y] e X(M), [X,Y]=-[V,X],
XY= [IX Y] =YX, (X +Y, 2] = [X, Z] + [X, Z]
kao i identitet Jacobija
[X,Y],Z) +[[Y, 2], X] + [[Z,X],Y] = 0. (2.3)

Vektorski prostor X'(M) je algebra u odnosu na operaciju zagrada. Izraz
[X, Y] takoder mozemo pisati u obliku LxY" i nazivamo ga Lie izvod vekto—
rskog polja Y duz vektorskog polja X.
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Definicija 2.2.1 Diferencijalna forma reda r (ili r—forma) je totalno anti-
simetrican tenzor tipa (0,r).

Specijalno, 0—forme su skalari, a 1—forme mozemo zapisati u obliku w =
wydzt. Vektorski prostor svih »—formi na mnogostrukosti M oznacavamo sa

AT(M).

Vangski proizvocﬂ r jedan formi definiSemo sa

dx"* ANdz"* N - Ndat = Z sgn(m)dzt~® & dzt ™ @ - - - @ dat= (2.4)

T

sa osobinama

(i) dat* Ndzt2 A --- A dxt = 0 ako su bilo koja dva indeksa jednaka,
(17) daxM ANdxh? A - A datr = sgo(m)dat O A dzt@ A - A datee)
(¢4i) dx* ANdzh> A --- A dxt je linearan po svakom dat.

Pomoc¢u vanjskog proizvoda r—forme mozemo zapisati u obliku

1
W = =Wy, dr N de?? N N dat (2.5)
rl

pri cemu su komponente w,,, . totalno antisimetricne pri zamjeni indeksa.
Za bazu vektorskog prostora A”(M) mozemo uzeti {dz** AdxH? A --- Ndxtr}
paje dim(A"(M)) = (’:‘), pri ¢emu je m dimenzija mnogostrukosti M. Jasno,
vrijedi AY(M) = T3 (M). Buduéi da vrijedi jednakost (T) = (m"—l7~)> tada je
dim(A"(M)) = dim(A™ " (M)) pa su prostori A"(M) i A" (M) izomorfni,
sto je pokazano u [I5]. Diferencijalne forme zadovoljavaju jednakosti

(i) aNa=0,
(171) aNB=(-1)PIBANa, ac AP(M),5 e A(M).
Vangski izvod?] je preslikavanje d : A"(M) — A" (M) definisano sa

1
dwz—( 0 w )dx”/\dx“l/\d:c""’/\~~/\dx“r (2.6)

Operator vanjskog izvoda na diferencijalne forme djeluje prema pravilu

dlaAB)=(da) NG+ (1) an(dB), (aeAN(M),3eAN(M)).

leng. “wedge product”
2eng. “exterior derivative”
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Neka je M m—dimenzionalna mnogostrukost. Hodgeova zvjezdica * je line—
arno preslikavanje * : A"(M) — A™ " (M) ¢ija je akcija na bazne vektore
prostora A"(M) definisana sa

/| det
s(datt N dxt? N - NdatT) = Ms‘“"'”r dx" v N ANdxtm

(m _ T)‘ Vp41...Vm

1
Ukoliko je w = —wy, y.. . dx" Ndaz"? N --- Ndat™ € A"(M), tada je

7!
V| detg| e v -
el mwmmmurgm 8 Vr+1--.dex A Ndp (2.7)
pri cemu je
1; ako je (uipe...p,) parna permutacija
elemenata (1,2,...,n)
Empayn = & —1; ako je (pips...p,) neparna permutacija (2.8)
elemenata (1,2,...,n)
0; inace.
Neka su
1

= K H Mr
W= mem,_mda: Ad N NdatT,

1
£= ﬁfuwz_,_mdx“l Adxt? N - A datr,

dvije r—forme. Tada je, kao §to je pokazano u [15], w A (%§) m—forma i
vrijedi

1
wA (%) = ﬁwmw,,.urf‘““”'“r\/ | det gldat A da® A -+ A dax™.

Skalarni proizvod r—formi definisemo sa

1
(w,6) = / WA () = / O 0121 /At gldada® - - da™. (2.9)
s JM

2.3 Lie grupe i Lie algebre

Definicija 2.3.1 Lie grupa G je diferencijabilna mnogostrukost koja ima
strukturu grupe a preslikavanja mnoZenja i inversa

(i) ¥ : G x G — G definisano sa ¢ (a,b) = a - b,
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(i) 7: G — G definisan sa 7(a) = a™'.

su diferencijabilna.

Jedinicni element Lie grupe oznacavamo sa e. Dimenzija Lie grupe G je
definisana dimenzijom G kao mnogostrukosti.

Veliku primjenu u fizici ima grupa regularnih matrica reda n ¢iji su elementi
realni (kompeksni) brojevi a koju oznacavamo sa GL(n,R) (GL(n,C)) i koju
nazivamo generalna linearna grupa. Operacija mnozenja ove Lie grupe je
obi¢no mnozenje matrica, a inversa je predstavljen nalazenjem inverzne ma-
trice. Posebno interesantne podgrupe grupe GL(n,R) su

e Ortogonalna grupa

O(n) :={A € GL(n,R) : AAT = ATA=1,}, (2.10)

e Specijalna linearna grupa

SL(n,R) := {A € GL(n,R) : det A = 1}, (2.11)

e Specijalna ortogonalna grupa

SO(n) := O(n) N SL(n,R). (2.12)

U specijalnoj relativnosti posebno je interesantna Lorentzova grupa
0(1,3) := {A € GL(4,R) : MnM* = n} (2.13)

pri ¢emu je n = diag(+1, -1, —1, —1) metrika Minkowskog, kao i njena po—
dgrupaﬂ
0L(1,3):={A € 0(1,3) : det A =1 A Ay > 0}. (2.14)

Podgrupe grupe GL(n,C) su
e Unitarna grupa]]
U(n) :={A € GL(n,C): AAT = ATA = I,}, (2.15)

e Specijalna linearna grupa

SL(n,C):={A € GL(n,C) : det A =1}, (2.16)

3Numeracija vrsta i kolona matrice poéinje od 0.
4 AT oznacava Hermitski konjugovanu matricu matrice A.
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e Specijalna unitarna grupa
SU(n) :=U(n)N SL(n,C). (2.17)

Sljedeci teorem garantuje da su sve navedene podgrupe takoder Lie grupe:

Teorem 2.3.1 Svaka zatvorena podgrupa G, Lie grupe G je Lie podgrupa.

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [15].

Definicija 2.3.2 Neka su a © g elementi Lie grupe G. Desna translacija

R, : G — G i lijeva translacija L, : G — G elementa g sa a su definisani sa
R.g = ga, Lag = ag.

Preslikavanja R, i L, su difeomorfizmi. Stoga, ova preslikavanja induciraju
preslikavanja Ly, : T,G — T,,G i R, : T,G — T,,G. Ako je X € X(M)
vektorsko polje na Lie grupi G i ako je L. X|, = X]|,, tada za X kazemo da
je lijevo invarijantno vektorsko polje.

Definicija 2.3.3 Skup svih lijevo invarijantnih vektorskih polja g sa Lie
zagradama [, ]:@ X g — g naziva se Lie algebra Lie grupe G.

Lie algebre neke Lie grupe oznacavamo sa odgovaraju¢im malim slovima
njemackog gotik pisma. Na primjer, Lie algebru grupe G L(n, R) oznacavamo
sa gl(n,R).

Definicija 2.3.4 Neka je G Lie grupa i neka je M mmnogostrukost. Akcija
G na M je diferencijabilno preslikavanje £ : G x M — M koje zadovoljava
uvjete

(i) (e, P) =P (P e M),

(41) £(91,€(92, P)) = £(9192, P) 91,92 € G.

Primjer 2.3.1 Neka je A € GL(n,R) i neka je x € R™. Akcija grupe
GL(n,R) na R" je definisana sa obic¢nim djelovanjem matrice na vektor:

E(Ayx) =A-x.

Primjer 2.3.2 Neka je A € SL(2,C). Akcija grupe SL(2,C) na mnogostru—
kost My je definisana sa

EAr)=A X(z)- A
Za vektor x = (2%, 21, 2%, 2®) € My definisemo Hermitovu matricu
20+ 23 bt —iz?
X(x)_(xl—i—iﬁ 20 _ 23 .

Akcija grupe SL(2,C) na mnogostrukost My predstavlja Lorentzovu transfo—
rmaciju O(1,3).
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2.4 Riemannove i ne Riemannove mnogostru—
kosti

Mnogostrukost je topoloski prostor koji je lokalno Euklidski prostor. Racun
na mnogostrukostima je omogucen jer svakoj tacki mnogostrukosti M mozemo
pridruziti koordinatni sistem. Ukoliko mnogostrukost obogatimo i uvodenjem
generalizacija skalarnog proizvoda izmedu dva vektora Fuklidskog prostora.
Pomoc¢u metrickog tenzora definisSemo skalarni proizvod uzmedu dva vektora
tangentnog prostora Tp M. Takoder, pomocu konekcije mozemo porediti ve—
ktor u tacki P € M sa nekim drugim vektorom u tacki P’ € M.

Definicija 2.4.1 Neka je M diferencijabilna mnogostrukost. Riemannova
metrika g na mnogostrukosti M je tenzorsko polje tipa (0,2) na M koje u
svakoj tacki P € M zadovoljava sljedece uslove:

(1) gp(U,V) = gp(V,U),
(17) gp(U,U) = 0 pri éemu jednakost vrijedi ako je U = 0,
za svako U,V € TpM i gp = g|,.

Ukratko, gp je simetricna pozitivno definitna bilinearna forma. Tenzorsko
polje ¢ tipa (0,2) naziva se ne Riemannova metrika ako zadovoljava uslov
() i uslov

(i73) ako je gp(U,V) =0 za svako U € TpM, onda je V = 0.

Neka je (U, ) karta mnogostrukosti M i {z*} lokalne koordinate. Kao $to
je pokazano u [15], g je tenzorsko polje tipa (0,2) pa moze biti zapisano u
obliku

gp = G (P)dx" @ dx” (2.18)

pri ¢cemu je

0 0 0 0
9 (P) = gp (%, %) =gpr (%, %) = guu(P).

Ukoliko nije drugacije naglaseno, u zapisu g,,(P) izostavlja¢emo tacku P.
Elementi g, sacinjavaju regularnu simetricnu matricu, pa tada postoji inve—
rzna matrica (¢"”). Determinantnu matrice (g,,) oznacavamo sa g. Veli¢inu
ds* = g, dz*dx” nazivamo metrikom iako je u krajnjem slucaju metrika te—
nzor g = g, dr* @ dx”.
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Standardni je dogovor da pomoc¢u metrickog tenzora vrsimo podizanje i
spustanje indeksa tenzora, tj.
9wV’ =v,  g"v, =V

Buduéi da je (¢") simetricna matrica, sve svojstvene vrijednosti su realne.
Ako je g Riemannova metrika, tada su sve svojstvene vrijednosti pozitivne,
a ako je metrika g ne Riemannova, tada neke mogu biti i negativne. Ukoliko
postoji ¢ pozitivnih i j negativnih svojstvenih vrijednosti, uredeni par (i, 7)
se naziva indeks metrike. Ako je j = 1, za metriku kazemo da je Lorentzova
metrika. Ukoliko metriku dijagonaliziramo odgovaraju¢om ortogonalnom
matricom, lahko je sve elemente na glavnoj dijagonali dovesti na vrijednosti
+1. Ukoliko krenemo od Riemannove metrike, dobi¢emo Fuklidsku metriku
d = diag(1,1,1,1), a ukoliko krenemo od Lorentzove metrike, dobié¢emo
metriku Minkowskog n = diag(+1,—1,—1,—1). Ako je (M, g) Lorentzijan,
elementi prostora TpM su podijeljeni u tri grupe

(7) ukoliko je g(U,U) > 0, za vektor U kazemo da je pmstomﬂ

(i) ukoliko je g(U,U) = 0, za vektor U kazemo da je suvjetlosni [f] ili nula
vektor,

(#77) ukoliko je g(U,U) < 0, za vektor U kazemo da je vremenski. [

Ukoliko je na glatkoj mnogostrukosti M definisana Riemannova metrika
g, uredeni par (M, g) se naziva Riemannova mnogostrukost. Ako je g ne
Riemannova metrika, uredeni par (M,g) se naziva ne Riemannova mno-
gostrukost, ako je g Lorentzova metrika, uredeni par (M, g) se naziva Lore—
ntzova mnogostrukost. Lorentzove mnogostrukosti su od posebnog znacaja
u teoriji relativnosti. Na primjer, cetverodimenzionalni prostor Minkowskog
(R*,n) je Lorentzova mnogostrukost.

2.5 Afine konekcije. Metricka konekcija

Definicija 2.5.1 Afina konekcija V je preslikavanje V : X (M) x X(M) —
X (M) koje zadovoljava sljedece osobine
VxY+Z7Z) = VxY+VxZ
Vx4 = VxZ+VyZ
VixY = fVxY
Vx(fY) = X[/IY + fVxY

eng. “spacelike”
Seng. “lightlike”
Teng. “timelike”
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pri éemu su f € F(M) i X,Y,Z € X(M).

Neka je M m—dimenzionalna mnogostrukost i neka je (U, ) karta od M sa
koordinatama {z*}. Definisimo m? funkcija I'* , koje nazivamo koeficijenti
konekcije sa

pvo

Ve e, =Vye, = e,\F)‘W (2.19)
pri ¢emu je {e,} = {a%} koordinatna baza prostora TpM. Koeficijenti
konekcije odreduju kako se od tacke do tacke mijenjaju vektori baze.
Kovarijantni izvod vektorskog polja definisemo sa

Vot =0t + T4 0" (2.20)

Ukoliko je na mnogostrukosti M zadana kriva ¢ : (a,b) — M, tada mozemo
definisati paralelni transport vektora duz te krive. Ukoliko vektorsko polje
X zadovoljava uslov

VyX =0, te€(ab), (2.21)

tada za vektorsko polje X kazemo da je paralelno transportovano duz krive
¢, pri cemu je V tangentni vektor na krivu ¢(t), (t € (a,b)). Ukoliko vrijedi
uslov

ViV =0, te(ab) (2.22)

tada krivu ¢(t) nazivamo geodezija. Geodezije su “najpravije” krive na Rie-
mannovoj mnogostrukosti. U smislu duzine, geodezije su najkrace linije koje
spajaju dvije tacke na mnogostrukosti. Jednacinu mozemo zapisati u
oblikn d%at dz¥ dax?
1 _

72 +1I" 7T 0 (2.23)
pri ¢emu su {z#} lokalne koordinate krive ¢(t).
Neka je g metricki tenzor. Tada je

V,,g,\,u - 8VgA},L - FH}/AgHLL - Fnljug)\l'{'

Ukoliko je Vg = 0, tada za afinu konekciju V kazemo da je metricki kompa—
tibilna ili metricka konekcija.
Christoffelove simbole druge vrste definiSemo sa

K 1
{MV} = 591{/\(8#91/)\ + augu/\ - a)\g,uu) (2-24)
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2.6 Krivina i torzija

Kao $to je pokazano u [15],tenzor torzije T : X(M) @ X (M) — X (M) i
Riemannov tenzor krivine R : X (M) @ X (M) ® X (M) — X (M) definisemo
sa

T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y] (2.25)

R(X,Y,Z) =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z (2.26)

za koje vrijedi

Uobic¢ajeno je pisati R(X,Y)Z umjesto R(X,Y,Z) da bi izgledalo da je R
operator koji djeluje na Z. Budu¢i da operator T slika dva vektorska polja
u jedno vektorsko polje, tada je T tenzorsko polje tipa (1,2). Analogno,
buduéi da operator R slika tri vektorska polja u jedno vekorsko polje, tada
je R tenzorsko polje tipa (1, 3).
Komponente tenzora torzije mozemo napisati u obliku

T, =1, - T (2.27)

v

Tenzor T ’\W je antisimetrican tenzor po drugom i tre¢em indeksu, tj. vrijedi

A A
1, =-1,, (2.28)
Kontorziju definisemo sa
1
P A A A
KW_§(TW+TM+TM) (2.29)
koji je antisimetrican po prvom i treCem indeksu, tj. K, , = —K,,,. Veza

izmedu torzije i kontorzije data je sa
A oA A
v, =K, —K,,.

Koeficijente konekcije mozemo napisati kao

r, = { A } + K%, (2.30)
J11%
Ukoliko je na mnogostrukosti M torzija jednaka nuli, tada afinu konekciju V
nazivamo simetricna konekcija. Metricki kompatibilna i simetri¢na konekcija
naziva se Levi-Civita konekcija. Dakle, Levi-Civita konekcija je pravilo para—
lelnog pomjeranja po kome je norma vektora invarijantna pod paralelnim
pomjeranjem, a za koeficijente konekcije vrijedi simetrija I'*,, =T, .
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Teorem 2.6.1 (Fundamentalni teorem (ne) Riemannove geometrije)
Na (ne) Riemannovoj mnogostrukosti (M, g) postoji jedinstvena simetricna
konekcija koja je kompatibilna sa metrikom g. Tu konekciju nazivamo Levi-
Civita konekcija.

Dokaz teoreme se moze naéi u [15].
Komponente Riemannovog tenzora krivine mozemo napisati u obliku

RY,, = 9,0%,, — 9,0" \ + 1%, ", — %, T" | (2.31)

K
Apv

Riemannov tenzor krivine je antisimetrican tenzor po tre¢em i cetvrtom inde—
ksu, tj. vrijedi R, ,, = —R" Ukoliko je konekcija Levi-Civita, Riemannov
tenzor krivine je zadan sa

remaf) o3 L e

A
pri cemu je { } definisano sa (|2.24)).
7%

Riemannov tenzor krivine zadovoljava dvije bitne jednakosti:

vt

(¢) prvi Bianchijev identitet

Rﬁ/\’w/ + RN#V/\ + RHV/\M = 0,

(#7) drugi Bianchijev identitet

VRS, + VuR,, + VRS, =0

Drugi Bianchijev identitet Cesto piSemo i u formi
(8f€ + [Fm 'DR;W + (aV + [FV’ '])Rﬁ,u + (8H + [FM’ .]>Rl/l£ =0 (233)
pri ¢emu smo sakrili dva indeksa koriste¢i matricnu notaciju

Le, Ruv]ﬁx =", "\, — R”WF”E/\. (2.34)

Ay
Kontrakcijom prvog i treceg indeksa Riemannovog tenzora krivine dobijamo
Ricci krivinu

Ric,, == R",, (2.35)

Skalarnu krivinu definiSemo sa
R = Ric", (2.36)
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i bez traga Ricci krivinu sa
1
Ric := Ric — ZRg (2.37)

Weylovu krivinu W, ,, definisemo kao dio Riemannovog tenzora krivine koji
zadovoljava uslove

Rn)\;w = R,uw{)d (238)
EMRoaw = 0, (2.39)

Ric = 0. (2.40)

Kada Hodgeova zvjezdica djeluje na Riemannov tenzor krivine, moramo iza—
brati da li djeluje na prvi ili drugi par indeksa. Tako imamo dvije razlicite
Hodgeove zvjezdice, lijevu i desnu, koje su definisane sa

* 1 Y
( R)K)\MV = 5 \% |detg|R )\uugn’)\’rc)\ (241)
* ]_ /V/
(R )m\uv = 5\/ | det g|R, \/ € - (2.42)

2.7 Paulijeve matrice u prostoru Minkowskog

U ovom dijelu predstavljamo standardni izbor Paulijevih matrica u prostoru
Minkowskog, kojeg posmatramo kao ¢etverodimenzionalnu mnogostrukost
M = R* opskrbljenu sa globalnim koordinatama (2%, z*, 2%, 23) i metrikom
Minkowskog n = diag(+1,—1,—1,—1). U ovim postavkama, Paulijeve ma-
trice J“a- su date sa

b
. 10 , 01
T = (01 %% =\ 1 0 )
s (0 ., (10
Tab T (—i 0)’ Tad =\ 0 -1 )

Kao sto je pokazano u [16], eksplicitne formule za “Paulijeve matrice drugog
reda” su

1 0 1 0 0 -1
01 _ 02 03 __
O wp — (O _1)7O-ab_(0i)7o-ab_(_1 0)7
12 o O Z 13 o —1 O 23 o —Z O
O w — ( i 0 y O ap = 0 -1 y 0 ap = 0 i .

Uoc¢imo da su Paulijeve matrice drugog reda antisimetri¢ne po tenzorskim

. . . wro v
indeksima, tj. o™, = -0 " .
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Poglavlje 3

PP-talasi sa torzijom

U ovoj glavi upoznacemo se sa pp-talasima, predstavljajuci klasiéne pp-talase
i njihova matematicka i fizicka svojstva, koje ¢emo poslije generalizovati do-
davajudi im torziju. Izlaganje gradiva u ovoj glavi uglavnom prati [16].

3.1 Klasi¢ni pp-talasi

Postoji nekoliko objasnjena za to Sta oznacava skrac¢enica “pp”. Prema Gri—
flithsu [6], “pp” je skracenica za “plane—fronted gravitational waves with
parallel rays” sto u prevodu znaci ravni gravitacioni talasi sa paralelnim
zracima, dok je objasnjenje Peresa [19] da je “pp” skracenica za “plane polari-
zed gravitational waves”, Sto u prevodu znaci ravni polarizovani gravitacions
talast, na osnovu izlaganja u [16], pokazalo netacnim.

Klasi¢éni pp-talasi su veoma poznati u generalnoj relativnosti. Otkrio ih je
Brinkmann [1I] 1923. godine, a kasnije su potvrdeni od strane Peresa i drugih
autora.

Buduc¢i da klasi¢ni pp-talasi nemaju torziju, pretpostavlja se da je prostorvri-
jeme Riemannovo (vidjeti Definiciju [1.4.1]), tj. da je konekcija Levi-Civita.

Definicija 3.1.1 PP-talas je Riemannovo prostorvrijeme koje prima nene—
staguce paralelno polje spinora.

Nenestajuce paralelno polje spinora oznacavacemo sa x = x“ i za njega ¢emo
pretpostaviti da je fiksno. Neka je

"= Uaabxa_b (3.1)
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pri ¢emu su o Paulijeve matrice. Definisimo skalarnu funkciju ¢ : M — R
sa

o(x) == /l -du. (3.2)
Ovu funkciju nazivamo faza.

Definicija 3.1.2 Za kompleksno vektorsko polje u kaZemo da je transfe—
rzalno ako je lo,u® = 0.

Definicija 3.1.3 Za kompleksno vektorsko polje v kaZemo da je ravni talas
ako je u®Vov? = 0 za proizvolino transferzalno vektorsko polje w.

Definicija 3.1.4 PP-talas je Riemannovo prostorvrijeme cija metrika moze
biti lokalno zapisana u obliku

ds® = 2dx"da?® — (dx')? — (d2?)* + f(z1, 2, 23)(d2?)? (3.3)

u nekim lokalnim koordinatama (2°, 2, 22, 23).

Metriku pp-talasa krace ¢emo zvati pp-metrika. Ova definicija je prvo koriste—
na od strane Peresa kada je predstavio pp-talase u [19]. Formula za krivinu
pp-talasa je veoma jednostavna i za pp-metriku (3.3]), tenzor krivine R je
linearan po f i ima oblik

Royw = —%(l NO)A(INO)u f (3.4)

pri cemu je (IN0)ap = la0s—pl,. Prednost ove definicije pp-talasa je u tome
Sto je data eksplicitna formula za metriku, a nedostatak je sto formula zavisi
od izbora lokalnih koordinata. Izbor lokalnih koorinata u kome pp-metrika
ima oblik nije jedinstven. Zato se ograni¢avamo na izbor koordinata za
koje je

x*=(1,0), I™=(1,0,0,0), m"=(0,1,F4,0). (3.5)
Sa takvim izborom koordinata, faza je p(z) = 23+ konstanta i funkcija
f zadovoljava jednacine

"o,f =0, m"o,f=2p (3.6)
pri ¢emu je funkcija p : M — C definisana sa
Vamg == plalg.

Pomocu ovih jednac¢ina funkciju f mozemo interpretirati kao potencijal pp-
talasa. Jednacine (3.6) odreduju gradijent funkcije f duz talasnog fronta i

25



definisu funkciju f jedinstveno do dodatka proizvoljne realne skalarne funkcije
¢. Formulu (3.4) mozemo zapisati u obliku

Rz—%(l/\V)@(l/\V)f (3.7)

pri c¢emu je [NV =1®V —V ®I. U specijalnim lokalnim koorinatama
i , formula postaje . Prednost formule je sto su i lijeva i
desna strana tenzori, pa vrijedi u bilo kojem koordinatnom sistemu.
Krivina pp-talasa ima dva ireducibilna dijela: bez traga Ricci krivinu i
Weylovu krivinu. Tenzor krivine mozemo predstaviti kao

1

RnA,uu - 5 (gnuRiCAu - g)\,uRiCm/ + g)\uRicn,u - gnuRicAp) + ch)\,uz/ (38)

pri ¢cemu W oznacava Weylovu krivinu. Ricci krivina je proporcionalna sa
[ ® I, dok je Weylova krivina linearna kombincija Re((I A m) ® (I A m)) i
Im((I Am)® (I Am)). U specijalnim lokalnim koordinatama (3.3)) i (3.5,

vrijedi

) 1
RZC/J,I/ - §(f11 + f22>lp,l1/ (39)
2
Wosw = > wi(l Ami) @ (I Amy) (3.10)
i,j=1

pri cemu su my = Re(m), mg = Im(m), fop = 0,0sf a w;; su realni skalari
definisani sa

1
wyp = Z(—fll + fa2), we = —wn

1
Wi2 = i§f127 W12 = Wa1.

3.2 Generalizirani pp-talasi

Generalizirani pp-talasi su generalizacija klasi¢nih pp-talasa na metricki ko—
mpatiblno prostorvrijeme, tj. prostorvrijeme ¢ija konekcija ne mora biti Levi-
Civita.

U klasi¢nom pp-prostoru posmatrajmo polarizovanu Maxwellovu jednacinu

xdA = +idA (3.11)

pri ¢emu je A nepoznato kompleksno vektorsko polje. Rjesenja jednacine
(3.11)) trazimo u obliku ravnih talasa. Pokazuje se da ih eksplicitno mozemo
zapisati u obliku

A= h(p)m+ k(p)l (3.12)
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pri ¢emu su [* = (1,0,0,0) i m* = (0, 1, F¢, 0) vektorska polja, a h, k : R — C
proizvoljne funkcije i ¢ faza definisana sa (3.2)).

Definicija 3.2.1 Generalizirani pp-talas je metricki kompatibilno prostorvri-
jeme sa pp-metrikom i torzijom

1
T := SRe(A ® dA) (3.13)

pri cemu je A vektorsko polje .
Kao §to je pokazano u [17], krivina generaliziranog pp-talasa je data sa
1 1 "
R=— (A {VH) @ (IA{V})] + R ((zﬂ) (IAm)® (1A m)) . (3.14)

a torzija sa

T =Re((al+bm)® (I Am)), (3.15)
pri cemu su
@ = SH(Pk(g), b= sh(P)h(e) (3.16)
U specijalnim lokalnim koordinatama i , krivina je
R = —5 (1A Derl A D)y f + pRe ((B2) (A m)at Am)y ), (317)
a torzija je
7, = sRe (M@ (2 + hH (@m)IAm)y,) . (318

Torzija generaliziranog pp-talasa moze biti zapisana i u obliku

2 2

ij=1 i=1

pri ¢emu su
1 1
tll = _t22 = §Re(b), t12 = t21 = —ilm(b), tl = QRG(G), tg = —§Im(a)

my = Re(m), my = Im(m)

a a i b su definisani sa (3.16). Odavdje vidimo da torzija ima Cetiri nezavisne
komponente razlic¢ite od nule.
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Lema 3.2.1 Torzija generaliziranog pp-talasa je cisto tenzorskcﬂ t7.
Kk _ afy __
1%, =0, 45,6177 =0.

U lokalnim koordinatama (3.3)), (3.5) Ricci krivina i Weylova krivina gene—
raliziranih pp-talasa moze biti napisana u obliku

_ 1
Ric,, = §(f11 + fao)lly, (3.20)
2
Wsw = > wi(lAmy) @ (IAmy), (3.21)
i,j=1

pri cemu sumy = Re(m), my = Im(m), fog = 0,03 f a w;; su skalari definisani
sa

1 12
wi = Z(_fll + fas + Re((h?)")), wae = —wy

1 1 "
Wi = j25]612 - ZIm((hg) ), Wiz = wa.

Prema [I7], vrijedi sljedeci teorem

Teorem 3.2.1 Generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom su
rjesenja jednacina , @

Pokazuje se da je, u specijalnim lokalnim koordinatama, Ricci krivina gene—
raliziranih pp-talasa jednaka nuli akko je f11+ fo2 = 0 a paralelna, tj. VRic =
0 akko je fi1 + foo = const. Weylova krivina je jednaka nuli akko je

fir = fo = Re (7)), fuo = £3Tm (1))
Krivina generaliziranih pp-talasa je jednaka nuli akko su istovremeno i Ricci
krivina i Weylova krivina jednaki nuli. Za datu funkciju h mozemo odabrati
funkciju f takvu da je R = 0. Funkcija f je kvadratni polinom po ! i 22 sa
koeficijentima koji ovise o 2. Time dobijamo posebnu klasu prostora, tzv.
Weitzenbockovih prostora, kod koji je R=01T # 0.

Vidjeti Dodatak A.
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Poglavlje 4

Novi eksplicitni prikaz
jednacina polja

4.1 Glavni rezultat

U ovoj glavi napisa¢emo eksplicitno jednacine polja (1.5)), (1.6) koriste¢i
sljedece pretpostavke

(¢) prostorvrijeme je metricki kompatibilno,

(77) tenzor krivine ima osobine

— KAV _
RH}\MV - Ruum)ﬁ € RH}\MV - 07
(731) skalarna krivina je nula.
Napomena: Za krivinu vrijedi antisimetrija R, , , = —R,,,,,, azbog metricke
kompatibilnosti vrijedi i osobina R, , = =R, -

Glavni rezultat ove glave je

Lema 4.1.1 Pod pretpostavkama (i) — (i), jednacine polja (1.5), (1.6) se
mogu napisatt u obliku

1
AW Ricyy, + ds (chMRz‘cﬁ” - ZQAVRZ'CWRZ'C”“) =0 (4.1)
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0 = dgVaRice, — d7VRicy,

. 1 1 )
+  dg (chH"(KMA — Ky) + §g,\HW77cng (Kénc — Kin) + §9uARlcgnK§m

: : 1 :
+gMchN77K£5n - KiAchw + §guAch,f(K”£n — K”ng))

: 1 K 1 .

. . I
+guRic'KS, — K*,, Ricy, + 3 gunRic,* (K", — K”ng))

+ b <9MWncns(K o = K50 + gV (K5 — K)
+guRic (K", — K" ) + gueRic,* (K", — K" )
gauRRic, K, = gyulRic, K, + Ricu K", = Ricn K,
+ 2010 (ang (Kgn,\ - Kg)\n) + Wnu,\g (Kﬁm - Kgm)
_Kufnwngm\ - K ggn Wnu,\n>
(4.2)
pri cemu Su
di = boia — boga + b1o,  d3 = bg11 — boa2
ds = bgia —bo11 + bio,  d7 = bg12 — boa2 + b1o

koeficigenti iz formule .
Lijeva strana jednacine (4.1)) i desna strana jednacine (4.2)) su, respektivno,
komponetne tenzora A i B formule

5S = / (2AM3gy, + 2B, 012,

pri ¢emu su dg i 61" nezavisne varijacije po metrici, odnosno po konekciji a 6.5
rezultat varijacije akcije. Jednacina je jednacina (12) iz [24] uz uslov da
je R = 0. Pri dokazu ove leme koristimo se ¢injenicom da kvadratna forma,
uz uslove (i) — (¢i7) moze biti napisana u obliku

2
gR) = ) b (S, 8™ 4 by(RUD, R )y + ..

I,m=1

2
= Z bglm(RiC(l), RZC(m)> + blO(R(lo), R(lo))YM + ...

Il,m=1
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pri cemu - - - oznacavaju izraze koji ne uticu na 6.5 kada racunamo varijaciju
uz uslove (i) — (zi2). Prema [24], uvedimo oznake

1
P = 5(722'0(1) — Ric®?),
1 1
P, = §(R¢c<1> + Ric?) = é(Ric(l) + Ric?).
U metricki kompatibilnom prostor vremenu vrijedi Ric® = —Ric(V), odakle

je P~ = Rici Py =0. Sa ovim oznakama, kvadratna forma (4.3) moze biti
napisana u obliku

qR) = b10(R(10), R(lo))YM + (bg11 — 2bg19 + bgoo ) (P—, P_)
+ 2(bg11 — bgo2) (P, Py) +.... (4.3)

Takoder, prema [23], kvadratna forma moze biti napisana u obliku
q(R) = c1(RY, RW)yp+c5(RP), R )yar +2(bgry — bgas) (P, Pi) +... (4.4)
pri ¢emu je
1
= —5(5911 — 2bg12 + bg22), ¢ = b, (4.5)
a RY su ireducibilni dijelovi krivin koji su prezentovani u [23]. U racunu
koji slijedi, koristi¢cemo se zapisom kvadratne forme (4.4)).

4.2 Varijacija po metrici

Zbog uslova (i) — (i7i), krivina ima samo dva ireducibilna dijela i to R i
R®) =W, koji se eksplicitno mogu napisati u obliku

1 . . . .
R(l)n)\/u/ = 5 (gn,uRZC)\V - g)\uRZCM/ - gm/RZC)\u + g)\VRZCn,u)
RB)/{)\;W = R/@)\m/ - R(l)m\w/'

Pri racunanju ovih varijacija, koristi¢cemo da je

(RW, R(l))YM = —2(Ric_, Ric_)

(R(3), R(3)) = (R,R)y,, — (R(l),R(l))

Y M Y M

1 Zapis ireducibilnih dijelova krivine se razlikuje ali je ekvivalentan onima koji su prezen-
tovani u Dodatku B.
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pri ¢emu je

RicM) — Ric® _ Ric— Ric®

Ric_. =

ic 5 5

. RicV) + Ric® Ric + Ric®
Ric, = 5 = 5 ]

gdje je skalarni proizvod (-, ) definisan sa (B.4). Tada je
5 / (R, RM), =~ = =26 / (Ric_, Ric_)
= —%5/(1%2’0, Ric) — %6/(1%2’0(2),5’2'0(2))
+ 5/(Ric, Ric®).

Koristedi se racunom iz Dodatka D, dobijamo da je

1 1
5 / (RV.RY),,, = =3 / (39as) <—2Rico‘l,Ric’8”+éRicwRijgaﬂ>

1 1
i / (6905) (—R™" Ricy, + Ric™ Ric,
1R. Richv 4o
—5 fticy, Ric™yg
- _2/ (0gasp) (—Ric®, Ric™ + Ric,, R
+ ER Ri nv of3
9 ZCHU 1c g .
Bududi da je

1
Ric,, R™" = W"P Ric,., + Ric® Ric’ , — 532'%3@'@“”9&5,

tada je
5 / (RW, R, =2 / WP Ric,6Gup. (4.6)
Dalje je
(R(S), R(S))YM = (R,R)y,, — (R(l)’R(l))YM
= [na (2 s L)

+ Q/W’*ﬂa”RicWégaﬁ.
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a kako je

1 N (677 1 N N v _
RF RN P = Zgo‘ﬁ)/\/”,\WWAﬁ“” + 2Ricy, WA — §chWch“ g°f
R®, BN = WE L, WA — 2Ricy, Ric
tada je
) / (R®,R®) =—2 / W Ricy, 6 ap. (4.7)

S druge strane,
1 1
5/(P7P+) = 5/(32’0, dRic) + 3 /(Rz’c, SRic?)
1 1
- 5/(6Ric)'uVR/l:C#l/ + 5/(5R7:C(2))HVRZ'C“V,

Koristedi se racunom iz Dodatka D, dobijamo da je

1

1
5 / (PP = 3 / (000s) (—2Ric“°‘Ric,f—|—iRicWRic“”gaﬁ

—  R™® Ric” + Ric"™Ric,” — %RicwRic“”gaﬁ )
= %/(égag) (=Ric™Ric,” — R*® Ric,")
jer je, zbog osobine Ry = — Ry,
Ric®,, =R\, = Reap9™ = —Roun 9™ = R, = —Ric .
Bududi da je
R Ric,” = W= Ric,” + Ric™ Ric®, — %RicwRic’“‘”gaﬁ ,

dobijamo da je

i [y -
1
1 / (4RicmRic,f + 2W % Ric,., — Rz’cWRic“”gaﬁ) 0Gap-
(4.8)
Kombinujuéi formule (4.4)), (4.5), (4.6]) - (4.8) i preimenovanjem nekih

indeksa, dobijamo jednacinu polja

1
AWM Ricy,, + dy (Rz'cMRz'c; - ZgA”RicwRic““) =0 (49
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pri ¢emu je
dy = bg12 — bgaa + big, ds = bg11 — bg2a. (4.10)

Jednacina (4.1)) je identi¢na jednacini u Riemannovom slucaju koja je dobi-
jena u [24], koristeé¢i uslov da je skalarna krivina jednaka nuli.

4.3 Varijacija po konekciji

Varijacije [(RY), RU))y), su ranije izracunate u Sekciji 4 u [23], gdje je
pokazano da je

SRRy =1 [ (GrauRO)0T),) (4.11)

pri ¢emu je

(5YMR)# =

\/mle_tg' 0, +1[T,, -] <\/| det g RW)

Yang-Millsova divergencija.

_ O] dety|

Koristeéi jednakost {F}iy = Dldetg|’ dobijamo
etg

(5/(R(1),R(1))YM — 4/(5YMR(1))M(5F)M —
A pv

= 4/(5FKM)\) (aVR(l))\an + {F}'E&/R(l) K

Bududi da je

A pv

v, RO = 9,RY

K

A uv v A pv A nv A
LA, RO, RO e g7 Wy RS

K

tada je

(5/(R(1),R(1))YM _ 4/(5FKW\)[V,}R(1)>\ p F“W]R@))\ nv

K K

K

= T, RO (D) RO

A pv

— 4 / I M RO ™

vn K

A pv A pv
_FféuR(l) nu + {F}gfyR(l) nu ]
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Koristeéi jednakost I' = {I'} + K, dobijamo

6/(R<1),R“))YM - 4/(6F“NA) v, RON e R0 ph m oy RO ]

v V]

- 4/(6FHH>\> _vl/R(l))\n,u -I R(l))\nny - KE{VR(I))\H,U,

pvn

1

| nv
= 4/(5FAM ) _VVR(l)m/\u -I R(l)/ﬁ)\ - Kggz/R(l)m)\u
Kako je
1 . : : .
R(l)ﬁ)\uu = § (gK/J,RZC)\I/ - g)\uchm/ - gm/RZC)\;L + g)\I/RZCn,u)
i bududi da je prostorvrijeme metricki kompatibilno, dobijamo

) / (RY RW)yyy = 2 / (OTM%) [V aRicy, — Vo Ricy, + guuVeRic,®

— g VeRic,t + Ric," (K, — K,»,)
+ Ric,"(K, — Kppe) + g K5, Ric,”

— K" Ric,, + K%, Ric,, — g, K*, Ric,"]. (4.12)

Odredimo varijaciju § [(R®), R®)y

5/(3(3)73(3))”4 — 4/(5YMR(3))AL(5F>#
= 4/(5FK#A) <a R /\nwj + {F}Efu /\nwj
+ T, RO T, ROV

Kako je

)\uu A pv

vV, RO M — 9,R®

. +1, RO P RO e RO pe RO M

tada je
5/(R(3)7R(3))YM _ 4/(5FKM>\)[V R(3)/\ 224 FMV R(?,))\Rnu

= T RO (DY RO

K

B 4/(5FH )[V R /\ . - FMVWR(g))\HnV

A pv A pv
T, RO +{r}2VR<3> ")

K K
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Preimenovanjem indeksa i koriste¢i jednakost I' = {I'} + K, dobijamo

)\ v % A pv]
) / (R®, R®)yy = 4 / (67" ) v ROT —1v, ROV — K RO

v V]

= 4/(5FH“A> -VVR(?)))\H'LL -I R(3)>\nny - Kg{yR(s))\n,u

pvn
A
A

e v nv
= 4/(6FAM ) _VVR(?))/@/\;; - FuunR(g)n)\ - Kgﬁz/R(g)fi)\

Lema 4.3.1 Ako je {I'} Christoffelov simbol druge vrste i W Weylov tenzor,
tada je
{F}yunwf{)\yn =0.

Dokaz. Zbog simetri¢nosti Christoffelovog simbola druge vrste i antisimetri¢nosti
Weylovog tenzora, dobijamo

{F};u/nwﬁ)\ {]‘—‘};u/nw "= _{F}Mnuw "
= _{F}#ynwﬁ =-S5

odakle je S = 0.
Na osnovu Leme i jednakosti I' = {I'} + K, dobijamo

6/<R(3);R(3))YM _
—4 / 1Y) VW, = (T + o) War™ = K, W]

=4 /(5F)\W{> VVWR)\MV - K,anWm)\nV - {F}uunw " Kﬁglxwf{)\uy}

= 4/(61“““’”) VoWa” = KW — KiVWMu”] : (4.13)
Odredimo varijaciju 0 [(P-, P;). Koristeéi racun iz Dodatka D, dobijamo

) / (P_,P,) = % / (Ric, 6 Ric) + % / (Ric, 0Ric?)
- / (5FW)% (=VaRice, + g VeRic,t + K, Ric,"
— g%, Ric, + K"\ Ric,, — K, Rz'c,;?)
% (-vﬁchM + gopVeRic,E — Vg ERicy,
+ Ve, Ric,® — K, Ric," + K%, Ric,,

K, Ric," — g, K 577ch/\"> .
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Ukoliko iskoristimo da je nase prostorvrijeme metricki kompatibilno, dobi-
jamo

1
§ / (P_,P,) = -3 / (OTM")[VARic., + Vi Ricy, — gunVeRic,
gﬁuvaiC)\E + RiC,ﬁ(KMn/\ - Ku/\n) + RiCAn(Kunm - Kumy)
+ K% (guRic,” + gu.Ric\") — K%, Ric,, — K%, Ric,,].

(4.14)

Kombinujuéi formule (4.4)), (4.5), (4.12)—(4.14)), dobijamo ekplicitni prikaz
jednacine (4.2):

0 = d (VARZ'C,W — gV Ric," + Rie, (K — Kpng) + gun K%, Ric,

~ K, Ric,,,

— (V,.;Ricw — GV Ric," + Ricy (K — Kpy) + 9K, Ric,”
K, Ric,,

+ 2b (vnW"W — KW+ K%W"Mm) (4.15)

pri cemu je
/ 4
dg = bo12 — bo11, d7 = bg12 — boaa.

Iskoristimo sada Bianchijev identitet za krivinu
(af + [F§7 '])RMV + (al/ + [FV? .])Rgu + (8ﬂ + [FM? '])Rug = 07 (416)
pri ¢emu smo sakrili dva indeksa koriste¢i matricnu notaciju

[va R;w]l{/\ = Fﬁgan - anwrnf)\‘

Apv
Koristeéi pretpostavke (i) — (ii7) i kontrakcijom indeksa, dobijamd?]

VeRicy, — V, Ricye
+oxeVuRic, — gV Ricle + Rick ) (9re K" — g K" ue)
+Rick e (Kyun — Kun) + Rict, (Kuex — Kepn)
HRicn (K ey — KFye) + Ricag (K" — K*y)
+2 (VW e + WHien (K — K') + Wy (K" e — K',)) = 0.
(4.17)

27a detaljan ra¢un pogledati Dodatak C.
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Sa jos jednom kontrakcijom indeksa, dobijamo

: 1. 1. 1
V,Ric", = —§RZCW5K5W — §chfK(K’7&7 - K",)— §W"<H§(Kf,7< — K%,)
. 1. 1. 1
V,Ric"y = —532077511(577A — §chﬂ(K”@7 ~K".) - 51/\/’?%4}(&7C — K%,).

(4.18)

Uvrstavanjem (4.18]) u (4.17), dobijamo

VnWWuM = anﬁ(Kgn/\ - Kﬁ/\n) + Wnu/\E(Kgmv - Kﬁnn)

1
+ Z(ng - Kfn()(gukwncﬁf - glmwn{/\g)

1
+ 5 [V)\RZ'C‘LM — VRRiCHA + RZ'C”H(KW)\H — KM];L)
RZ'CWA(KHWL — me) + RZ.C#A(KWWQ — Kn,.m)
. 1.
Ricy (K" — K"0)] + ZRZCWE(QMAKEW - glngn/\)

1 ) .
+ Z<Knn§ — Kngn)(gﬂ,\chgn — gueRict)).

(4.19)

Formule (£.18) i (4.19) omogucavaju nam da iz formule ([4.15) isklju¢imo

izraze V, Ric,", V, Ric," 1 V,W" . ¢ime dobijamo jednacinu E[)

4.4 Diskusija

U ovom dijelu pokaza¢emo da generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci
krivinom zadovoljavaju jednacine polja (4.1)) i (4.2)), te ponuditi jednu konje—
kturu vezanu za novu klasu rjesenja kvadratne metricki afine gravitacije.

Lema 4.4.1 Generalizirani pp-talasi sa paralelnom Ricci krivinom zadovo—

ljavaju jednacine polja 7 .

Dokaz. Lemu dokazujemo direktnom zamjenom formula za torziju (kontorzi—
ju), Ricci krivinu i Weylovu krivinu generaliziranih pp-talasa u jednacine
(4.1) i . Kako je torzija generaliziranih pp-talasa sa paralelnom Ricci
krivinom ¢isto torzijska, tada je veza izmedu torzije i kontorzije data sa
Ty = K, 1izrazi koji sadrze K /\/\u su jednaki nuli. Budud¢i da posmatrani
generalizirani pp-talasi imaju paralelnu Ricci krivinu, tada izrazi koji sadrze
V Ric u jednacini nestaju. Na osnovu rezultata iz Sekcije 3.2, torzija,
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Ricci krivina i Weylova krivina generaliziranih pp-talasa mogu biti zapisani
u obliku

T = Ztmmz (I Amy) +Ztl® (I Amy) (4.20)
t,j=1 i=1
2
1,7=1

Ric = sl®l (4.22)

pri cemu su t;;, t;, s, w;; realne konstante koje zadovoljavaju uslove
tij = tji, Wi = wj;, T +lee = wig + wee =0,

i gdje su vektori [ i m su definisani u Sekciji 3.1, a m; = Re(m) i ma = Im(m).
Primjetimo da realni vektori [, my, my zadovoljavaju uslove

L-l=1-m=1l-my=mq-my=0, mq-mqy=mg-mg=—1.

Svi izrazi koji sadrze Ricci krivinu u jednacinama , su jednaki
nuli jer se u njima vrsi kontrakcija po indeksu Ricci krivine, koja je oblika
(4.22), pri ¢emu je vektor [ ortogonalan na sve vektore koji se pojavljuju u
formulama i . Ukoliko posmatramo izraze u kojima se mnozi
Weylova krivina i torzija, izrazi u kojima se kontrakcija vrsi po tri indeksa
su jednaki nuli, jer zbog formule - ) barem jedna kontrakcua se odnosi
na vektor [. To se isto odnosi i na izraze koji sadrze WE T, edje je
kontrakcija po dva indeksa, jer zbog formule (4.21] - barem Jedna kontrakcija
se odnosi na vektor [. Ostalo je jo§ da pokazemo da je

ang(K _K,\n)"‘ww\g( _Kg k) =0
tj.

Wn;ui{ (T - T)\én) +W u/\f( - Tﬂgli) = 0. (423)
Tenzor na lijevoj strani jednakosti (4.23)) je proporcionalan sa l\l,l;. U speci-

jalnim lokalnim koordinatama, ovo moiemo zapisati u obliku
W' (T8 =TS LRe(d LRe(d Tm(b Lulil
,mg( /\n) ) e( )f11+§ e(b) foo +Im(b) fr2 | Lulily,

pri ¢emu je b = 1h/(p)h(yp). Bududi da je lijeva strana jednakosti (4.23)
antisimetrican tenzor po indeksima x i A, tada je jednaka nuli.
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4.4.1 Usporedba sa Singhovim radom

U eventualnom posmatranju i pronalasku novih rjesenja kvadratne metricki—
afine gravitacije, od posebnog nam je interesa rad Singha [2I]. U [2I] Singh
prezentira rjesenja vakuumskih jednacina polja koja imaju cisto aksijalnu
torziju (vidi Dodatak [A| za ireducibilne dijelove torzije). Ona ¢ine klasu
rjeSenja koja se ne mogu dobiti ansatzom dvostruke dualnosti koristene od
strane Mielkea, Hehla i Baeklera na primjer. U stvari, Singh koristi ‘tehniku
koeficijenata spina’ iz prethodnog rada sa Griffithsom u konstrukciji svojih
rjesenja.

Treba napomenuti da u svom radu Singh nije operirao sa postavkom
najgeneralnije ¢isto kvadratne forme sa 16 ¢lanova i rjeSenja su dobijena za
Yang-Millsov slucaj (1.7). Za razliku od ranije dobijenih rjesenja sa Gri-
flithsom, {Ric} se ne podrazumjeva da je nula. Ocito je da se ta rjesenja
razlikuju od onih prezentovanih u ovoj disertaciji, jer je naSa torzija cisto
tenzorska. Prije svega nas interesuje istinitost slijedeceg:

Konjektura 4.4.1 Postoje cisto aksijalni torzigski talasi koji su rjesenja
jednacina (1.5), (1.6).

S obzirom na istinitost prosirenja ranijih ¢isto tenzorskih torzijskih rezu-—
Itata iz rada Singha sa Griffithsom na opci slucaj, ocekujemo da u skoroj
budué¢nosti pronademo c¢isto aksijalne torzijske talase koji su rjeSenja naseg
problema.

Treba napomenuti da su eksplicitne forme jednacina prezentovane u Se—
kciji 4.1 uradene bez ikakve pretpostavke o strukturi torzije. Stoga bi se,
pod pretpostavkom ¢isto aksijalne torzije, jednacine (4.1) i (4.2) znacajno
pojednostavile, vidi takoder Dodatak A za viSe informacija.

Stoga se usudujemo predloziti novu generalizaciju pp-talasa na slijedeci
nacin:

Konjektura 4.4.2 Postoji klasa prostorvremena sa pp-metrikom i ekpli—
citno datom ¢isto aksijalnom torzijom koja su rjesenja jednacina (1.5), (1.6).

Nasa nada je da u bliskoj buduénosti zavrsimo rad zapocet u ovoj dise—
rtaciji dokazom ovih dvaju konjektura, Sto je veoma vjerovatno s obzirom
na dosadasnji rad iz ove oblasti (vidi na primjer [17]), te da pokusamo dati
fizikalnu interpretaciju ovih novih rjesenja poredenjem sa postojeé¢im Rie-
mannovim rjeSenjima, Sto bi predstavljalo naucni dopinos od velikog znacaja
u alternativnim teorijama gravitacije.
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Dodatak A

Ireducibilni dijelovi torzije

U ovom dijelu rada, koriste¢i holonomi¢nu notaciju, predstavi¢emo ireducibi—
Ine dijelove torzije, uglavnom vodedi se izlaganjem u doktorskom radu [16].
Ireducibilni dijelovi torzije su

7™ = 7-7® _T76 (A1)
T(Q)/\;UJ = g/\,LLUZ/ - g)\uvu <A2>
T® = sw (A.3)
pri ¢emu su
1 1
v, = gTA/\V, w, = 6\/ | det g|T”>‘“5MW. (A.4)

Dijelovi 7MW, T® i T®) se nazivaju redom tenzorska torzija, trag torzija i
aksijalna torzija.
Djelovanje Hodgeove zvjezdice na torziju definiS§emo sa

1 1
(T )\ = 5V | det g|Ty,, " - (A.5)

Hodgeova zvjezdica preslikava tenzorsku torziju u tenzorsku torziju, trag
torziju u aksijalnu torziju i aksijalnu torziju u trag torziju:

(+T)D = «(TW), (A.6)
<*T)(2))\/1,1/ = g)\/.twl/ - g/\l/w/.u (A?)
+T)® = —xu. (A.8)

Hodgeova zvjezdica koja se pojavljuje u formulama (A.3) i (A.8]) je sta—
ndardna Hodgeova zvjezdica i razlikuje se od Hodgeove zvjezdice definisane
sa (A.5). Ova dekomporzicija torzije vrijedi ako je torzija realna a metrika
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Lorentzova. Ukoliko je torzija kompleksna ili ako je det g > 0, tada se po—
tprostor tenzorske torzije dalje rastavlja na svojstvene prostore Hodgeove
zvjezdice.

Uvrstavajuéi formule (A.1))-(A.3) u formulu za kontorziju
1
A A A A
K/W - §(TW +Tu y 1, u)
i formule

T)\V — K)\w/ _K/\

2 v

u formulu (A.4)), dobijamo ireducibilne dijelove kontorzije

KO — g _K® _ gg®

K(Q))\;u/ = 9V — GupUx
1
K® — =
5 * w

pri ¢emu su
1 1 .
vy, = gK’\/\V, wy = 5/ | det g| K ’\“55/\W.

Ireducibilni dijelovi torzije i kontorzije povezani su relacijama

7 - K(i))\nw
2K ®)

i=1,2,

KAL®
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Dodatak B

Ireducibilni dijelovi krivine

Neka je z € M. Sa R oznacavamo 96-dimenzionalni vektorski prostor realnih

tenzora R", , koji zadovoljavaju uslov

R%,,, = —R" (B.1)

Apv vt

Neka je g Lorentzova metrika u tacki x € M i O(1,3) odgovarajuca Lore—
ntzova grupa. Kao sto je pokazano u [7], vektorski prostor R se moze napisati
kao direktna suma 11 potprostora koji su invarijantni i ireducibilni pod akci—
jom O(1, 3). Potprostori vektorskog prostora R su:

1. dva potprostora dimenzije jedan koje oznac¢avamo sa R i RS}),

2. tri potprostora dimenzije Sest koje oznacavamo sa RO, (1=1,2,3),
3. Getiri potprostora dimenzije devet koje ozna¢avamo sa ROV i RO

(l=1,2),

4. jedan potprostor dimenzije deset kojeg ozna¢avamo sa R0 i
5. jedan potprostor dimenzije trideset kojeg oznac¢avamo sa R(9).

Za dva potprostora kazemo da su izomorfna ako postoji linearna bijekcija
izmedu njih koja komutira sa akcijom O(1,3). Postoje tri grupe izomorfnih
potprostora a to su

{ROD =123}, {R®Y 1=1,2}, {R®D =12} (B.2)

Eksplicitni prikaz ireducibilnih dijelova ¢ija je dimenzija manja od 10 je dat
sa:
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1. tenzor krivine potprostora R(M je dat sa

RK}\,U,I/ = al(gn,ug)\u - gnyg)\“)R,

2. tenzor krivine potprostora RrY je dat sa
R*n)\/w = a; (gﬁ,ugAV - g/ﬂ/g)\u)Rw

3. tenzor krivine potprostora R je dat sa

O]

RRA;W = aﬁll(gHMA(l)/\u - gHVA(l))\,u) + a6l2(g>\lt"4(l)m/ - g/\VA ﬁu)

+a6l395)\-’4(l)#m

4. tenzor krivine potprostora R®Y je dat sa

5. tenzor krivine potprostora R je dat sa
x ! ! x l !
Rri)\;w = a9l1 (gffusi ))\V - gm/SyE ))\u) + a9[2 (gAM‘S:E )m/ - g)\VS>E )n,u)’

pri ¢emu su R i R, proizvoljni skalari, A® proizvoljni antisimetri¢ni te—
nzori drugog reda i S(l),Sil) proizvoljni simetri¢ni bez traga tenzori drugog
reda, konstante a su fiksne realne konstante pri ¢emu ay, aj, det(aﬁlm)imzl,
det(agim )7 e 1 det(ag,, )7 -, nisu nula.

Prakti¢no je izabrati

5 _1 _1
12 12 6
1
= qf = L 5 _1
ay = ay = Ea (aﬁlm) - T 12 12 6 )
-1 _1 1
12 12 3
1
. 8 8
(@) = @) = |
8 8
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Tada, veli¢ine R, R, A, SO S , pomocu tenzora krivine, mozemo iskazati
sljede¢im jednostavnim formulama

R :=R™,,

- (1) ._ Dk - (2) L K
Ric v = R L Ric o = Ru v
1
Rict) .= RicV) — ZRQ’ Ric® .= Ric® + Rg,
Ricl)  + RicV, Ricl)  — Ricl),
SO, = s Lo A0 = . Lo (1=1,2)
3 o K
A( )ul/ =R KUy
i
*\ KA
Ry = (R ) s
RictV) ' (R*)“HW, Ric?) - (R*)u”m/,
1
Ric := RicV — ZR*g, Ric? .= Ricl? + 472*9,
RicV)  + RicWH ch*l) — ch*l)
ngl w e Qv : 7 Ag)w — pv 5 l/M) (l _ 1,2)
(B) . (p*)E
A* 72 (R ) Rpv*

Primijetimo da msmo koristili tenzore A" buduéi da tenzori .A(l) 1 AY zavisni
jer su tenzori AY linearna kombinacija Hodgeovih duala od AD , 1 obrnuto.
Potprostor R('9) je potprostor za koji vrijede jednakosti (svi moguéi tragovi
su nula)

R, = (R7)" =0, R* =0, (B.3)

KUy

Ay O’ }%,u,’i (R*)u %
1 za koji jos vrijedi R, , = —R,, .-
Potprostor R je potprostor za koji vrijedi (B.3) i osobina R = Ry

Prostor R mozemo napisati kao direktnu sumu jedanaest potprostora
R = Rl)@R(l)@ R(6l R(9[ @ Rgl)@R(lo ®R30)

Sto znaci da svaki element R € R na jedinstven nacin mozemo napisati u
obliku

3 2 2

R=RW+ RO+ ROD 43" RO 43" ROH 4 RUO 4 REO),

=1 1=1 1=1
pri ¢emu je ireducibilni dio R iz odgovarajuceg potprostora. Potprostore
RW, Rﬁl), R0 RGY pnazivamo jednostavnim jer nisu izomorfni niti jednom
drugom potprostoru. Prema tome , i ireducibilne dijelove R™, RS}), RO9)
RGY takoder nazivamo jednostavnim.
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Kvadratne forme na krivini
Skalarni proizvod tenzora drugog reda definisemo sa

(K,L):= K, L" (B.4)
i Yang-Millsov skalarni proizvod tenzora krivine sa

(R, Q)ym := R",,, Q1" (B.5)

Lema B.0.2 Neka je ¢ : R — R O(1,3) invarijantna kvadratna forma na
krivine. Tada je

3 2
g(R) = BR*+HRI+ D bom (AV, A™) + > boy, (SV,8)

I,m=1 I,m=1

2
+ Z Dgm (8P, 8) + b1g (BRI, RUV)ypp + by (REY, RED)y

l,m=1

(B.6)
pri cemu su by, b7, beim = bemi, boim = bomi, by, = 05, D10 @ bso Tealne
konstante, a R, R., AO, SO SO RO ; REY gefinisani u prethodnoj
sekcigi.

Dokaz ove leme se moze naéi u [16].
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Dodatak C

Bianchijev identitet za tenzor
krivine

Koristi¢emo sljedec¢e pretpostavke
(¢) prostorvrijeme je metricki kompatibilno.

(77) tenzor krivine ima osobine

— RApY _
Rn)\/u/ - RMVH)\’ € RH)\}U/ - 07
(7i) skalarna krivina je nula.
Napomena: Za krivinu vrijedi antisimetrija R, , = —R,,,,, a zbog metri-

cke kompatibilnosti vrijedi i osobina R, , = —R,, -
Pratedi izlaganje u [16], uz koristenje prethodnih uslova, tenzor krivine moze—
mo zapisati u obliku

1 . . . .
Ry = §(g,szc,\V — g Ricy, + g Rick, — g Ricy,) + Wi (C.1)

Bianchijev identitet za tenzor krivine glasi
(O + [T, DR, + (00 + [T, D) Ry + (9 + [T ) Re = 0 (C.2)
pri cemu smo sakrili dva indeksa koriste¢i matri¢nu notaciju

Le, RW]“/\ =17, R"\,., — R”WVF”SA.

Ay

Uvrstavajudi (C.1) u (C.2)), uz uslove (i) — (4i7) Bianchijev identitet postaje
1 . - K - K K . K
O¢ 5(5”#}22%, — gauRic", + g Ric™, — 0%, Ricy,) + Wi
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2

1 - K - K K N K
+0, {5((5 vRicxe — g Ric"e + gae Ric”®, — 6%¢Ricy,) + W ,\,,5}
(5175Ri0)\“ g)\gRZC ut g)\uRZCng — " RZC}{ + W )\§H:|
(0"eRicy, — gpeRic”, + gpuRic®e — 0" Ricye) + ]

(0", Ricy, — g Ric", + g, Ric", — 0", Ricy,) + W /\uv}

1
—I"¢y 5(5””“]%@0,71, GnuRic”, + g Ric", — 0%, Ricy,) —|—W"‘W}
1
+F |:§(5 RlC)\g gAVRiCng + g/\gRiCnV — (SngRZ'C)\ —+ Wn/\yfj|
n |Lise po
=1\ 5((5 vRicye — g Ric"e + gpe Ric”, — 0" ¢ Ricy,) +

= %[(SHM(VgRiC)\,, + 1", Ricy,) + gAu(—VgRic”,, — I, Ric”,)
+9x (VeRic”, + "¢, Ric™,) + 0%, (—=V¢Ricy, — ¢, Ricy,)
+0"¢(V,Ricy, + 1", Ricy,) + 6", (=V,Ricxe — ' ¢ Ricy,
+ (Vo Ric™e + T e Ric”,) + g)\g( V., Ric®, —I',, Ric",)
+0",(V Ricye + I e Ricy,) + 6% (—=V  Ricy, — I, Ricy,)
+ore(VRic", + 17, Ric”™,) + gy (= V,Ric®e — T e Ric™,)
+1%,, (8" Ricy, — 0" Ricae) + Toa(gne Ric”,, — gy Ric™e)
+1"¢, (07, Ricy, — 0", Ricy,) + IMex(gnuRic”, — gn Ric™,)
+I% (07, Ricye — 6"¢ Ricyy) + I (g Ric”e — gye Ric™,)]
FOW N + O W s + 0V e + T Wiy
_an\wmnéﬁ + IW&IW”,\W - Fn&/\WHWV + lemwn/\% - an\wnnuf =0.

Posmatrajmo dio koji sadrzi Weylovu krivinu W
OW v + O W e + OV ave + T oW e
_ankwﬁnéu + Fn&nwnmv - FHSAWHWV + Fﬂlmwn)\% - FW/MWHWS'
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Kontrakcijom indeksa & i p, i koriste¢i definiciju kovarijanog izvoda Weylovog
tenzora, uz kontrakciju,

VWi = O W e + T W hive = TioW e = T WHge — T Wy
dobijamo da je taj dio jednak

VW el oW hen + THeagW i + T WHige + T eWHun

= VuWhe + T WHiien + DWW + T WHige + T e Wy
= VW e + WHien (T = T) + W (T e = T¢)

=V Wie + WHoen (K — Kw) + W (K7 e — K').

Ako i u dijelu
0" (VeRicy,) + grau(—VeRic"™,) + g (VeRic®,) + 6", (=VeRicy,)
+(5”5(V,,Ric)\#) + 6“u(—V,,Rz’cA5) + gM(Vl,Ric”g) + g)\g(—vyRiCH#)
+0",(V,Ricye) + 0% (=V  Ricy,) + gre(V,Ric”,) + gy (=V , Ric”)
izvrsimo kontrakciju izmedu indexa x i u, dobijamo
4V§Ri0)\y - VgRiC}W — V§RZ'C)\,, + VZ,RZ'CAS - 4VZ,RZ'C>\5 + VVRZ'C){
+VVRiC>\§ — V§Ric>\y + g)\gvuRZ.CHV — g,\l,VHRic”“g
= VgRiC}W - VVRZ'CAE + g)\gvuRiCHV — g)\yvuRiCug.
Ostatak identiteta je

1
5[5KH<FW£VRZ'C)\7] — Fnng’iC)\n) + g,\H(F”,,fRic“n — anyRiCKn)

+ga (IMe, Ric™,, — T e Ric™,) + 0%, (I je Ricn, — I'¢, Ricy,)

+0" (I, Ricy, — ' Ricyy) + gae(I 0 Ric™,, — T, Ric”,)
+Ricn, (e = Mey) + Ricag(T — T) + Ric™u(Teox — Tuea)
+Ric"e(Lopn — Duva) + Ricxy (e — Te) + Ric”™, (Fuex — Tepn)].

Kontrakcijom indeksa « i p i regrupisanjem clanova, dobijamo:
1 . . .
5 [4Rien (K — K've) + Ricxy(K've — K%) + ga Ricky(Kgu — K'ye)

+Ricy(K"e — K"¢)) + Ricag(K"e — K'e,)) + gae Rick (K", — K",,)
+RiC,\M(KMV$ — Kugl,) + RiC)\g(Kulw — Kuyu) -+ RZ‘C’HM(K@/)\ — Kl,g)\)
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FRI e (Kyun — Kyn) + Riex, (K gy — K e) + Ric, (Kpuex — K )]
1., . .
= §[RZC>\77<K77£V — K"¢) + ga Ricy (K¢ — K" ¢) + gag Ric!y (K", — K'y,)
+Ricy,(K"e — K"¢,) + Ric"¢(Kyux — Kun) + Ric", (Kuex — Keun)
+RZ'C>\V<K#5# — Kuug) + R?:C)\g(K“W, — K‘ul,uﬂ
1 . )
= 5[9,\,,]%20“,7([(’75# — K"¢) + gae Ricky (K" — K"y)
+RZ'CM§(KVM)\ — KIW/\) + R’L'CMV(KM@\ — Kflt)\)
+RZ'C)\V(KH§M — K‘M#E) + Rl'C)\g(K‘u/W — K‘uyu)].
Sada Bjankijev identitet ima oblik
1
§[V§Ri6)\y — VVR’L'C)@ + g)\gvuRZ'CMV — g,\VVMRic"S
+onRict, (K", — K" ¢) + gre Rict (K", — K",,,)
—FR’L'Cug(KV“,\ - K/W,\) -+ R’L'Cu,,(KH@\ — K&N>\>
+RZ'C>\1,(K”§# — Kuﬂg) + RZ'C)\g(K‘u“,, — K‘MWL)]
+VMW“,\1,§ + Wux\ﬁn(Knvu - K”W) + Wukvn(Knuf - Kn{u) =0

a kako je
Rict, K", = Ric', K", =0

tada je
1 ) ) ) .
§[V§chw — VL Ricxe + gV, Rict, — g\, V, Ricle

+Ric ) (gre K" — g K ue)
+Rick e (Kyun — Kpua) + Ric, (Kpuex — Ken)
+R7:C>\V(K“§M — Kﬂug) + RiC}f(K”HV — Kuyu)]

TV WV e + Wi (K — K'w) + Wy (K" — K'¢,) = 0. (C.3)

Kontrakcijom indeksa A i &, dobijamo
1
é[vgmc& — V,R+ 4V, Ric*, — V,Ric", + Ric",(4K",, — K" ,,,)

_RiCME(KsuV - KEVM) + Ricuu(Kfﬂg - Kﬁgu)
+Ric* (K", — K" ) + Ric* (K", — K", )]
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+WHSW7(K”;L£ — K") = 0.
Dakle

2V, Ric", + Ric*, K", + Ric* (K", — K" ,.) + W, (K" e — K"¢,) = 0

pa je
: 1. 1. 1o

V,Ric", = —§ch"nK”W - §RZC£V(KM£H - K") - §W“ o (Ko — K'0)
: L. 1. IS

ViRt = — S Ricky Ky — §Rlcﬂg(Kuﬁu = K5) = oW e (Ko — Kay)

Uvrstavanjem ovih jednakosti u , dobijamo
1 . . 1. L.
§[V§ch,\l, — V, Ricye + 9/\6(_§RZC“77K77W — §chny(K"W - K", )—
o 1. L. 3
§W“ o (Ko — K"4,)) — g,\y(—ich“nKnug - ich (K, — K" )
WG (K = 7)) Ricy (036K~ g2 K
+Rict e (Kyun — Kun) + Rict, (Kuex — Kepn)
+Ricy, (K", — K" ) + Ricse(K",, — K",
+V, Wie + Wiy (K — K1) + W (K7 — K,) = 0

odnosno
1 : - Lo n n C n n
§[VgRZC>\V—VVRZC)\E+§RZC (K e— e K70 )+ Ric ) (gae K7 i — g0 K )

1 ) 1 )
—ig,\gR@c"V(K“W -K",)+ Eg,\,,chﬂg(K“ﬂ# — K“uﬁ)

"‘RZC“&(KWM — K/W)\) + RiCuV(KugA — KE,U)\)
+RZ'C>\V<K”§# — Kuﬂg) + RZ'C)\g(K“W, — K‘uy#ﬂ
1 [t n n 1 o n n
ANV Ky = K) = 200 Wy (Ko = )
VYV Wiwe + Wiy (K — K1) + W (K7 — K,) = 0
odakle je

VW e = WHien (K" — K) + Wy (K — K j¢)
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1 o (07
+Z(Knau — K"00) (g WH ey — gae V")

1
+§[V,,R7;C)\§ - VgRiC}W + RZ'C‘ug(K/W)\ — Kl,u)\) + RZ'CMZ,(K@M — K#@\)
"’Ric/\u(Kuué - Kufu) + RicAé(Kuw - Kuuu)

1.
+§Rwun(9/\uK7]u€ — geK")

1 . )
+§(K“w7 — K"W)(g,\,,ch"E — gaegRic")].

Preimenovanjem nekih indeksa dobijamo jednakost

VanuM = Wnunf(KgnA - Kf/\n) + WnuAS(Kgfm - Kﬁnn)

1
+ Z<K Son = Ko (W ne — GunW™¢)

1 } )
+ 3 [VaRicy, — Vi Ricy\ + Ric" (Ko — Kagp)

Ric"\(Kpp — Ky) + Ricun (K — K'p)

. 1.

+ RZC“H(KWMI — Knn)\)] + ZRlcnﬁ(gHAKgT]'f — g#ﬂKng)\)

1 ) .
+ Z(K”775 - K”@)(g,Mchg,i — gueRict)).

(C.4)

koja je identi¢na jednakosti (4.19)).
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Dodatak D

Varijacije nekih kvadratnih
formi

U ovom dijelu detaljno ¢emo izracunati varijacije nekih kvadratnih formi
kojima smo se koristili u ovom radu, prateéi izlaganje u [16]. Pri tome ¢emo
koristiti sljedeéu propoziciju:

Propozicija D.0.1 Neka je (M,g) (ne) Riemannova mnogostrukost. Pri
Varijaciji Gy — Guu + 0Guw, vrijedi

(i) 6g" = —g"" g™ g,

(i1) o0 det g = det g,,9"" 0,
(iid) 0+/]det g,u| = %\/ | det gy |9" 0y
D.1 Varijacija od [R

D.1.1 Varijacija po metrici

Pomo¢i ove varijacije dobijamo Einsteinovu vakuumsku jednac¢inu. Buduci

da je R = R"™,_, tada je

5 [R = 5 [ R Idetg] =5 [ Rey g Tdet]
= / 5 (R"Wg”\/m> = / R",.,.0 (gk“\/ldet 9|>
= / R*\0 <—9Aagﬁ“5gaﬁm +g“‘% |detg|g“559aﬁ>
- / (0gas) (—R”nggﬁ“r%f?”wg” |det9|g“ﬂ>-
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Odavdje je

1 1
5/R = /(5ga5) (—Rm,f + 5739‘15) = /(5ga5) (—Ricaﬁ + iRgaﬁ) )

Prema tome, Einsteinova vakuumska jednac¢ina ima oblik

1
Ric®*® — éngaﬁ = 0. (D.1)

D.2 Varijacija od [ R"),, R/

D.2.1 Varijacija po metrici

Varijacijom po metrici ove kvadratne forme dobijamo komplementarnu Yang—
Millsovu jednacinu za afinu konekciju. Imamo

[ (o )
R (T
+ ¢ 5g" /| det g| + g ¢"' 6+/] det g\) :

Koristeéi Propoziciju dobijamo
5/R5AMVR/\HMV _ /(59046)RH>\WR/\W'V/ (_guagﬁwgyy’ . gyozgﬂy’guu/
1 ! !
+ 5 guu gW gaﬂ)
= [(0gus) (RETR + RE TR
1 afl pk A pv
- 59 R )\/M/R K
- = /(59045) (RH)\,U,O(RA/%M[} + RK)\MQRAHMﬁ
1 af pk A pv
- 59 R )\/J,Z/R K
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odakle dobijamo

K v K « 1 Q, K v
5/R )\,u,l/RAn‘u =2 /(6904,3) (R Al R)\nuﬁ - Z‘:g ﬂR )\W/R)\nu ) (D2)
pa komplementarna Yang-Millsova jednac¢ina ima oblik

1
K apA b af pk
RSB — 2™ 'R

Uvodeéi oznake H = H,” = R*, R**’ i 6 = ¢,7 jednacinu (D.3) mozemo
zapisati u obliku

A pro_
R =

o

. (D.3)

Apv

H—i@HﬁzQ (D.4)

D.2.2 Varijacija po konekciji

Rezultat ove varijacije je dobro poznat i moze se naéi na primjer u [23]. Vari—
jacijom ove akcije po konekciji dobijamo Yang-Millsovu jednac¢inu za afinu
konekciju. Buduéi da variramo krivinu nezavisno, koristi¢emo se ¢injenicom
da je

) / R",, RN =

— 2/5 (R"y,.) BN/ | det g]. (D.5)
Na osnovu definicije tenzora krivine (2.31)), dobijamo
R\ = 0,(6I",5) — 0, (5Pnu>\)
+ (6an7) ", + F”Mnéfnw\ — (5F”W]) Fnu/\ — F”W]éan\.
(D.6)
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Uvrstavajuéi jednakost u jednacinu ([D.5))

1 . 5 . 5 \/|detg
55/R /\NVR/\HM = _/(5F 1/)\) au (R/\m g \% |detg|> \/:dTg

det
[, (mm i) YD
| det g
+ / (5FH#77) FnV/\RAH " \% | det g|
" /Fﬁun (017,,) R, " \/| det g]
- / (5FHV77) FWMAR)\K " V | det g‘
- / e, (617,,) R /| detg].

Koristedi ¢injenicu da za tenzor krivine vrijedi antisimetrija R"
preimenovanjem indeksa, dobijamo

=R

K
Auv Avp)

Q.

@]

-+
<

%5 / Ry RN = / (57" ) By (R*ﬁ W\/M)
+ / (5T ,) 8, (RAH W\/M)
+ / (oT%,,) T, B". * /| det g|
= [ r) e
+ / (or%,,) %, B". #\/| det g|

|det g

£

V| det g

odnosno
1 K v K v | detg
+ 2/ (51—\,%“/\) F)\yanH /U/\/m
= 2 [T, () R, [t

:
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Tada je

\/ | det
5/RK)\/LVR)\KHV = 4/ (6T%) O (RAH Wv!detg\) \/ﬁ

+ 4 / (oT",5) (T, R, # =T, R* #) \/| det g

1 s
- z{/lﬁru>;ﬁii;iﬁ(ay+-H>,4>(vﬂdeth% ) VIdetg]

Koristedi se ¢injenicom da je Yang-Millsova divergencija definisana sa

Mo, ]' 124
wmm.—¢mgﬁa+mfb@mmmR) (D.7)

dobijamo da je

5 [ Rosur =4 [ (v @1),). (D5)

D.3 Varijacija od [ Ric,, Ric"

D.3.1 Varijacija po metrici

Bududi da je

(S/RicuuRiCMV = /5 (RicuuRicu’V/guulgwjl \/ |det gaﬁ|> )

tada je

6/RZ'CMVRZ'C“‘V = /RiCHVRiCM/V/ (\/ ’ det g|) [(59“//) guz/ + gl‘/"l (591/1//)
1 up! vv' af
+ 599" 9% (69as)
- / Ricy Ricy (09as) [_QVV'Q”O‘Qﬁ gt g™
]— li !
+ ég,u,u gw/ ga,8:|

1
N / (992) (_Rica”mcﬁy — Ric,* Ric"” + §RicMuRic“”9a6)
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odakle dobijamo

) / Ric,, Ric"™”

= /(5gaﬁ) (—Ric®, Ric” — Ric,* Ric"
L. v af
+ §RZCWRZC g

1
B _2/(596“5) <RicuaRiC“ﬁ - ZRicMyRic“”gw) .

(D.9)

D.3.2 Varijacija po konekciji

Na osnovu jednacine 1 Cinjenice da je Ric,, = R

" vy dobijamo da je

6Ric,, = 0,0T%,, — 60,0,
+ (6T )T, + D7, 0T, — (8T, )T, — 17, 0T7,,..

Takoder, vrijedi

0 / Ricy, Ric"™

(D.10)

_ / (6Ric,) Ric™ + / Ric,,, (Ric"™)

- / (0Ricy) Ric™ + / Ricy, (8Ricun) 99"
— /(5Ri0uu) Rz'c“”—ir/Ric”/V/ (6 Ricy)

_ / (0 Ricy,) Ric™ + / Ric" (0Ric,,)

= 2/((5Rz'c,u,) Rict. (D.11)
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Uvrstavajuéi formulu (D.10)) u (D.11]), dobijamo

1 . T k v \/m
§5/RZCWRZCM - /5F » (\/ngchu>m

+ /(M‘”,\u ) %0 (\/ | det g ch‘“’) A & e} %Ei:

* / [5/\%(5FHM)FUW + 0Ty
— (oI, )T, —T",,00",,]) Rict/| det g

_ / (6T%,,) [( (\/ydTg chﬂ”)

+  07.0n <\/|dTngc“’\>> \/|;eitg|

+ 8" Iy, Ric™ + T, Ric"
— I, Ric" — F”mRic’m] V| det g/,
Koristeéi jednakosti I' = {I'} + K i

0p| det g|

D.12
2| detg|’ ( )

{3 pa =
dobijamo

1
55/RicWRic“” = /(5F“V“) [—0,Ric" — {[}",, Ric"”

+ 8% O\Rich + 8 AT}, A Rick

+ 8 (¥, Ric™ + K"y, Ric™) + {}", . Ric"™ + K", Ric"
— {0}, Ric" — K" Ric" — {T}",Ric" — K", Ric""

+ 0% (TP, Ric™ — {1, Ric)]

_ / (0T%,,) [= (O Ric™ + [V Ric™ + {1}, Ric™)

+ 6% (O\Ric" + {T}\, Ric™ + {L}\, Ric™™)

+ 8V K"\ Ric™ + K", Ric" — K", Ric™ — K", Ric"]

/ (6T%,,) [~ (W} Ric™ + 6, {V} A Ric
+ %KMy, Ric™ + K7 Ric" — K" Ric™ — K, Ric™]
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sa Levi-Civita konekcijom. Sa punom konekcijom, vrijedi
6/RicWRicW = 2/(5F“W) [—V,@Ric"” + 0¥V, Ric™
+ KV Ric — 8" K*y, Ric" + K", Ric" — K" Ric*"] .
D 4 V L ] L] d R . (2) R .
: arijacija od [ Ric, Ric,,

D.4.1 Varijacija po metrici
Koriste¢i Propoziciju dobijamo

5/Rz‘c(2)KVRz'cH” = 5/R""\/\VR“W”\/|detg|
= 5/R"/\,/\VR“WV,g’\A '\ /] det g
[ R R (669 Tdet]
+ go(g )V Tdetg] + g g 5(v/[detg]))
= /(5904,3)RK)\’)\VRMK/LV’ ( A ﬁ)\ VV V ’detg
o Va BV\/MT.Q_{' g)\/\ v/ aﬂ\/ng)
Odavdje je
5/Ric(2)HVRicN” = /(5ga5) <—R”°‘5VRZ'CH” — Ric®"™ Ric,”
L abp: % pi v
+§g Ric'”"  Ric,” | .
(D.13)

D.4.2 Varijacija po konekciji

Bududi da je
0Ric?", = 6R" \*, = gMOR",,
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tada je

/ (6Ric® ) Ric™ = / (0Ric®*,) Ric,”
/\/ldetg 5T%,)

/] det g
oy [\/ | det ¢ (—g’\“RicH” + g’\”RicH“)}
+ /(5F”m7) (g’\”F"“,\RicH“ — g’\“F"#,\Ric,{”) V| det g|
+ /(5F7’V>\) (g)‘“I”‘“MRicH” — gA”F“,mRic,.;“) V| det g|

Jore)

1 . .
mﬁu [\/ | det g|(—g™ Ric.” + g’\”chn’“‘)}

A T NUTA PV
g" T, Rict — g™ I, Ricy,

g’\“F”MRicn” — g’\”F”MRicn“}

+ o+ =

/(OTHV)\){W ™0, (\/| det g|Ric,”)

+ gV0,(v/|det g|Ric,")
— 0,0™Ric,” + augAVRicH“ + g™ T, Ric,"
— g Ric” + T Ricy” — gT" Ric, }

/ (WVA){W 9,/ det g| Ric,)

+ g™0,(v/| det g|Ric,")
— (Vug)™Ricy” + (Vug)’\”RicR“
+ gAnF#unRich - gAnryunRicn“
+ gAMFn;mRiCnV o g/\ul—meicnu}-
Bududi da je
0,| det g|

T}, =
¥ = 2| det g|
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dobijamo

; 117 K 9 ’detg| % %
/((5ch(2)“,,) Ric" = /(5F ) [—gwmlﬁcﬁ — g™, Ric,

LO0uldetg| 5 . oy
A mchn“ + ¢ 0, Ric! — (Vug)A“chn
Oyl det g
2| det g|

— Y Ricd + T Ricy” = ¢ T Ricy|

+ (Vu9)YRic +g Ric,” + g™ K" ,, Ric,”

= / (6T",3) [—gA"aﬂRiC,{” — ™IV, Ric," + ™I . Ric,”
Ol det g|

2| det g|
+ (V,9)" Ric + g K", Ric,” — g’\”F"MRicn“]

Ric " + g™, Ric — (V,9) ™ Ric,”

, d,| detg| .
— (')Tml/ .y Hl/ Av 1 H,u
[T [~ Rie) + g i

+ g0, Ric” — (V,ug)™Ric.” + (V,.9)" Ric,"

— ¢"“KY,,Ric,"+ g K", Ric,” + ¢ K", Ric,”
— gMT", . Ric,” + g™ T}, Ric,” — g™ T} ., Ric,"
— / (6T ,5) [—gAﬂ({V}HRz'c)KV + gA”%Ricn“
+ gY (0, Ric! + I} Ric,m — {1} .. Ric,")

— (V,.9)™Ric,” + (V,.9)" Ric,"

— g™K",,Ric,"+ ¢ K" . Ric,”

+ gMK*,,Ric.” — g K", Ric," — g™ {[}" ., Ric,"
— /(51“%) [—g)‘“({V}HRiC)H” + g’\”—%ﬂiitjlﬁ’icn“
+ g ({V}, Ric) ! — (V,ug) ™ Ric.” + (V,.9) Ric,”
— ¢"MKY,,Ric,"+ g K", Ric,” + ¢ K", Ric,”

Oy | det
— gV ) eg|Ric".

Av :
_ K" Ric,* I Rice,
g et 2| det ¢
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Odavdje je

/ (0Ric®),,) Ric" = / (67" |~ g™ (IVhaRRic)* + g™ (V) Ric)
— (V,u9)™Ric” + (V,9)Y Ric, — g™ K", Ric,"
+ ¢M™K",.Ric,” + ¢ K", Ric.” — g™ K", Ric,"|,

sa Levi-Civita konekcijom. Koriste¢i punu konekciju, dobijamo

/ (6Ric®) ) Ric" = / (6T ,0) [—gw(vumc),m ¥ (V,Ric),*

— (Vw9 MRic,” + (V,9)Y Ric, — g™ K", Ric,"
+ gMK“MRic,{” + g)‘“K”WRic,{77 — g’\”K“MRic,ﬂ].
(D.14)

D.5 Varijacija od fRz'c,(fy)Rz’c(Q)W
D.5.1 Varijacija po metrici

Bududi da je Ric2) = R*,,, imamo

5/Ric,(fl,)Ric(2)"‘” = 5/Rz’c§V)Ric(2)m’\/|detg|
=9 / R}, R\ det g]
6/RH/M’WRHXAV/g/m’g”u/g)\xgyl// V| det g

/RH’LL’WRHXAV’ (5@%’)9““/9)\)\,9””/ V| det g|

9er (") g™ g"' /| det g
G " 5 (g™) g /| det g

9w g g 5(g") /| det g

G 0" g™ g 5 (1/] det 9|)> -

+ 4+ 4+ +
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Na osnovu Propozicije [D.0.1], dobijamo da je
0 / Ric2) Ric®™ = / (0gas) (R, R\ — R**R>\, — R}, R
- RMN RRAA,B i % R’ R gaﬂ)
= / (0gap) (Rz‘c(2>ﬁ JRicD — Ric® *Ric®"’
— 2Ric®, RrPev 4 %gaﬁRic(Q)WRic(Q)W) .
Koristeéi ¢injenicu da je Ric® = — Ric i simetri¢nost Ricci tenzora, dobijamo

1
) / Ric® RicPrv = / (6gap) (2Rz‘cwR“5w + §go‘ﬁRicsz’c’W> . (D.15)
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