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0.1 Opis kursa

0.1.1 Manifest

Nasa misija:
Upoznati vas sa osnovama teorije parcijalnih diferencijalnih jednacina. Na kraju
ovog kursa biste trebali mo¢i:

e rijesiti primjerne probleme parcijalnih diferencijalnih jednacina;

e navesti 1 dokazati energetske nejednakosti, principe maksimuma 1 poredbe,
Greenove identitete 1 teoremu reprezentacije;

e znati klasifikaciju parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

Kakav ée ovaj predmet biti: Ovo Ce biti “Cisti” kurs sa dosta definicija, teorema i
njihovih dokaza.

Predznanje:

e Diferencijalni raCun

e Obicne diferencijalne jednacine

0.1.2 Program ukratko

e Talasna, toplotna i Laplaceova jednacina

e Problemi pocetne i grani¢ne vrijednosti

e d’Alembertova formula

e Putujudi talasi

e Duhamelov princip

e Metoda separacije promjenljivih

e Fourierovi redovi i Fourierove metode transformacije
e Metoda nejednakosti energije

e Maksimalni princip



e Harmonijske funkcije
e Energetska metoda

e Klasifikacija jednacina drugog reda.



Poglavlje 1

Uvod u parcijalne diferencijalne
jednacine

1.1 Notacija i osnovne definicije

Sa R™ ¢emo oznacavati n-dimenzionalni Euclidski prostor. Tacka x € R" je
element (1,29, ...,2,), gdjesuzy E R, k=1,... n.

Neka je Q skup u R™. Funkcija f : Q — R ili C se zove neprekidnom u x° € )
ako

lim  f(x) = f(x).

Q>5x—x0

Ovdje x — x znati da |x — x°| — 0, gdje je

" 1/2
Ix — x"| = (Z(xk - x2)2> (1.1)

k=1
udaljenost izmedu x i x". Funkcija f je neprekidna na € ako je neprekidna za
svako x° € Q.

Reci ¢emo da parcijalni izvod % postoji u x° € Q ako slijedeéi limes postoji

af (XO) _ llm f(l'?, e 7$2717$2 + h> l‘2+1, R 71%) - f(XO)

a_l'k h—0 h

(1.2)

Pretpostavimo da 88—27]; postoji za sva x’ € €. Onda je g—;; : Q — R (li C) funkcija

0 9f

i moZemo posmatrati njene parcijalne izvode, npr. Be; Do

5
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VaZna Cinjenica o parcijalnim izvodima je da je redoslijed po kojem diferenciramo
nevazan ako su svi izvodi koje posmatramo neprekidni. Na primjer

0 0 g 0
Ox; axkf - Oxy, O /

akosu 2L 0L 0 0 ¢ 0 ak f neprekidni.

8_$k7 Ox; 7 Oxy, Ox; ’8_30]%

1.1.1 Lancano pravilo

Pretpostavimo da su
u:R"DQ— Qy CR™,

@ : Qo — R(ili C)
neprekidne i da imaju neprekidne parcijalne izvode prvog reda na €2 i {2y respek-
tivno. Posmatrajmo kompoziciju ¢ o u
(pou)(x) =pux) = e(ui(x),. .., un(x)).

Ova funkcija ¢ o u je neprekidna i ima neprekidne parcijalne izvode prvog reda
na € koji su dati formulom

9(p o u) (x) = Z awét;iX)) 0’((;(X) (1.3)

oxy, Ty

1.1.2 Multiindeks

Multiindex « = (ay, ..., a,) € N, gdje je Ni = {0,1,2,3,...} iy € No, k =
1,2,...,n. “Duzina” o je |a| :== oy + as + ... + «,. Primjetite razliku sa |x| za
x € R™.
Parcijalni izvodi

0%u(x) = Ogu(x) = o ... oy u(x) = 0! ... 0 u(x),
gdje je 0, " u(x) = 9gru(x) = a(;k—iix) oy, -ti parcijalni izvod u odnosu na xy, tj.

Tl

a%k primjenjen na u(x) «y puta.
Uvijek ¢emo pretpostaviti da je ’sve’ neprekidno i da je redoslijed diferenciranja
nevazan.
|| je ukupni broj diferenciranja, tj. red parcijalnog izvoda. ako je |«| = 0, imamo
da je
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Primjer 1.1

n=3,a=(05,7),
o o

8QU(X) = @@U(X)

1.2 Uvod u parcijalne diferencijalne jednacine

Neka je x = (x1,22,...,2,) € R"ineka je u : R™ — R ili C neka funkcija.
Onda se jednacina

F(x,u,0pt,...0p u,...0%,...) =0, (1.4)

gjde je F' znana funkcija x, u i konaéno mnogo parcijalnih izvoda funkcije u, zove
parcijalna diferencijalna jednacina za u. Funkcije F' i u mogu biti vektorske i u
tom slucaju imam sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Parcijalni izvodi se razumjevaju po komponentama:

0% = (0%uq, 0%s, ..., 0%y,).

Mi ¢emo se samo baviti linearnim jedna¢inama.

Definicija 1.2.1. Linearna PDJ je jednacina oblika:

D aa(x)0%u(x) = f(x). (1.5)

la|<m

Ovdje su f i a,, date funkcije i trazimo . Jednacina (1.5) se zove homogena ako je
f =0, anehomogena inaCe. m se zove red jednacine (1.5). Mi ¢emo se preteZno
baviti jednacinama do drugog reda.

Na primjer, neka je n = 2 i (z,y) € R?, onda za bilo koju neprekidnu funkciju
f(t), u(xz,y) = f(x — y) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednacinu

Ju  Ou
— +=—=0. 1.6
or 0Oy (1.6)
Ovakvo u zovemo rijeSenjem PDJ. Za datu jednacinu i/ili grani¢ne uslove Zelimo
postaviti slijedeca pitanja
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1. Dali rjeSenje postoji?
2. Ako postoji, da li je jedinstveno?
3. Ako jedinstveno rjeSenje postoji, da li se moZe odrediti?

4. Dali je rjeSenje stabilno pod malim peturbacijama datih podataka?

U gornjem primjeru, data PDJ ima mnogo rjeSenja u(x,y) = f(x — y), jer je
f bilo koja diferencijabilna neprekidna funkcija jedne promjenljive. u gornjem
primjeru, posmatrajmo rejSenje koje zadovoljava uslove

(i) u(x,0) = p(x), gdje je ¢ dato; ili
(i) u(x,x) = (x), gdje je ¢ dato

Vidimo da su rezultati znacajno drugaciji. Za slucaj (1), u je rjeSenje (1.6), tako da
jeu(z,y) = f(x — y) zaneko f. Kako takodjer zahtjevamo da u zadovoljava (i),
imamo da je u(x,0) = f(x). S druge strane, u(z,0) = ¢(x), Sto je date funkcija,
pa stoga moramo imati da je f(z) = ¢(z). Stoga rjeSenje (1.6) pod uslovom (i)
je u(z,y) = ¢(x — y). PoCetni uslov (i) ogranicava broj rjeSenja, tj. samo kada je
f = ¢ rjesenje za (1.6) mozZe da zadovolji i jednacinu i pocetni uslov.

Situacija u slucaju (ii) je znaCajno drugacija. Ako neko rjeSenje jednacine (1.6)

u(z,y) = f(x — y) zadovoljava (ii), tj. u(z,z) = ¥(z), onda je f(0) = ¥(x).
Jednacina (1.6) i (ii) ima rjeSenje samo ako je ¢ konstantna funkcija.

Teorija i aplikacije PDJ imaju dugu historiju. Pojavile su se malo poslije izuma
diferencijalnog racuna. Od tada se koriste da modeliraju probleme u prirodnim
naukama i inZinjertvu. Nedavno su se pocele koristiti i u finansijama, indutriji i
drugim granama ekonomije i Zivota.

Kao Sto smo ve¢ rekli, u ovom kursu ¢emo se pretezno baviti jedna¢inama dru-
gog reda sa velikom motivacijom iz fizike: talana jednacina, toplotna jednacina i
Laplaceova jednacina. Takoder ¢emo proucavati jednacine prvog reda i njihova
rjeSenja i klasifikaciju jednacina drugog reda sa dvije nezavisne promjenljive.
Opste situacije cemo ukratko objasniti.

Ove tri gore spomenute jednaCine (toplotna, talasna i Laplaceova) su prototipovi

tri tipi¢ne jednacine drugog reda. One su hiperbli¢ne (talasna), paraboli¢ne (toplotna)
i elipticne (Laplaceova i Poissionova) jednacine. Posmatramo dva tipa problema:

1. kvantitativne probleme: kako rjesiti problem ili kako naci ekspilictnu for-
mulu za rjeSenje;
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2. kvalitativne probleme: kako dobiti informacije o rjeSenjima bez eksplic-
itnog rjeSavanja, npr. problem jedinstvenosti rjeSenja.

Zaproblem (1), primjenjujemo teorije za obi¢ne diferencijalne jednacine, Fourierovu
analizu, i diferencijalni racun funkcija viSe promjenljivih. Za problem (2), koris-
timo se takozvanom energetskom nejednakoS€u za talasnu jednacinu, i razliCite
maksimalne principe kako bismo promatrali toplotnu i Laplaceovu jednacinu.

1.3 Parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda

Kako ¢emo se pretezno baviti ovim jednacinama, pogledajmo ih poblize odmah
na startu. Parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda (linearna dakako!) je
jednacina oblika
Z aq(x)0%Uu(x) = f(x). (1.7)
|or|<2

Jednacinu (1.7) moZemo drugacije zapisati kao

Z a;r(x) Ou + Zaj(x)% + a(x)u = f(x) (1.8)

et Ox;j0xy, Ox;

MoZemo pretpostaviti da je a;;(x) = ay;(x). Doista, kako je

Pu  u
6xj8wk N alﬂkal’j’

imamo slijedece

0%u 0%u 0%u
1 0%u 1 0%u

= 5 (ax(x) + ax;(x))

: + S {an(x) + ayy(x)

Ox;0xy, 0x,0x;

Stoga se (1.8) neée promjeniti ako zamjenimo a;,(x) sa ay;(x) sa 3(aj(x) +
aj(x)). Uvijek cemo pretpostaviti da je a;;(x) = ay;(x).

1.3.1 Tri osnovna primjera

Laplaceova jednacina

Au =0, (1.9)
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gdje je

9? 0? 9?
= 6_13% + 8_133 + ...+ 8_5531

Poissonova jednacina je nehomogena Laplaceova jednacina

A

Au=f (1.10)

U primjeni, ove jednacine opisuju stacionarne procese, dakle one koje ne zavise o
vremenu.

Talasna jednacina

0%u N 0%u P 0%u

Oyt  Oyi Oy
U primjenama ova jednacina opisuje vibracije, propagaciju talasa i sli¢ne nesta-
cionarne procese. y; se uobiCajeno korsiti da predstavlja vrijeme. Stoga,
promjenimo notaciju:

—0. (1.11)

_82u+82u+82u+ +82_u
o2 0x%  0x3 0 0x2

= 0. (1.12)

Primjetite da sada ima n + 1 promjenljiva. Dakako, talasnu jedna¢inu moZemo
zapisati kao

0*u
Promjenljiva ¢ se zove vrijeme, a x = (z1,%2,...,Z,) S€ Zove prostorna prom-
jenljiva.
Operator
o2
O=—-A 1.14
ot? (1.1

se zove talasni operator ili d’Alembertov operator.

Toplotna jedacina

ou
E—Au:o. (1.15)

u aplikacijama ova jednacina opisuje toplotnu provodljivost, difuziju i druge slicne
nestacionarne procese.
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1.4 Klasifikacija linearnih PDJ drugog reda

Potsjetimo se jednacine (1.8):
= 0%u - ou
Z %‘k(X)m + Z%(X)a—% +a(x)u = f(x)
7,k=1 j=1
i Cinjenice da uvijek podrazumjevamo da je a5 (x) = ay;(x), tj. matrica (ajk(x))?kzl

je simetricna. Znamo iz linearne algebre da ova matrica ima n ne neophodno ra-
zlicitih svojstvenih vrijednosti.

Oznacimo ove svojstvene vrijednosti sa
A1(X), A2(X), ..., Ap(x),
Sto su rjeSenja jednacine
det [(a;k(X))nxn — AI] = 0.
Definicija 1.4.1. Fiksirajmo tacku x° € .

1. Ako su Ay (xY), \a(x%), ..., A\, (x°) razlicite od nule i imaju isti znak, onda
se jednacina (1.8) zove elipticna u x°.

2. Ako su A\ (x%), Ao (xY), ..., \u(X°) razlicite od nule i sve osim jedne imaju

isti znak, onda se jednacina (1.8) zove hiperbolicna u x°.

3. Akosu A (x°), \o(xY), ..., \u(XY) razlicite od nule i najmanje dvije su poz-
itivne 1 najmanje dvije su negativne, onda se jednacina (1.8) zove ultrahiperbolicna
0
ux .

4. Ako barem jedna od \;(x°), \o(x°), ..., \,(x°) je jednaka nuli, onda se

jedna&ina (1.8) zove parabolicna u x°.

Primjedba 1.4.2. Mi neCemo posmatrati ultrahiperboli¢ne jednacine.

Primjedba 1.4.3. Jednacina (1.8) se zove paraboli¢nom, hiperboli¢cnom, elip-
tiénom, ... na cijeloj 2 ako je paraboli¢na, hiperboli¢na, elipticna, ... za svako
x’ € Q.

Primjedba 1.4.4. Ova terminologija je povezana sa ¢injenicom da je skup
2 2
{f cR?: Z a;n(x°)E& + Zaj(xo)fj = const}
Ji.k=1 7.k
1. elipsa, ako su A\;(x?), \2(x?) razli¢ite od nule i imaju isti znak;
2. hipebola, ako su A;(x°), Ao (x") razli¢ite od nule i imaju suprotan znak;

3. parabola, ako je jedno od \;(x"), \o(x") jednako nuli.
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Primjer 1.2

Laplaceova jednacina

Imamo slijedecu situaciju:
ajr(x) =0, akojej #k,

ap(x) =1, (k=1,2,3,...,n).

Stoga je matrica (a;x(x))},—, = I jednaka identitetu.

1—Xx 0 0
0 1-X -~ 0
det [(ajr(x)) — M| = det[(1-\)I] = det _ _ . : = (1-\)"
0 0 1—A
Stoga imamo A\ (x) = \(x) = -+ = A\, (x) = 1, pa je stoga Laplaceova
jednacina elipticna. |

Primjer 1.3

Talasna jednacina
Pu = u 0
=Y 5 =0.
ot p Ox;,

Imamo situaciju
ajr(x) =0, akojej#k, j,k=1,2,....,n,n+1,

CLH(X) = 1,
app(x) = -1, k=2,3,...,n,n+ L.

Stoga imamo da je matrica
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pa je
det(a;r(x) — M) = (=1)"(1 = \)(1+ \)"™.

Stoga zaklju€ujemo da su svojstvene vrijednosti:

A(x) =1, Xa(x) = A3(x) =+ = (%) = g1 (x) = =1,
pa je stoga talasna jednacina hiperboliCna. |
Primjer 1.4

Toplotna jednacina

Imamo da je
a;r(x) =0, akojej # k,

92
ap1(x) = 0, jer se ne pojavljuje gu

ot?’

ag(x) = -1, j=2,3,...,n,n+ 1.

0 0 0

0 —1 0
(a’]k(x)) - . )

0 O -1

det((a;k(x)) — AI) = (=1)"A(1 + N)",
pa su svojstvene vrijednosti

)\1 = 07)\27/\37 . '7)\n7)\n+l = —1.

Toplotna jednacina je paraboli¢na. |
Gornja tri primjera su na jednaCinama sa konstantnim koeficijentima. Bilo koja
linearna PDJ drugog reda sa konstantnim koeficijentima ima isti tip svugdje, jer
svojstvene vrijednosti A;(x), A2(x), ... A, (x) matrice ((a;,(x)) ne zavise od x.
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Primjer 1.5

Triconijeva jednacina. Posmatrajmo slijeecu jednacinu sa promjenlivim ko-
eficijentima
0? o?
u(x) N u(x)

g t o =0 X=(mm)€QCR. (116

Provjerimo tip ove jednacine!

det((az(x)) — AI) = det ( S ) — (25— N)(1— ).

Stoga su svojstvene vrijednosti matrice (a;(x)):
)\1 = T2, )\2 =1.

Jednacina (1.16) je

e eliptitna ako je 3 > 0;
e parboli¢na ako je x5 = 0;

e hipebolicna ako je z, < 0.

Triconijeva jednacina je primjer jednacine mijesanog tipa. |

1.5 Tri tipa problema

Primjer 1.6

Posmatrajmo jednacinu

0*u(x) 2
Ty 0, x=(x1,229) € QCR".

Onda imamo slijedece:

0 ,Ou ou

8_951(8_@) =0= s = f(x2),
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gdje je f ’proizvoljna’ funkcija projenljive x,. Stoga je
w(zy, ) = /f(xl)da:Q -+ neSto nezavisno o 'z,

= /f(l“l)d@ + p(21),
gdje je ¢ 'proizvoljna’. Stoga je ‘opste’ rieSenje ove jednacine
u(ry,2) = (1) + Y(x2).

gdje su ¢, ¢ proizvoljne (¢ := [ f(zs)dxs). |

Mogli bi pomisliti da opSte’ rjeSenje PDJ drugog reda zavisi o dvije ’proizvoljne’
funkcije, ovo NIJE slucaj.

Primjer 1.7

Posmatrajmo Laplaceovu jednacinu

0?u(x) N 0?u(x)

2 2
Oy Oxs

=0, x=(v1,72) € QCR%

RijeSenja ove jednacine se zovu harmonicne funkcije. Klasa harmoicnih
funkcija je veoma bogata. Bilo koja analiticna funkcija' je harmoni¢na, kao
8to su i njeni realni i imaginarni dijelovi. |
Gornja dva primjera pokazuju da PDJ imaju ’previSe’ rjeSenja. Moramo uvesti
dodatna ogranicenja na rjesenja.

1.5.1 Problemi granic¢ne vrijednosti
Dirichletov problem

Naci u : ) — R tako da
Au(x) = 0, Vo e Q
u(x) = f(x), Vre i
Ovdje je f : 092 — R data funkcija a 0f) je granica (rub) otvorene domene
Q CR™

"Potsjetnik : funkcije na kompleksim brojevima koje su kompleksno diferencijabilne na cijeloj
oblasti promatranja
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Neumannov problem
Nadiu : 2 — R tako da

{ Au(x
du(x

v (x

0, Vr € Q
g9(x), Vz e o

—

N

Ovdje je g : 012 — R data funkcija, 02 je granica (rub) otvorene domene {2 C R",
a v(x) jedni¢ni vanjski normalni vektor na granicu gdpaf u tacki x € 952

du(x) _ Z”: ux), (%) (1.17)

jeizvod u praveu v(x). Ovdje pretpostavljamo da v(x) postoji, tj. 0€2 je ‘dovoljno
fina’.

Primjer primjenjenog problema koji je opisan pomocu iznad iznesenih problema
granicne vrijednosti je: naci stacionarnu temperaturnu distribuciju u homogenom
izotropskom tijelu €2 ukoliko znamo stanje granice tog tijela. Homogenost znaci
da je tijelo ima iste znacajke u svim tackama. Izotropi¢nost znaci da €2 ima iste
znacajke u svim pravcima.

1.5.2 Problemi pocetne vrijednosti (Cauchyjevi problemi)

Za toplotnu jednacinu:
Nadiu : R" x [0,7] — R tako da

(% — A)u(x’ t) = 0, Vo € R".Vt € (07T)
u(x,0) = wp(x), VreR™

Za talasnu jednacinu:
Nadiu : R" x [0,7] — R tako da
(& — Au(x,t) = 0, Vo e RVt e (0,T)

at?
u(x,0) = wug(x), VxreR"
(x,0) = w(x), VxR

Ovdje su up i u; : R™ — R date funkcije, 7" > 0 je dato, s timda je 7' = +o00
dozvoljeno.

U primjeni, Cauchyjevi problemi opisuju ne-stacionarne procese u neogranicenom
tijelu koje predstavlja R™, dok wuy, ug opisuju pocetno stanje tijela.
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1.5.3 Problemi pocetne i grani¢ne vrijednosti (mijeSani prob-
lemi)

Za toplotnu jednacinu:
Nadiu : Q x [0,7] — R tako da

(2 — Au(x,t) = 0, Vo € Q,Vt € (0,7)
u(z,t) = f(z,t), Y eodQVtel0,T)
u(x,0) = w(x), Vae.

Za talasnu jednacinu:

Nadiu : 2 x [0,7] — R tako da
(25 — Au(x,t) = 0, Vo € Q,Vt € (0,T)

u(z,t) = f(z,t), YVeedQVtel0,T)

x,0) = wup(x), Ve

x,0) (x)

u = wui(x), Vxe.

AE\

Ovdjesu f: 02 x [0, T) — Riug,u; : Q +— R date funkcije, 2 C R” je otvoren
skup.

Gore navedeni problemi se zovu Dirichletovi problemi pocetne i grani¢ne vrijednosti,
jer u njima imamo Dirichletov uslov

u(z,t) = f(x,t), VeedQ,Vtel0,T)

na lateralnom dijelu granice cilindra Q x [0, 7).
Dobivamo Neumannov problem pocetne i grani¢ne vrijednosti ukoliko gornji Dirich-
letov uslov zamjenimo Neumannovim:
Ju(x,t)
ov(x)

=g(x,t), (x,t) €00 x][0,T).

U primjenama, ovi problemi grani¢ne i po€etne vrijednosti opisuju ne stacionarne
procese u ogranic¢enom tijelu €2, dok ug, u; opisuju pocetno stanje tijela, a f ili g
opisuju stanje granice 02 tijela 2.

Definicija 1.5.1. Problem nazivamo dobro postavljenim ukoliko:
1. rjeSenje postoji za ‘proizvoljno’ date podatke;

2. rjeSenje je ‘jedinstveno’;
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3. rjeSenje zavisi ‘neprekidno’ o datim podatcima.

Rijeci u ‘. su djelimi¢no nejasne u ovom trenutku i zahtjevaju da se specificiraju
klase prihvatljivih rjeSenja i datih podataka. Gornja definicija je data od strane J.

Hadamarda.



Poglavlje 2

Laplaceova jednacina

2.1 Notacija

Za svako K C R" sa C'(K') oznacavamo klasu neprekidnih funkija na K. Ako
je K kompaktno, tj. zatvoreno i ogranieno, onda je svaka funkcija iz C'(K)
ogranicena.

Za otvoren skup 2 C R™ i svako m € Z,, sa C™(£2) ozna¢avamo klasu funkcija
koje su neprekidne zajedno sa svim svojim izvodima do reda < m na ).

2.2 Harmonicna funkcija

Definicija 2.2.1. Funkcija u € C?(Q) ze zove harmonicna na ) ako

Au(x) =0, VxeQ.

Primjer 2.1
Jasno je da je u(x) = >°7_, a;z; + a harmonitna Va; € R. Primjette da je
u(z) = ax + b opCe rjeSenje jednacine v” = 0 u slu€aju n = 1. |
Primjer 2.2
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Lancano pravilo implicira da je
Oje0 =/ (r)oyr = /(1)

Primjetite da je
2 z3

P = ¥ (r) =L 4! (r) =

r

Stoga je
n—1

Aw(x) = Z Fjw(x) =" (r) +4/(r) :

r

Trebamo pokazati da je desna strana zadnje jednakosti jednaka nuli. Neka
je f(r) =¢/(r). Ondaje f(r) = Cr' ™" rieSenje jednacine f'(r)+ f(r)2 =
0. Stoga

C ,2—n
1N o dem s+ C ako n>2
vir)=cr :>w(r)—{ Clogr+C ako n =2

Stoga je funkcija

w(x) = Clx|*™™ ako n>2
| Clog|x| ako n =2

harmonicna u R\ 0. 1z lanCanog pravila slijedi da ako je u(x) harmonicna,
onda je i funkcija u(x — x") harmoni¢na preko

Q+x" = {z+ 2% € Q}vx" e R".
Posljedi¢no je funkcija

(x) = Clx—||*" ako n>2
YT Cloglx — x| ako n=2

haroniéna na R™ \ x". n

2.3 Greenovi identiteti

Teorema 2.3.1. (Greenova formula/Gaussova teorema divergencije)

Neka je Q ograniceni otvoreni skup sa C* glatkom granicom 92 i u € C1(Q).

Onda je
/8kudx:/ uvdsS,
Q RIY)

gdje jev = (11, ..., v,) jednic¢ni normalni vanjski vektor na 0.



2.3. GREENOVI IDENTITETI

U slucaju n = 1, ovo gore je Newton-Leibntzova formula!

Primjedba 2.3.2. Pretpostavite da vektorska funkcija g = (g1, ...

C*(©2). Onda nam gornja teorema daje

/divgdx:/ < g,v>dS,
Q o0

gdjeje < g, v >=3 4y gr(X)ve(x).

2.3.1 Parcijalna integracija

Neka su u, v € C''(2). Onda teorema divergencije implicira da

€q 0j(uv)dx :/ uovgdS

o0

odakle imamo

/(v@ku + udpv)dx = / uvv,dS
Q

o0
1 kona¢no imamo formulu za parcijalnu integraciju:

€q VoLudx = —/

u@wdx—k/ wovdS.
Q a0

2.3.2 Greenovi identiteti

21

, gn) pripada

Teorema 2.3.3. Neka je 2 C R" otvoren i ogranicen skup, neka je 09 € C' i

neka suu € C*(Q),v € C1(Q). Onda (prvi Greenov identitet)

" ou
vAudx = —/ OO udx —|—/ v—dS.
/Q 0 Z S aq OV

k=1

Neka je dodatno v € C?*(Q). Onda (drugi Greenov identitet)

/UAudx = /uAvdx—i—/ (U@ + u@> dS
Q a0 aV 81/

Dokaz Koristeéi parcijalnu integraciju dobivamo

/ vAudx = /U Z Ofudx =
@ k=1

2.1)

(2.2)
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= — 8U8udx+/v OpuridS =
| 30w 3

k=1 k=1
__ / S Opvdudx + / w24
Qi oa OV

Sto dokazuje prvi Greenov identitet. Pretpostavimo sad da je v € C?()). Tada

imamo
- ov
uAv = —/ g OruoLvdx + u—-dS.
/Q Q g ¥ a0 81/

k=1

(ovo smo dobili iz jednacine (2.1) zamjenivsi mjesta v 1 v). Oduzimajuéi ovu jed-
nakost od (2.1) dobivamo (2.2). |

Primjedba 2.3.4. Prvi integral na desnoj strani (2.1) moZemo napisati u obliku

/ > Opvdhudx = / < Vv, Vu > dx.
Q

k=1 Q

2.4 Rezultat jedinstvenosti za Dirichletov i Neuman-
nov problem granicne vrijednosti za Laplaceovu
jednacinu

Neka je €2 C R"™ otvoren i ogranicen.

Dirichletov problem. Naéiu € C?(Q2) N C(Q) tako da

Au(x) = 0, Ve e Q)
Dodatno pretpostavimo da je 9 € C'.
Neumannov problem. Naéi u € C’Q(Q) N C’(Q) tako da
Au(x) = 0, Vo e
{ 20 gx), veeon M) (2.4)

Ako je u rjeSenje (N;), onda je i u + const. takoder rjeSenje. Stoga, nemoguce je
da imamo jedinstvenost za (V).
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Teorema 2.4.1. Neka je 2 C R" otvoren i ogranic¢en, 9§} € C L Onda je
rjeSenje u € C*(Q) problema (Dy) odredeno jedinstveno. RjeSenje u € C? () je
odredeno jedinstveno modulo aditivna konstanta.

Primjedba 2.4.2. Uslov u € C%(Q) je jaci od u € C?(Q) N C(Q).

Dokaz Neka su u; i uy € C?(€2) dva rjeSenja istog problema. Onda je
u = u; —uy € C*()

rjeSenje homogeog problema, tj. f = 0. Primjenimo prvi Greenov identitet sa

v = u.
/Z (Oru) dx-—/uAudx+/ u—dS
Q Q oo OV

k=1

Prvi integral na desnoj strani je jednak nuli jer je u rjeSenje Laplaceove jednacCine.

Drugi integral na desnoj strani je jednak nuli jer je © = 0 na 0f2 u slucaju Dirich-
letovog problema , a 5~ a“ = 0 u slu¢aju Neumannovog problema. Stoga,

/QZ (Ou)*d

k=1
pa kako je integrand nenegaivan, to mora je je jednak nuli, tj.
hu=0, k=1,2,....,n < u= const.

U slucaju Dirichletovog problema, u(x) = 0,Vx € 0. Stoga je u = 0, tj.
U1 = ug. Za Neumannov problem u = const. <= wu; = uy + const. |
Kasnije ¢emo pokazati i jaci rezultat za Dirichletov problem.

Teorema 2.4.3. Pretpostavimo da (N;) ima rjeSenje u € C?(Q)). Onda

/mg(x)dS =0.

Dokaz Primjenimo prvi Greenov identitet sa v = 1. Onda je

Ou s — 0. 2.5)
a0 aV

Uzimajuci u obuir da je % = ¢ na 0f), dobivamo trazeni identitet. |
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Teorema 2.4.4. (Princip maksimuma). Pretpostavimo da je @ C R" otvoren i
ogranicen, u € C*(Q)NC(Q) i Au>0,Vx € Q. Onda

max u = maxu (2.6)
Q o0

Primjedba 2.4.5. Neprekidna funkcija doseZze maksimum na zatvorenom ogranicenom
skupu. Jednacina (2.6) kaze da za u na () ovaj se maksimum dostize na 0€2. Kas-
nije ¢emo dokazati da je se maksimum ne moZe doseci u €2 ako u nije konstanta.

Dokaz Prvi korak. Pretpostavimo da je Au(x) > 0,Vx € 2. Dokazimo da u ne
moZe doseci svoj maksimum u (). Dokaz kontradikcijom:

Pretpostavimo da u doseZe svoj maksimum u 2° € Q. Onda

0 2 0
a“(x):o, a“(f)go,k:Lz...,n.

Posmatrajmo funkcije

0,0 0 0 0
Tp = UL, Ty, oo T g, Ty Tpy 1+ - Ty)-

. . 2 0 . . .

Stoga imamo da je Y ,_, 9 gg ) <0, 4. Au(x®) < 0. Ali po pretpostavci

Au(x) > 0,Vx € €, §to je kontradikcija.

Drugi korak. Au(x) > 0,Vx € €. Pretpostavimo da je v(x) = |z|%. Jasno je
daje v € C*(R") i da je Av(x) = 2n > 0. Uzmimo malo € > 0 i posmatrajmo
funkciju u + ev € C?*(Q) N C(). jasno je da

A(u + ev) = Au + eAv = Deltau + 2ne > 2ne > 0.
Neka je x’ € () takvo da je u(x’) = maxq u. Onda

max u + e minv < u(x’) + ev(x’) <
Q Q

< max(u + ev) = max(u + €v)
Q 09
po prvom koraku

< maxu + emaxuv.
o0 o0

Stoga

maxu + e minv << maxu + € max v, Ve > 0.
Q Q oQ a0

Sada pustimo da ¢ — 0 kako bismo dobili :

max u < maxu.
Q o0

S druge strane, maxgn u < maxgq v jer je 92 C €. Stoga imamo identitet. |
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Posljedica 2.4.6. Neka je Q C R" otvoren i ogranicen skup, u € C?(2) N C(Q)
i Au(x) <0,Vx € (L. Onda je

minu = min u—
Q o0

Dokaz Primjenimo prethodni rezultat na funkciju —u € C?(Q) N C(Q). Onda
imamo

min u = — max(—u) = —max(—u) = minu.
Q Q B) )

Teorema 2.4.7. (Princip maksimuma)

Neka je Q@ C R" otvoren i ogranicen skup, u € C*(Q)NC(Q) i Au(x) = 0,Vx €
Q. Tada
max |u| = max |u| 2.7)
O 29

Dokaz Slijedi iz Teoreme 2.4.4 i posljedice 2.4.6. |

Posljedica 2.4.8. Neka je ) data kao iznad i neka suu; € C?(Q)NCQ) rjesenja
slijedecih Dirichletovih problema
Auj(x) = 0, Vo € Q
ui(x) = fi(x), Yeeo, j=1,2.
Onda je
max |u1 (x) — u1(x)] = max|fi(x) — f2(x)].

Dokaz Primjenite Teoremu 2.4.7 na harmoni¢nu funkciju u = u; —uy € C*(Q2)N

C'(€2) i uzmite u obzir da je u(x) = f1(x) — f2(x), Vx € 0. |

Teorema 2.4.9. Neka je (2 C R" ograniCen i otvoren. Onda je rjeSenje u €
C%(Q) N C(R2) problema (Dy) odredeno jedinstveno i zavisi neprekidno o grenici.

Dokaz Prati iz posljedice 2.4.8. |

Primjedba 2.4.10. e Zadnja teorema ne potvrduje postojanje rjeSenja! Dokaz
postojanja rjeSenja je mnogo komplikovaniji.

e Zadnji rezultat jedinstvenosti je mnogo jaci od prethodnog, teoreme 2.4.1,
jer saa ne trazimo da je 90 € C'idaje u € C%(Q).
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2.5 Fundamentalno rjeSenje Laplaceove jednacine i
formula reprezentacije

Znamo da je za bilo koje x" € R"™ funkcija

(x) = Clx —x"*™" ako n>3
YT Clog|x —x°|, ako n=2

harmoni¢na u R" \ {x"} za bilo koju konstantu C. Posmatrajmo funkciju

[x,x°) =T(x-x%=¥(x-x%) =

_0|12—n
"EQ_XTLLJ , ako n>3
%, ako n=2

gdje je w,, ‘povrsina’ jedinicne sfere u R". Zan = 3 npr. w,, = 4.

Funkcija I'(x, 0) = I'(x) se zove fundamentalno rjesSenje Laplaceove jednacine.
Primjedba 2.5.1. ‘Povrina’ sfere S(x%, p) = {x € R"| |x —x"| = p} je jednaka
1S(x", p)| = wap" ™

Teorema 2.5.2. (Reprezentacijska formula)

Neka je Q@ C R™ ogranicen i otvoren, 92 € C'iu € C?*(). Onda za svako
x? € Q imamo

u(x") = /QF(X —x")Au(x)dx —/ (M'(x — Xo)ay(x))dS.

o0

Dokaz Uzmimo malo ¢ > 0 i posmatrajmo domenu Q. = Q\ B(x9, ¢), gdje je

Bx ) ={xecR"| |x-x°| <&}

i B(x%, €) je zatvorenje B(x", ¢), tj.
B(x%¢) = {x € R"| |x — x°| < ¢e}.

Primjenimo Greenov drugi identitet sa v = T'(x, x”) za Q.. Jasno je da je I'(x —
x%) C* glatka na R™ \ {x"}, konkretno I'(x — x°) € C*(€).). Takoder je jasno da
jeu € C*(9).

/ T x0)Su(x)dx = / AT - x°)dx+
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i /aszs (F(X - XO)% - U(X)%’jXO)) o

Prvi integral na desnoj strani zadnje jednakosti je jednak nuli, jer je I'(x — xY)
harmoni¢na na R™ \ {x"}.

Kako je granica 99, = 0QU S(x; €), gdje je S(x°,¢) sfera {x € R" : [x —x"| =
£}, imamo

/5 ['(x — x")du(x)dx = /BQ (F(x - XO)% - u(x)%;xo)) dS+

du Ol (x — x%)
J— O [ —_—_—
+/s(x0,5) (F(x X )81/ u(x) 5 ) dsS.

ou
Ii(e :/ I(x —x%)—dS
0= [ T

Neka su

ol (x — x°)
Iy(e :/ u(x)———=dS
RGeS

Dokazimo da [, (¢) — 0 kako ¢ — 0. Neka je

M = sup |Vul.
Q

Onda,
ou
ov

=|<Vu,v>|<M

n
E 8ku * Uk
k=1

jer je v jedninicni vektor. Stoga

ou

L) < L( T — x| 24 ds <

x0,e) _V
< M/ IT(x — x0)|dS.
S(x0,e)
Kako je |x — x°| = ¢, Vx € S(x’, ) imamo

L) < const 27" fS(xo,a) 1dS, n>3
! - const logsfs(xo o 1dS, n=2

_ const €, n>3
n const e|loge|, n=2
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Stoga [;(¢) — 0 kako e — 0.
Posmatrajmo sada I5(¢). Jasno je da je

0

X — X
v(x) = —m(*)
Trebamo nadi %&’)‘O), x < S(x% ).
ol (x — x?) "L Ol (x — x)
— 7 = ———y((x) =
ov(x) ; Oxy, ()
_ Xn: OP(x —x°)) [ xe—xp) _
p Oxy, |x — x0|
n 0y 5D
(anpravilo) = — 3 /(|x — x%)) 2 —EZh "Xk
2 FEFTIFEy
1 n
= —(]x— XODm D (xk—xp)° =
k=1
— ()

Kako je

1 2—n
b(r) = { (2%)&{“7“ , ako n>3
5-logr, ako n=2

imamo da je

Y(r)= w—rl_”,n > 2.

Stoga je
(]
Mx=x) 1w yxesx,e),
8V(X) Wnp

Stoga, vracajudi se sada I, imamo

o (x — x?) 1
18:/ ux—dS:——/ u(x)dS
2( ) S(x9,¢) ( ) 8V(X) wngn_l S(x9,¢) ( )

1 1
= — dsS — — Y
w,en—1 /S(XO,E) u(x)dS wpen—1 /S(XO’E)(U(X) u(x"))dS
1 /
= —u(x%) — u(x) — u(x%))dsS
o)~ i [ (00— )
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Odakle dobijamo

|12(e) + u(x")| <

1
< max [u(x) — u(x0) / 1ds
S(x9,¢)

T |x—x9|=¢ wngn_l

= m%>|< lu(x) — u(x®)| — 0 kakoe — 07,

jer je u neprekidna. Dakle, uzimajuéi ¢ — 0", dobivamo

/Q 5 D (x—x)du(x)dx = /a ) (r(x - XO)% - u(x)%}jxo)) dS—+1, ()~ Iy(2)
odakle slijedi rezultat
/Q (x — x°)6u(x)dx = /8 ) (r(x - XO)% - u(x)%;xo)) dS + u(x°).

Posljedica 2.5.3. Neka je Q2 C R" ogranicen i otvoren, 9Q) € Ctiu € C*(Q) je
harmoni¢na. Onda

Dokaz Prati iz reprezentacijske formule, jer je Au(x) = 0,Vx € €. |
zadnja formula predstavlja vrijednosti harmonic¢ne funklcije u {2 pomocu vrijed-
nosti funkcije i njenog normalnog izvoda na 9¢2. Ova formula je slicna Cauchy-
jevom integralu iz kompleksne analize.

Primjedba 2.5.4. Harmoni¢na funkcija je jedinstveno definisana pomocu njenih
vrijednosti na 0f2 ili pomocu vrijednosti njenog normalnog izvoda na 0f) (zbog
jedinstvenosti dokazane ranije). Stoga u/gq i % loq nisu nezavisne.

2.6 Primjene reprezentacijske formule

Teorema 2.6.1. Teorema srednje vrijednosti - Gaussov zakon aritmeticke sredine
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Pretpostavimo da je v € C?(Q) harmonicna funkcija i neka je B(x°,p) C Q.
Onda je
1
u(x’) = —/ u(x)dS,
|S(XO7 p)| S(x9,p)

gdje je |S(xY, p)| = w,p" ! je ‘povrsina’ sfere S(x°, p) = {x € R||x —x°| = p}.
Dokaz Kako je u € C?(B(xY, p)) mozemo primjeniti reprezentacijsku formulu

u@%zéﬁm@@ﬂ%agﬁ—r@—ﬁg%g)w

Zabilo koje x € S(x?, p) imamo da je ar(:(;,)(O) = wnplnil = |S(x10 I [(x—x%) =

¥ (p), vidi dokaz reprezenatacijske formule. Stoga

0y _ 1 w(x)dS — Ju(x)
““>‘wamméwm(”” W”mem@>

Trebamo dokazati da je
0
/ v 45 — g,
S(x9,p) 81/(x)

das.

Ovo slijedi iz Greenovog prvog identiteta - vidi dokaz teoreme 2.4.3 npr. |

Lema 2.6.2. Pretpostavimo da su uslovi zadnje teoreme zadovoljeni i pretpostavimo
da je
u(x’) = M := max u.
B(x%p)

Onda je u(x) = M,Vx € B(x°, p).

Dokaz PRetpostavimo da Ix € B(x°, p) tako da u(z) # M, §j. u(z) < M.
Kako je u neprekidna funkcija, postoji 6 > 0 tako da
u(y) < M,Vy € B(x,9).
Neka je |x — x°| =T < p. Jasno je da imamo
u(y) < M,Vy € S(x°,p),
u(y) < M,Vy € S(x°, p) N B(x,4).
Malopredasnja teorema srednje vrijednosti implicira
1 1
1S(x°, p)| 5(x9,p) 1S(x°, p)| /S(xo,p)

Kontradikcija! |

M = u(x’) = u(y)dS < M s =M
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Teorema 2.6.3. Jaki princip maksimuma Neka je 2 € R™ ogranicen, otvoren i
konektovan skup! Pretpostavimo da je u € C*(Q2) N C(Q) harmonic¢na i nekon-
stantna funkcija. Onda

min < u(x) < maxu,Vx € (0.
oQ a0

Primjedba 2.6.4. Ovaj rezultat je jaci od prethodnog maksimalnog principa, koji
koristi <.

Dokaz Prvi korak. Dovoljno je dokazati da je u(x) < maxggq u, Vx € (2, jer nam
ova nejednakost primjenjena na —u daje

—u(x) < I%%X(—u) = —min u, tj.

nggznu(x) < u(x),vx € Q.

Drugi korak. Pretpostavimo da 3x° € (, tako da u(x") = M = maxgu.
Uzmimo bilo koje y € 2. Trebamo dokazati da je u(y) = M. Kako je 2
konektovan skup, tacke x” i y moZemo povezati slomljenom linijom L koja leZi u
cijelosti u €.

Uzmimo pozitivno € < d(L, ). Uzmimo tatke x°, x', ... . x™" 1 x" =y € L
i
IxF —x* < e k=0,1,...,m— 1.

Jasno je da je zatvoreno lopta B(x*,¢) C Qi daje x**' € B(x*e),k =
0.1,....,m—1.

Kako je u(x°) = M, lema 2.6.2 implicira u(x) = M,Vx € B(x°, ¢). Konkretno,
u(x') = M. Primjenimo lemu 2.6.2 kako bismo dobilo da u(x) = M,Vx €

B(x!, ¢). Konkretno, u(x?) = M. Ponovimo ovaj argument m puta kako bismo
dobili da je u(x™) = M, tj. u(y) = M. |

Teorema 2.6.5. Neka je §) otvoren i ogranicen i neka je u € C*(S)) harmonicna
funkcija. Tada je u € C™(§2) := NpenC™ ().

Dokaz Uzmimo proizvoljno x° € €. Dovoljno je dokazati da je u C*° glatka
u okolini x°. Kako je  otvoren, 3§ > 0, tako da B(x?, p) C Q. Primjenimo
formulu reprezentacije

[ () oul) o
)= [ (00T - T G ) as v € 565
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Kako je funkcija v(y) := I'(x —y) C*° glatka svugdje u R" \ {x} i x # y u inte-
gralu, jerje x € S(xY, p),y € B(x°, p), mozemo diferencirati integral s obzirom
na parametar y beskonano mnogo puta. Stoga je u € C°(B(x",9)). |

Primjedba 2.6.6. Na sli¢an na¢in moZzemo pokazati da je harmonicna funkcija
u € C*(Q) realna analitina na ), tj. da za bilo koje x° € 2 Taylorova ekspanzija

(red) funkcije u u x° konvergira u okolini x°.

2.7 Greenova funkcija

PRetpostavimo da je €2 otvoren i ograniCen. 2 C R", gdje je 92 € Cliu e
C?(Q) je harmoni&na. Onda formula reprezentacije tvrdi da

u(x’) = / I(x — x°)Au(x)dx — / (I(x — xo)au(x))dS, vx’ € Q.

Q ov(x)

o0

Motivacija: Pretpostavimo da je h € C?({2) harmoni¢na. Onda Greenov drugi

identitet implicira
/ (h@ - u%dS> = 0.
o0 aV aV

Onda, kombinirajuci ovo, imamo

H 0
u(x®) = /aQ (U(X)# — H(x, XO)%) ds,vx’ € Q,

gdje je H(x,x") = T'(x,x°) — h(x).
Pretpostavimo da Vx° € (2 postoji harmoni¢na funkcija hyo € C?(Q) tako da
hyo = —I'(x — x%) ¥x € 9.
Tada funkcija G(x,x°) = I'(x — x") + hyo zadovoljava grani¢ni uslov G (x,x°) =
0,Vx € 0f2. Stoga imamo

N 0G(x,x°)
u(x") _/asz ( )—81/(X) ds. (2.8)

Definicija 2.7.1. Funkcija G(x,x°) = T'(x — x°) + hyo(x), gdje je hyo € C*(2)
je rjesSenje slijedeceg Dirichletovog problema

Aho = 0,Yx€Q
hyo(x) = —T'(x — x%), ¥x € 99.

se naziva Greenova funkcija Dirichletovog problema u ).
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Primjedba 2.7.2. Primjetite da je zbog rezultata jedinstvenosti rjeSenje Dirichle-
tovog problema funkcija G(x,x°) jedinstveno definisana sa {2 ako uopce postoji.

Pretpostavimo da Greenova funkcija postoji. Onda vrijede slijedeci rezultati:

Teorema 2.7.3. a



