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1. Dokažite da je
∆f = div∇f.

Kao i inače, ∆f = ∂2
1f + ∂2

2f + . . . + ∂2
nf , ∇f := (∂1f, ∂2f, . . . , ∂nf) i

div(F1, F2, . . . , Fn) :=
∑n

k=1 ∂kFk.

Rješenje. Iz defiicija slijedi da je

div∇f =
n∑

k=1

∂k(∇f)k =
n∑

k=1

∂2
kf = ∆f.

2. Dokažite da u polarnim koordinatama

x1 = r cos ϕ, x2 = r sin ϕ

Laplaceova jednačina ∂2
1u + ∂2

2u = 0 ima slijedeću formu

r−1∂r(r∂ru) + r−2∂2
ϕu = 0.

Rješenje. Lančano pravilo implicira da je

∂ku =
∂r

∂xk

∂ru +
∂ϕ

∂xk

∂ϕu. (1)

Kako je

r =
√

x2
1 + x2

2, ϕ = arc tg
x2

x1

+ const,

imamo :
∂r

∂x1

=
x1√

x2
1 + x2

2

= cos ϕ,

∂r

∂x2

=
x2√

x2
1 + x2

2

= sin ϕ,

1



∂ϕ

∂x1

= − x2

x2
1 + x2

2

= −sin ϕ

r
,

∂ϕ

∂x2

=
x1

x2
1 + x2

2

=
cos ϕ

r
.

Ove formule zajedno sa (1) impliciraju da je

∆u = ∂2
1u + ∂2

2u = ∂1

(
cos ϕ ∂ru−

sin ϕ

r
∂ϕu

)
+ ∂2

(
sin ϕ ∂ru +

cos ϕ

r
∂ϕu
)

.

Primjenjujući još jednom jednačinu (1) i izračunavši sve izvode, dobivamo
željeni rezultat.

3. Pokažite da se promjenom nezavisnih i zavisnih promjenljivih svaka jed-
načina sa konstantnim koeficijentima oblika

n∑
k=1

bk∂
2
ku +

n∑
k=1

ak∂ku + au = 0, bk > 0, k = 1, 2, . . . , n,

može reducirati u formu
n∑

k=1

∂2v(y)

∂y2
k

+ cv(y) = 0, (2)

gdje je c odgovarajuća konstanta.

Rješenje. Neka je

v(x) = exp

(
1

2

n∑
k=1

ak

bk

xk

)
u(x), tj. u(x) = exp

(
−1

2

n∑
k=1

ak

bk

xk

)
v(x).

Kako je
∂2

k(f g) = (∂2
kf)g + 2(∂kf)∂kg + f∂2

kg,

direktna kalkulacija pokazuje da (2) uzima formu

exp

(
−1

2

n∑
k=1

ak

bk

xk

)[
n∑

k=1

bk∂
2
kv +

(
a− 1

4

n∑
k=1

a2
k

bk

)
v

]
= 0,

tj.
n∑

k=1

bk∂
2
kv +

(
a− 1

4

n∑
k=1

a2
k

bk

)
v = 0.

Uzimajući xk =
√

bkyk, k = 1, 2, . . . , n dobivamo željeni rezultat sa

c = a− 1

4

n∑
k=1

a2
k

bk

.
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