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1. Neka je Ω ⊂ Rn ograničen skup i neka je Ω− := Rn \ Ω̄ = Rn \ (Ω ∪ ∂Ω).
Pretpostavite da je u ∈ C2(Ω−)∩C(Ω−), ∆u = 0 na Ω− i lim|x|→∞ u(x) =
0. Pokažite da je

max
Ω−
|u| = max

∂Ω
|u|.

[Pomoć: Primjenite princip maksimuma na skup

Ω−R := Ω− ∩ {x ∈ Rn : |x| < R}, R > 0.

i onda pustite da R→∞. ]

2. Koristeći zadatak 1 sa trećih vježbi pokažite da su funkcije

rk cos kϕ, rk sin kϕ, k ∈ N

harmonične. Ovdje je x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ.

Nad̄ite rješenje slijedećeg Dirichletovog problema za jedinični disk:{
∆u(x) = 0, |x| < 1

u(eiϕ) = a0

2
+
∑N

k=1(ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ)), 0 ≤ ϕ < 2π.

3. Neka je

f(eiϕ) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ)), 0 ≤ ϕ < 2π (1)

gdje je red apsolutno konvergentan. Dokažite da

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(eiθ) cos(kθ)dθ, bk =
1

π

∫ 2π

0

f(eiθ) sin(kθ)dθ, (2)

[Pomoć: pomnožite obje strane jednačine (1) sa cosmϕ ili sinmϕ i integri-
rajte rezultat od 0 do 2π. ]
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4. Neka je f funkcija iz prethodnog zadatka. Poažite da je rješenje Dirichle-
tovog problema {

∆u(x) = 0, |x| < 1
u(eiϕ) = f(eiϕ), 0 ≤ ϕ < 2π.

dato formulom

u(rϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)

(
1 + 2

∞∑
k=1

rk cos[k(θ − ϕ)]

)
dθ.

Dokažite da je

1 + 2
∞∑
k=1

rk cos(kω) =
1− r2

1 + r2 − 2r cosω
,

[ Pomoć: 1 + 2
∑∞

k=1 r
k cos(kω) = Re(1 + 2

∑∞
k=1)zk, z = r exp(iω) ].

Odavdje izvedite Poissonovu formulu

u(r, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)
1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
.
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