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. Neka je Q C R" ogranicen skup i neka je Q= :=R"\ Q =R"\ (QU Q).
Pretpostavite daje u € C%(Q7)NC(Q7), Au= 0na Qi limx oo u(x) =
0. Pokazite da je

max |u| = max . (1)

[Pomoc: Primjenite princip maksimuma na skup
Qp =0 N{zreR": x| <R}, R>0.

i onda pustite da R — oo. ]

RjesSenje. Prema principu maksimuma

max |u| = max |ul.
Qx R

Jednakost lim, .« u(x) = 0 implicira

|H\la>}% |u(z)| — 0 kako R — oo.

Kako je 00, = 0Q U {z € R" : |z| = R}, imamo

max |u| = max |u| za dovoljno veliko R.

QR
Uzimaju¢i R — oo dobivamo (1).

. Koristeci zadatak 1 sa trecih vjezbi pokazite da su funkcije
rkcoske, r¥sinkyp, keN

harmonicne. Ovdje je 1 = 7 cos ¢, x5 = rsin .
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Nadite rjeSenje slijedeeg Dirichletovog problema za jedini¢ni disk:

Au(x) = 0, x| <1
u(e?) = @4+ 3V (agcos(kp) + bysin(ky)), 0 < < 2r.
Rjesenje. Kako je funkcija f(z) = 2F = rFef%, 2 = 2y + iy = re

analiti¢na, njeni realni i imaginarni dijelovi Re f = 7% coske i Im f =
¥ sin k su analiti¢ne funkcije (vidi zadatak 1 sa proslih vjezbi). Onda je
linearna kombinacija

N
u(re’?) = — + Z apr” cos ko + byr® sin ko)

k=1

%o
2
takoder harmonicna. Jasno je da ova funkcija zadovoljava Dirichletov rubni

uslov

N
u(e?) = % + Z(ak coskp + bysinky), 0<p <2,
k=1
. Neka je
f(e) = % + Z(ak cos(kg) + by sin(ky)), 0 < ¢ < 27 2)

B
Il
—

gdje je red apsolutno konvergentan. Dokazite da

/ f(e?) cos(kB)db, by, = / f(e?)sin(k0)do,  (3)

[Pomoc: pomnoZite obje strane jednacine (2) sa cos m¢ ili sin m¢ i integri-
rajte rezultat od 0 do 27. ]

Rjesenje. Primjetite da

1 2w 1 2m
— / cos mp cos kpdp = o |, (cos(m — k) + cos(m + k)p)dp =
7 Jo 77

0, za m#k,
m, za m=k>0,
2m, za m=k=0,

1 2w 1 2m
— / sin my sin kpdyp = o /. (cos(m — k) — cos(m + k)p)dy =
T Jo T



0, za m#k,

m, za m==%k>0,

0, za m=k=0,
21

L[ 1
— / sin mp cos kpdp = — (sin(m — k) + sin(m + k)p)dp = 0.
0

s 27
MnozZeéi obje strane jednaCine (2) sa cos mg ili sin m, integrirajuci rezul-
tat od 0 do 27 i koristeci gornje formule dobivamo (3).

4. Neka je f funkcija iz prethodnog zadatka. PoaZite da je rjeSenje Dirichle-
tovog problema

Au(x) = 0, x| <1 4
u(e®?) = f(e*®), 0<p <2 @)

dato formulom
27 fe'e)
u(re) = %/0 f(e”) (1 +2 Z ¥ cos[k (6 — go)]> de. 5)
k=1

Dokazite da je

1—1?

1+ 2 ]{:
+ ;r cos(kw) = 1+7r2—2rcosw’

[ Pomoé: 1+ 2> rFcos(kw) = Re(1+237,)2%, 2 = rexp(iw) 1.

Odavdje izvedite Poissonovu formulu

o)=L [ pet)— LT ©
W)= on 0 ‘ 1472 —2rcos(6 — ¢)

Rjesenje. MoZemo pokazati da ako je red (2) apsolutno konvergentan onda
je

> (lak] + [be]) < oc.

k=1
U ovom slucaju je funkcija

+ Z apr” cos ko + br® sin ko)
k=1

rjeSenje dirichletovog problema (4) (vidite zadatak 2). Koristeci (3) dobi-

2T
u(re™) = %/0 f(e?)do+

3

‘ ag
u(r =
2

vamo



2 2w

1 — /
4 E r¥ ( f(e) cos kb cos kodh + f(e”) sin k6 sin kpdf :)
m
—1

0

% F(e)do + = Z / F(e?) cos k(6 — ©)db,

tj. (5) vrijedi. Dalje,

1+2irkcoskw:Re <1+2§:z’“> =Re (—1+2§:zk> =
k=0

k=1 k=1

:Rel—l—z_Re(l—i—z)(l—%): 1—1r2 |
1—=2 (1—2)(1—-%2) 1+4+7r2—2rcosw

2
=Re (—1+
1—=2

gdje je z = rexp(iw). Stavljajuéi ovo u (5), dobivamo (6).



