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Poglavije 1
Uvod

1.1 Manifest

NaSa misija:

IzuCavati druge, ne-Euclidske, geometrije i time (nadam se}rsati viSe o
samoj strukturi ove grane matematike s aksiomatske petigpek

Sta zndi rijec “geometrijd?

“Geometrija” dolazi od gtkog~yewuerpia i slozena je rijé od “yn” = “Zem-
lja”i“ perpb” = “mjera”. Stoga “geometrija” je potekla od nauke mjerenganlje
(npr, kako bi se izmjerila poljoprivredna polja). Grci sweporili ovu “primje-
njenu nauku” u Eistu matematiku” protavajl€i geometrijske objekte na abstrak-
tnom nivou (Euclidovi “Elementi” su najpoznatiji primjeryog udzbenika iz ove
oblasti, koji se koristio u ¢éionicama sve do proSlog vijeka - viSe o Elementima
jako brzo).

Kakav €e ovaj predmet bitiOvo €e biti “Cisti” kurs, ali plan je da se mozda
iskljuCe veoma teoretski ili zestoki dokazi kako bismo se foklisna “fine” ge-
ometrijske teoreme. Miutim, bice dosta definicija, teorema i njihovih dokaza.

Predznanje:

e Osnovna linearna algebra;
e Euclidska geometrija (osnovna i diferencijalna);

e Osnovi logike

1.2 Program ukratko

1. Uvod u historijsku viSu geometriju
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Hilbertov sistem aksioma

Hiperboltna geometrija

Riemannova geometrija

Neke posebne teme (ako ima vremena)
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Poglavlje 2

Euclidski 1 Hilbertov sistem aksioma

2.1 Euclidska aksiomatika

U ovoj sekcijicemo se baviti ukratko pozadinom ovog predmeta — histanijsk
razvojem aksiomatike u geometriji. Naj&#nije djelo ove oblasti je svakako
skup knjiga Euclida iz Aleksandrije — “Elementi”.

Ovaj dio predavanja dosta vjerno pratidicevu Euklidsku i hiperbotiku ge-
ometriju.

2.1.1 Deduktivha metoda

U izgradniji bilo koje valjano zasnovaneare teorije nije mogte da sve pojmove
definiSemo i sve stavove dokazemo. Da bi se odredio sadrizagiejma koriste
se drugi pojmovi, a da bi se odredio sadrzaj tih pojmova niss&oriste drugi
pojmovi , mora se pribjegavati koriStenju drugih pojmoyd, iMoramo priznati
da proces definisanja neophodna&imge pojmovima koji nisu definisani i takvi
pojmove nazivam@snovnimili nedefinisanim pojmovimaSve ostale pojmove
nazivamazvedenim ili definisanim pojmovima iskaze kojima se oddeje sadr-
Zaj izvedenih pojmova zovendefinicijama

Proces utwlivanja istinitosti nekog stavova neke teorije zépgemo stavo-
vimaciju istinitost pretpostavljamo. Takve stavove zovemsoovnim stavovima -
aksiomima Sve ostale stavou@ju istinitost izvodimo iz aksioma z\é@moteore-
mamaili dokazanim stavovima postupak njihovog dokazivanja Deanodoka-
zom

Jedna od vaznih disciplina koja se moze zasnovati u skladawsalenim prin-
cipima je logika. Pojmove logike koristimo u formulacijarakksioma, definicija
i teorema bez blizeg oddenja, a logike stavove primjenjujemo u dokazima ne
izvodeti njihovu istinitost. Prilikom izgradnje neke maten@kie discipline po-
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6 POGLAVLJE 2. EUCLIDSKI | HILBERTOV SISTEM AKSIOMA

nekad je veoma zgodno Koristiti ne samo logik& veneku na istim principima
prethodno zasnovanu matengati disciplinu. Ove discipline zv@&mopretpos-
tavljenim disciplinama

Metoda izgradnje neke discipline u strogoj saglasnostirsthpdnim princi-
pima se nazivaleduktivnonili aksiomatskom metodom na taj nain zasnovane
discipline se nazivajdeduktivnimili aksiomatskim teorijamaSam skup osnov-
nih pojmova i aksioma se naziaksiomatskim sistemom

Prilikom izgradnje neke deduktivne teorije u velikoj mjpostoji sloboda iz-
bora osnovnih pojmova i aksioma te teorije. Dva aksiomatsiteama date teorije
smatr&emo ekvivalentnim ako se svaki pojam jednog od tih dvajiesia moze
definisati pomoéu pojmova drugog sistema i ako se svaki stav jednog od tih sis
tema moze dedukovati iz stavova drugog.

Postoje tri osnovna svojstva skupa aksioma neke deduktearge koji se
uvijek zahtijevaju:

1. Konzistentnost ili saglasnost

2. Potpunost

3. Nezavisnost aksioma i osnovnih pojmova

Prvi pojam zahtjeva da se se iz sistema ne moze dedukovajampionjegova
negacija. Drugi pojam zahtjeva da se za svaka dva prativgestava bar jedan
moze dokazati. Ti@ pojam zahtjeva da se nijedan askiom ne moze deducirati iz
drugih. Za detalje vidjeti literaturu.

2.1.2 Euclidovi Elementi

Prvi pokusaji stvaranja deduktivnih teorija sezu 2000 gadi proSlostElementi
Hipokrata sa Chiosam bapisani sredinom petog vijeka pnej@pkusaj sistema-
tizacije geometrijskih znanja. Na—Zalost, ovo djelo ngéuwano, no komentariSe
se u mnogim drugim sthim anttkim djelima i smatra se osnovom svih podu-
hvata tog tipa. Naslov Elementi latinski je prevodkpg X7ovyera i u anticko
vrijeme je uobtajeno ime za deduktivho zasnovanu geometriju. Post@alogta
djela u anttkoj Grckoj koja su se bavila ovom tematikom, pogledajte Wikipedij
za viSe hstorijskih detalja ukoliko ste zainteresirani.

Neusporedivo n&jtaniju, naguveniju i najutjecajniju raspravu sa naslovom
Elementi napisao je oko 300. godine pne Euclid (oko 365 do#, (enik
Platonove akademije i osni#ageometrijske Skole u Aleksandriji. Uticaj ovog
djela je nemjerljiv i svakako je najzajniji udzdbenik svih vremena (bez pretje-
rivanja!). Stolj&€ima niko nije ni pokuSao poslije Euclida da geometriju dig
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Slika 2.1: Euklid Aleksandrijski

utemenlji, a i dan-danas se u modernim Skolama &kturadi upravo ta geome-
trija. Euclidovi elementi se sastoje iz 13 knjiga i moZetendti na engleskom
jeziku na sajtu kursa (mislim da je copyright davno istekao!

Prvu knjigu Elemenata Euclid gmje nizom definicija (ukupno 23) kojima se
uvode prvi geometrijski pojmovi poputdke, prave, ravni, ugla, kruga itd. Navest
c¢emo neke od njih.

Euclidove definicije.

(1) TaCka je ono Sto nema dijelova.

(2) Linija je duzina bez Sirine.

(3) Krajevi linije su t&ke.

(4) Prava je linija ona, koja zatke na njoj podjednako lezi.
(5) Povrsina je ono Sto ima samo duzinu i Sirinu.

(6) Krajevi povrsine su linije.

(7) Ravan je povrSina koja za prave na njoj podjednako lezi.

(8) Ugao u ravni je uzajamni nagib dviju linija u ravni koje sgeku i koje ne
leze u istoj pravoj.

(9) Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove gnayski

(10) Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa o\8va susjedna jed-
naka ugla, svaki od njih je prav, a podignuta prava zove sealarna onoj
na kojoj stoji
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(11) Tup ugao je onaj koji je \&& od pravog

(12) Ostar je onaj koji je manji od pravog

(13) Granica je ono $to je kraj ntega.

(14) Figura je ono Sto je ondeno ili jednom ili sa viSe granica.

(23) paralelne su one prave koje se nalaze na istoj ravnia &ejproduzene u
beskrajnost na obje strane ne sijeku jedna sa drugom.

Za ostale definicije vidite literaturu. Nije teSko primjetia ovo nisu stroge defi-
nicije vec samo kratka objasSnjenja elementarnih geometrijskih pegnizioZzene

s namjerom da u svjedtitaoca stvore intuitivhe predstave. Osnovne stavove ge-
ometrije Euclid je podijelio na aksiome i postulate i@td se prihvata da je Euclid
zasnovao geometriju na 5 postulata i 9 aksioma (pogledataturu). Svojom
slozeno8u se istte peti postulat, koji je izazvao podozrenje poznavaladai£u
dovog djela koji su smatrali da zbog svoje neelementarnpsti postulat treba
dedukovati iz ostalih aksioma geometrije, a nikako ne m@iiivda bude jedan

od osnovnih stavova geometrije. Zbog njegove vaznostijeogd i eksplicitno
dajemo:

Euclidov V postulat.

Ako jedna prava u presjeku sa drugim dvjema obrazuje sa itstmes dva
unutrasnja ugla €iji je zbir maniji od dva prava ugla, te dvprave ce se sjeciito
sa one strane sa koje su ovi uglovi manji od dva prava.

Mnogi su matemadiari i nal€nici nastavili Euclidov rad, i vieneki od prvih
uvidaju da Euclidovi aksiomi i postulati nisu dovoljni da se jthnzvedu sva
geometrijska twilenja. Arhimed je tako dopunio skup aksioma sa pet novih.

Medutim, sve do 19tog vijeka niko zBajno nije nadopunio Elemente na pravi
natin. Nardito se izdvajaju ispitivanja iz teorije paralelnih koja @génose na
Euclidov V postulat. Nakon mnoStva pokusSaja koji su trggaéko 2000 (!) go-
dina da se ovaj postulat dokaze iZvgostoj€ih, u 19tom vijeku je dokazano da
je Euclidov V postulat nezavisan od ostalih aksioma georeettjj djelu Niko-
laja Lob&evskog i Janosza Bolyaia je prvi put izrazena misao da jestubaat
nezavisan te da se ne moze izvesti iz ostalih postulata.

David Hilbert je u svom djelu “Osnove geometrije” koje je izdato 1899. go-
dine, geometriju zasnovao na neprotiérjem, nezavisnom i potpunom sistemu
aksioma.
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2.1.3 Hilbertov sistem aksioma ukratko

Za razliku od Euclida, Hilbert ne opisuje osnovne geonmskejpojmove. Hilbert
kaze:

“Mi zamiSljamo tri razlita sistema stvari: stvari prvog sistema nazivange ta
kama i ozndavamo ih s&, B, C, ...; stvari drugog sistema nazivamo pravama i
ozn&avamo ih sa, b, ¢, ...; stvari tre€eg sistema nazivamo ravnima i oZagamo
ih saa, 3,7, .... TaCke se nazivaju elementima linearne geometrijeCkeaprave
I ravni se nazivaju elementima prostorne geometrije. .sidike geometrije mo-
Zemo podijeliti u pet grupa: svaka pojedim@ od ovih grupa izrazava izvjesne
povezane osnovrinjenice nasSeg opazanja. [@&mo ove grupe aksioma nazvati
na slijedéei n&in:

| 1-8. aksiomi veze;

I 1-4. aksiomi rasporeda,;
[l 1-5. aksiomi podudarnosti;
IV . aksiom paralelnosti;

V 1-2. aksiomi neprekidnosti.”
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Poglavlje 3

Hilbertov sistem aksioma

U ovoj sekcijicemo se detaljno pozabaviti Hilbertovim sistemom aksioma.

3.1 Aksiomiveze/pripadanja

Za Hilberta su téke, prave i ravni tri sistema stvari koje se ne definiSu, laowji

se melusobni odnosi ozriavaju, izm€du ostalog, i ri€ju "lezati", pricemu se
“taCan i za matematke svrhe potpun” opis ovog odnosa postize pomaksioma
prve grupe ili aksioma veze ili pripadanja.

Ako triili viSe tacaka pripada jednoj pravoj, onda se nazilalinearne inace
sunekolinearne Dalje, akocetiri ili viSe taCaka pripada jednoj ravni, ondéamo
reci da sukoplanarne inate sunekoplanarne Dvije prave sWkoplanarneako se
nalaze na istoj ravni, irt@ sunekoplanarneili mimoilazne Dvije ili viSe pravih
c¢emo zvatikonkurentnimako sve sadrZe istudku. Z advije ili viSe ravnicemo
reCi da sukoaksijalneako je njihov presjek neka prava.

Aksiom | 3.1.1. Ma koje bile t&ke A i B uvijek postoji pravaz, kojoj pripada
svaka od téakaA i B.

Aksiom | 3.1.2. Ma koje bile dvije t&ke A i B, postoji najviSe jedna prava kojoj
pripada svaka od &akaA i B.

Aksiom | 3.1.3. Svakoj pravoj pripadaju najmanje dvijeCte. Postoje najmanje
tri taCke, koje ne pripadaju istoj pravoj.

Aksiom | 3.1.4. Neka suA, B i C tri taCke, koje ne pripadaju istoj pravoj. Tada
postoji ravany kojoj pripada svaka od tih &aka.

Aksiom | 3.1.5. Neka suA, B i C tri taCke, koje ne pripadaju istoj pravoj. Tada
postoji najviSe jedna ravam, kojoj pripada svaka od takaA, Bi C.

11



12 POGLAVLJE 3. HILBERTOV SISTEM AKSIOMA

Aksiom | 3.1.6. Ako dvije taCke A i B pravea pripadaju ravnic, onda svaka
taCka prave: pripada ravniv.

Aksiom | 3.1.7. Ako dvije ravnia i 5 imaju zajedniku tatku A, onda one imaju
zajedncku najmanje joSs jednu ¢&u B.

Aksiom | 3.1.8. Postoje najmanjéetiri taCke koje ne pripadaju istoj ravni.

3.1.1 Posljedice aksioma veze/pripadanja

Postoje brojne posljedice ovih aksioma¢ie je i viSe nego dobro znana iz sred-
nje Skole. Evo nekih od njih.

Teorema 3.1.9.Ako su tri tacke nekolinearne, tada su svake dvije od njidlune
sobno razliCite.

Teorema 3.1.10.Ako su Cetiri tacke nekoplanarne, tada su svake dvije dd nj
medusobno razli€ite.

Teorema 3.1.11.Postoji jedinstvena prava koja sadrzi dvije razliCiteka~
Teorema 3.1.12.Postoji jedinstvena ravan koja sadrzi tri razliCite ta&Ck

Teorema 3.1.13.Postoji jedinstvena ravan koja sadrzi dvije razliCite peakoje
se sijeku.

Teorema 3.1.14.Presjek dvaju pravih je najviSe edna tacka.
Teorema 3.1.15.Postoje dvije prave koje se ne sijeku.

Teorema 3.1.16.Dvije ravni ili nemaju zajednickih tacaka ili imaju zajeitku
pravu, kojoj pripadaju sve zajednicCke tacke te dvije iavn

Teorema 3.1.17.Ravan i prava, koja ne pripada toj ravni, mogu imati najvise
jednu zajednicku tacku.

3.2 Aksiomirasporeda

U euclidovim Elementima poredakdaka na pravoj nigdje nije izdvojen ese
podrazumjevao budiida je intuitivno bio jasno odden zahvaljujéi poredenju
duzina. Tek je C.F. Gauss primjetio 1832. godine da neketigagavove o
rasporedu tgaka na pravoj treba usvojiti kao aksiome, a da pojam “tami¢reba
rigorozno definisati.

Hilbert je pojam “izmelu” prihvatio kao jedan od osnovnih pojmova geome-
trije, a njegov potpun opis postigao pooucdruge grupe aksioma. Primjetite da se
u literaturi koristi oznaka za tralanu relaciju “izméu”. Mi ¢emo je izbjegavati
kad god je to mogge.



3.2. AKSIOMI RASPOREDA 13

Aksiom Il 3.2.1. Ako se t&ka B nalazi izmelu taakaA i C', ondasud, Bi C'tri
razne t&ke neke prave i ttka B se takale nalaziizmdu C' i A (nekad navedeno
kao odvojeni aksiomB(A, B, C) = B(C, B, A)).

Aksiom I 3.2.2. Ma koje bile dvije t&ke A i B, postoji najmanje jednat&aC,
takva dajeB izmedu Ai C.

Aksiom 1l 3.2.3. Od tri taCke jedne prave, najviSe jedna se nalazi idmestale
dvije.
Aksiom 11 3.2.4. Neka suA, B i C tri taCke koje ne pripadaju istoj pravoj i neka
je a neka prava ravnd BC', kojoj ne pripada ni jedna oddakaA, B i C. Ako
pravaa sadrzi t&ku, koja je izméu A i B, onda onda, takie, sadrzi téku koja
jeiliizmeduAi CiliizmeduBi C.

Samo se zadnji od ovih aksioma odnosi na geometriju ravrk, ssoostali
odnose na geometriju prave i nazivajuisearnim

3.2.1 Posljedice aksioma rasporeda

Definicija 3.2.5. Posmatrajmo na pravaj dvije taCke A i B. Sistem t&aka iz-
medu A i B se zoveduzi oznaCava saAB ili BA. TaCke izmalu A i B su t&ke
duzi AB, a same téke A i B sukrajnje taCkete duZi. Sve ostale sspoljasnje
taCkeduzi AB.

Primjedba 3.2.6. Nekad¢temo, radi jednostavnosti, pravu koja sadrzi du2
ozn&avati isto tako, tj, sal B.

Teorema 3.2.7.Ako suA, B, C tri nekolinearne tacke, &, (), R taCke takve da
jeB(B,P,C),B(C,Q,A),B(A, R, B), tada suP, , R nekolinearne tacke.

Dokaz KakojeB(C,Q, A), B(A, R, B) naosnovu aksioma Il1 slijedi da sitke
Qi Rrazlicite od A pa, kako se nalaze na raitim pravama, na osnovu aksiome
I2 i one ¢e biti medjusobno radite. Na isti n&in se dokazuje da sediea P
razlikuje i od@ i od R.

Pretpostavimo da sudke P, ), R kolinearne. Tada, na osnovu aksioma 113,
vazi ta&tno jedna od relacija

B(P,Q,R), B(Q,R,P), B(R,P,Q).

Budlti da time razmatranje e izgubiti na opStosti, moZemo pretpostaviti da je
B(R, P,Q). Tada suA, R, @ tri nekolinearne téke i BC' prava u ravniARQ,
koja ne sadrz#, sijeCe pravuR( u tacki P takvoj da jeB(R, P, @), a praveAQ
i AR u takamaC' i B takvim da nije ni5(Q, C, A) ni B(A, B, R), Sto protivrj&i
aksiomu 114. DakleP, ), R su nekolinearne tke. |



14 POGLAVLJE 3. HILBERTOV SISTEM AKSIOMA

/

Teorema 3.2.8.1zmalu ma kojih dviju tacaka prave postoji beskonacno mnogo
drugih njenih tacaka.

Dokaz Dokaz ove teoreme prati iz prve dvije grupe aksioma. n
Odavde direktno slijedi

Teorema 3.2.9.Svaka prava ima beskonacno mnogo taCaka.

Definicija 3.2.10. Skup kon&nog broja téaakaA, B, C, ..., P, @ i svih unutras-
njih taCaka duziAB, BC, ..., PQ je izlomljena linija, a A i ) su njenjekrajnje
taCke Ako se te krajnje téke poklapaju, onda se ta izlomljena linija zoweogo-
ugaa

Definicija 3.2.11. Ako suO, A, A" i B taCke na pravoj, i to tako da sedea O
nalaziizmelu A i A’, ali se ne nalazi izndu A i B, onda su na datoj pravojdke
Ai A’ saraznih strandaCke O, ata&ke A i B susa iste stranéaCke O.

Definicija 3.2.12. Polupravaje skup svih taaka prave, koje se nalaze sa iste
strane udene téke te prave.

Definicija 3.2.13. Poluravanje skup svih taaka ravni, koje se nalaze sa iste strane
uoCene prave te ravni.

Definicija 3.2.14. Poluprostorje skup svih téaaka prostora, koje se nalaze sa iste
strane udene ravni tog prostora.

Definicija 3.2.15. Ugao je skup dvije poluprave sa zajeckom paetnom t&-
kom.

Teorema 3.2.16.Prava koja prolazi kroz tjemel trougla ABC i sadrzi neku
unutrasnju tacku tog trougla, sijeCe njegovu stranied'.

Teorema 3.2.17.Ako jeC taCka otvorene duzi B, tada tackaD koja nije isto-
vjetna saC pripada otvorenoj duzi B ako i samo ako pripada tacno jednoj od
otvorenih duziAC'i C'B.
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Teorema 3.2.18.Neka suA, B, C tri kolinearne tacke. Presjek otvorenih duzi
ABi BC je prazan ako i samo ako jB izmau Ai C, tj. B(A, B,C).

Teorema 3.2.19.Ako je B(Ay, Ay, ..., A,), tada tatkaX koja je razliCita od
taCakaA;, Vi, pripada otvorenoj duzi, A,,, ako i samo ako pripada tacno jednoj
od otvorenih duzi; Ai + 1,i =1,2,...,n — 1.

Teorema 3.2.20.Ako je(A;Ai+1),i = 1,2,...,n — 1,n > 3 konacan niz disjnk-
tnih duZi koje pripadaju nekoj pravoj, tada j§ A;, As, ..., A,).

Teorema 3.2.21.Ako je dat ma koji broj taCaka na pravoj one se uvijek mogu
oznaCiti saA;, As, Az, Ay, As, ..., A, tako daje tactkad, izmalu A, sa jedne
strane iAs, Ay, As, ..., A, sa druge straned; izmalu A, A, sa jedne strane i
Ay, As, ..., A, itd. Osim ovog naCina oznacavanja postoji joS samo jedén;
nuti, nacin oznacavanja, koji ima isto svojstvo.

Drugim rjeCima,na pravoj postoje samo dva smjera

Dokaz Ako imamo tri t&ke, tvidenje je posljedica aksioma II3. Pretpostavimo
da je tvdenje t&no ako je broj téaka izméeu3 i m € N idokazimo da je téno i
zam + 1 taCaka.

Razmotrimo najprije pitanje broja dima na koje se skup

A = {Al,AQ, .. -;Am—l—l}

moze linearno urediti. Ako pretpostavimo daféA;, As, ..., A1) tada je i
B(Ams1, Am, -, A1). AKo jepy, po, . . ., Pma1 PErMUtacija brojeva, 2, ..., m+
1,1z

B(Ap, Apys ooy Apy)

) Pm+1
slijedi da je
A, A

1y Apmi1 — A, Apa,
jersuA; i A,,,1 jedine t&ke skupad koje nisu izméu nekih drugih dvaju tzaka
toga skupa. Budti da zbog toga razmatranjeaesizgubiti na opStosti, mozemo
pretpostaviti da je; i da jep,,.1 = m + 1. Kako je A, jedina t&ka skupad
takvadaizmdu A, i A, nema vEe t&€aka toga skupa, &&p, = 2. Ponovivsi ovaj
postupak, zakljgicemo da jep; = i,2 < i < m. Dakle, skup4 se moze urediti
ili na 0 ili na 2 naCina, pa je dovoljno pokazati postojanje jednog toglerga.
Neka jeX € AinekajeD = A\ X. Na osnovu indukcijske hipoteze skup
D = Dy, D, ..., D, semozelinearno urediti. Nekaf¥ D, Ds, ..., D,,). Tada
jeili B(X, Dy, D,,)ili B(Dy, Dy, X)ili B(D,,, X, D).
Ako je B(X, Dy, D,,) tada je na osnovu teoreme 3.2.18,D,) N (D1 D,,) =
(), pa su zbog togaina osnovu teoreme 3.2.19, @\i#d, ), (D1 Ds), . .., (Dy_1, Dpn)
disjunktne. Kako su time zadovoljeni usloviteoreme 3.208e5(X, Dy, Dy, ..., D,,).
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Ako je B(Dy, D, X), tada jeB(X, D,,, D), paje na osnovu \iedokazanog,
B(X, Dy, D1, ..., D1).

Ako je B(D,,, X, D1), tj. B(Dy,X, D,,), tada t&ka X, na osnovu teoreme
3.2.19 pripada tno jednoj duzi(D;D;,1),i = 1,2,...,m — 1. Ako je to duz
(D;,Dj11), iz teorema 3.2.17 i 3.2.20 slijedi da je

B(Dy,Ds,...,D;, X, Dj1,...,Dy).

3.3 Aksiomi podudarnosti
Ova grupa aksioma implicitno definiSe podudarnost duzi yoadnost uglova.

Aksiom 111 3.3.1. Ako su A i B dvije teCke praveu i ako je A’ taCka te iste ili
neke druge prave’, onda se uvijek na pravaj sa date stranedie A’ moze nai
taCka B’, takva da je duZi B podudarna duzd’ B’, 5to se oznéava kao

AB= A'B’

Aksiom 1l 3.3.2. Ako su duziA’'B’ i A”B" podudarne jednoj istoj duziB,
onda je i duzA’ B’ podudarna duzi” B”, .

AB 2 ABANA"B"~ AB = AB' = A"B"

Aksiom 111 3.3.3. Neka suAB i BC dvije duzi pravez koje nemaju zajedgkih
taCaka i neka su, daljed’ B’ i B’C" dvije duzi te iste ili neke druge pravé, koje
takoder nemaju zajedikih taCaka.

Ako jetadaAB = A'B"i BC = B'(,

ondajeiAC = A'C".

Aksiom 111 3.3.4. NEka je dat ugaa’hk u ravnic, pravad’ te iste ili neke druge
ravnic’ i neka je, u odnosu na praviizadana poluravan ravni. Neka je, dalje,
h’ poluprava prave’ sa p@&etnom tg&kom O’. Tada u ravni/, kroz tatku O’, u
datoj poluravni s obzirom na pravi, prolazi samo jedna polupravatakva da
je Zhk podudaran uglw h'k’, Sto se oznéava kao

Lhk = ZIE .

Svaki ugao je sam sebi podudaran.
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Aksiom Il 3.3.5. Neka suA, B i C' tri taCke koje ne pripadaju istoj pravoj i neka
suA’, B"i C' takade tri tetke koje ne pripadaju istoj pravoj. Ako je pritome

AB= A'B', AC = AC', /BAC=/BAC,

ondajei
/ABC = /A'B'C".

Na osnovu ovih i aksioma iz prve grupe se mogu dokazati mnegeime iz
geometrije na koje ste nailazili u srednjoj skoli. Navesino neke od njih.

Teorema 3.3.6. e U jednakokrakom trouglu, uglovi naspram podudarnih stra-
nica su podudarni.

¢ svih pet teorema o podudarnosti trouglova
e sve teoreme o podudarnosti trijedara

Teorema 3.3.7.Spoljasnji ugao trougla veci je od unutrasnjeg neuspoogdngla
istog trougla.

Teorema 3.3.8.Spoljasnji ugao trougla veci je od unutrasSnjeg neuspocedmngla
istog trougla.

Takader mozemo definisati pravi ugao pa stoga i normalu prave.
Teorema 3.3.9.Kroz datu taCku postiji jedna i samo jedna normala date prav

Teorema 3.3.10.Ako prava prolazi kroz tacku presjeka dvije prave i nornagi
na svakoj od njih, ona je normalna i na svakoj pravoj u raviirealenoj dvijema
pravama koje se sijeku.

Teorema 3.3.11 Kroz datu tacku prolazi jedna i samo jedna normala date ravn

Teorema 3.3.12.Kroz datu tacku prolazi jedna i samo jedna ravan koja je nor-
malna na datoj pravoj.

Teorema 3.3.13.Ako se dvije ravni, koje su normalne trecoj, sijeku, prave p
sjeka sijeCe trecu ravan i normalna je na njoj.

Teorema 3.3.14.Kroz svaku pravu, koja nije normalna na datoj ravni, prolazi
jedna i samo jedna ravan normalna na datoj ravni.

Dalje mozemo vrsiti uspod@vanje duzi i uspor@ivanje uglova i definisati sa-
biranje duZi i sabiranje uglova. Mozemo takodefinisati transformaciju podu-
darnosti.
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Definicija 3.3.15. Neka je izméu teCaka figuraF' i F; uspostavljena jednozoaa
korespodencija, pri kojoj ttkamaA, B figure I’ odgovaraju, respektivno, tke
Ay, By figure ;. ZaduziAB i A, B; kazemo da odgovaraju jedna drugo;j.
Uzajamno jednozr@na korespodencija iznde teCaka figuraF' i F; je tran-
sformacija podudarnostiako je svaki par odgovardjih duzi tih figura, par po-
dudarnih duzi. Za same figuréi F; kazemo da spodudarne F' = F1.

Teorema 3.3.16.Pri transformaciji podudarnosti, kolinearne tacke se glika-
vaju na kolinearne tacke, a komplanarne taCke na komplaatacke.
Pri transformaciji podudarnosti, ugao se preslikava na pddran ugao.

Teorema 3.3.17.Neka suA, B, C' proizvoljne nekolinearne taCke ravne figure
F', A, proizvoljna taCka ravniga, proizvoljna poluprava te ravni, sa pocetnom
tackomaA;.

Tada uvijek postoji transformacija podudarnosti figure koja preslikavaA
na A,, B na taCkuB; polupravea;, a C' na tackuC; koja pripada odrdenoj
poluravni s obzirom na pravu kojoj pripada.

lli drugacije:

Podudarnost u ravni jednoznacno je odema sa tri para odgovarajucih ta-
Caka: A, Ay; B, By; C,C tako daje

AB= A\B,, AC = A,C,, BC <= BC,.

Teorema 3.3.18.Podudarnost u ravni je, sa tathoScu do osne simetrijegdeiia
sa dva para odgovarajucih tacaké, A;; B, B;, tako da jeAB = A, B;.

NapomenaTransformacija podudarnosti se zove jd$atanje
Teorema 3.3.19.Dva trougla su podudarni ako i samo ako su

1. dvije ivice i njima zahvaceni ugao podudarni odgvacaju ivicama i uglu
drugog trougla;

2. jednaivica i na njoj nalegli uglovi jednog trougla podudaodgovarajucoj
ivici i uglovima drugog trougla

3. ivice jednog trougla podudarne ivicama drugog trougla

4. dvije ivice i ugao naspram jedne od njih jednog trougla pdarni odgova-
rajucim ivicama i uglu drugog trougla, dok su uglovi naspraviju melu-
sobmno podudarnih ivica oba oStra, oba prava ili oba tupa

5. jednaivica, na njoj nalegli ugao i njoj naspramni ugao ped trougla po-
dudarni odgovarajucoj ivici i uglovima drugog trougla.

Dokaz Lucic str. 90. |
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3.4 Aksiomi neprekidnosti

Od samih pGetaka geometrije pa sve do kraja devetnaestoga &hajjeometrij-
ska neprekidnost se podrazumjevala, kao nesto jasno sasebpd’asch je 1882.
godine u svojoj “Novijoj Geometriji” istakao neophodnostsnivanja geometrij-
ske neprekidnosti polazeod zasebnih aksioma.

Vec je Arhimed primjetio neke nedostatke Euclidske aksiokeat cilju zas-
nivanja teorije mjerenja geometrijskih figura on je u svoelwjO valjku i lopti”,
upotpunio Euclidove aksiome - izrde ostalog Eudoksovim aksiomom prestizi-
vosti na kojem se zasniva tzv. geometrijska neprikidnostélikom”. Prema
tom aksiomu konénim brojem “prenoSenja” zadate duzi na zadatu pravu moZze se
“sti€i i prestti” svaka t&ka te prave.

Neprekidnost “u malom” koja omo@ava da se dokazu stavovi od presjeku
prave i kruga i o presjeku dvaju krugovadia na Cantorovom aksiomu prema
kojem je, grubo réeno, prava “gusto ispunjena’deama.

Aksiomi neprekidnosti su dakle Arhimedov i Cantorov aksjom

Aksiom IV 3.4.1. Neka suAdB i C'D proizvoljne duzi. Tada na praveiB postoji
konaCarbroj taCakaA, A, ... A,, A, 1 koje su raspormdene tako da je

B(A, Ay, As), B(A1, A, A3), ...

pri Cemu su duzidA,, A, A,, ..., A, A, podudarne duzCD, a B se nalazi
izmedu A, i A1, 1. B(A,, B, Ayiq).

Aksiom IV 3.4.2. Neka je na bilo kojoj pravoj dat beskrajan niz duiziB,, As B, . . .
od koje svaka slijed® pripada unutrasnjosti prethodne; neka dalje, ne paktdji
koja pripada unutradnjosti svih duZi datog niza. Tada n&noj pravoj postoji
taCka X, koja pripada unutrasnjosti svake dutiiB;, A; By, A3Bs, . . ..

Navedimo prvo dvije posljedice Arhimedove aksiome, odlkogmo dokazati
drugu.

Posljedica 3.4.3 Ako je duz manja od duzb, tada postoji prirodan broj., takav
daje
(n—1)a < b < na.

Posljedica 3.4.4.Ako je duza manja od duzb, onda za svaku duz postoje
m,n € N, takvi da

m
a< —c<hb.
2n



20 POGLAVLJE 3. HILBERTOV SISTEM AKSIOMA
Dokaz Kako jea < b, na osnovu Arhimedovog aksioma postoje N takav da

1
c<2"(b—a), tj. 2—nc<b—a.
Ako je 5-¢ > a, onda je
1
a<2—nc<b—a<b

pa je dokaz gotov (m=1).
Ako je Q%C < a, onda, na osnovu prethodne teoreme, postoji rtgkav da
je
(m — 1)i <a<m—
m an <a an C.

Tada je

Definicija 3.4.5. Niz duzi A, By, A3 B, ..., A, B,, ... koji zadovoljava aksiom
3.4.2, takav da ne postoji duz koja je sadrZzana u svim duZgeniza, zvéemo
Cantorovim nizom

Teorema 3.4.6.Postoji jedinstvena tacka koja pripada Cantorovom nizu.

Dokaz Ako bi pored t&ke X Cije je postojanje pretpostavljeno Cantorovim aksi-
omom postojala jos jednadka Y koja pripada svakoj od duzi zadatog niza, onda
bi i svaka t&ka Z duzi XY takoe pripadala svakoj od duZi tog niza. Tada bi duz
XY pripadala svakoj duzi Cantorovog niza Sto nije u skladu sgayom defini-
cijom. Stoga jeX jedinstvena. |

Teorema 3.4.7.Ne postoji duz koja bi bila manja od svake duzi Cantorovog.niz

Dokaz Lucic str. 160.... |

Teorema 3.4.8. Dedekindova teorema/princip za pravuAko su sve taCke neke
pravep podijeljene u dva skupaA1 i N takva da

1° svaka tacka prave pripada samo jednom od skupoxd i NV,

2° skupoviM i N su neprazni,
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3° izmedu bilo kojih dviju taCaka jednog od tih skupova nema taCkdéje pri-
padaju drugom,

tada postoji jedinstvena tackd na pravojp takva da su sve ostale tacke skupa
M sa jedne strane te tacke, a sve ostale tatke skiza druge.

Dokaz Kako su skupoviM i N neprazni, postoje &e M, i N, koje, redom,
pripadaju tim skupovima. Neka j& srediste duziV/; V;.

TadasS; pripada pravop, pa stoga, ha osnovu uslog pripada téno jednom
od skupova\ i . Ako tatka.S; pripada skupuV, ozn&icemo je sd/,, a tatku
N, saN,, a akoS; pripada skupuV, ozn&icemo je saV,, a M, salMs.

Neka jeS, srediste duzi/, N,. Ponavljaji&i postupak dobivamo nid/;, Ny |1 2
zatvorenih duZzi od kojih svaka duz sadrZi slijedel tom nizu. Takav niz zv@mo
nizom polovina duzi.

Dokazimo da ne postoji duz koja je sadrzana u svim duzimatkaisanog
niza polovina. Ako bi, naprotiv, postojala takva duzonda bi za svaké bilo
x < M Ny, a kako je, prema konstrukciji niza,

MiN;, = (1/25 1M, Ny,

goos

bilo bi
T < (1/2k_1)M1N1, t] Qk_ll' < MlNl,\V/k’,

Sto protivrj&€i Arhimedovom aksiomu. Dakle nia/, N,] je Cantorov, pa postoji
jedinstvena téka X koja pripada svakoj duZi niza polovina duZi.

Iz konstrukcije niza polovina duzi slijedi da su svéka niza(M)x—12.. Sa
jedne strane t&ke X, a sve téke niza(/Ny)x—1 2. Sadruge. Dokazimo da su i sve
ostale téke skupaM sa jedne téke X, a sve ostale ke skupa\ sa druge.

Tatka X pripada samo jednom od skupa¥d i NV, recimo skupuV. Ako je

N € N proizvoljna t&ka razltita od X, tada je ona sa stradé sa koje su i téke

gooe

goor

Dakle, postojala bi teka skupaM izmedju dviju t&aka skupaV'.

Ako je pak, M proizvoljna t&ka skupaM, tada ne moze bitB (M, X, M)
jer bi postojala téka skupaV izmedju dvaju téaka skupa\1.

Dakle, postoji jedinstvenatéa X takva da su sve ostalette skupaM sa
jedne strane t&ke X, a sve ostale tke skupaV sa druge.

Za taku X kazemo da razdvaja skupoxd i . |
Zataku X kazemo da razdvaja skupoxd i .

Teorema 3.4.9.Ako se Dedekindov princip za pravu uzme kao aksiom, onda se,
pod pretpostavkom da su zadovoljene prve tri grupe aksiomogu dokazati Ar-
himedov i Cantorov aksiom.
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Dokaz Arhimedovog aksiomaPretpostavimo da Arhimedov aksiom nij&sa,

tj. da postoji beskor@n niz podudarnih duzi; A, = A,A; = ... koje sve
pripadaju duziAB. 1zaberimo takav rasporeddaka na pravod B da je t&ka A
ispredB i podijelimo sve téke praved B na dva skupa. U prvi skup stavimo onu
taCku koja je ispred neke t&e A,,, pa posSto jed,, proizvoljna t&ka, to znéi da
jeiispred t&akaA, 1, A, 2, ..., audrugi skup sve ostaletiee praveAB.

Tada svaka t&ka pripada jednom i samo jednom skupu. Svaki skup ima ta-
Caka, tj. nije prazan, i to prvi skup imadiee A, A,, A, ... a drugi t&ku B.

Dalje, svaka téka prvog skupa je ispred svak&ka drugog skupa. Prema
tome, uslovi Dedekindovog principa su zadovoljeni, StoCzda postoji téka C
koja vrSi presjek. Jasno je daCia C' ne moze pripadati prvom skupu. Ona je
dakle t&ka koja stoji ispred svih taaka drugog skupa.

Na osnovu aksioma 3.3.1, postojcka D koja je ispred” takva da je

CD = A1Ay = AjAs= ...

Kako je D ispredC', ona ne moze pripadati drugom skupu. To pak, prema defini-
ciji prvog skupa, zné da je t&fka D ispred neke teke A,,, pa dakle, iispred,, ;.
Drugim rjeCima, t&ke A,,, A,,.; suizma@uC'i D, Stozn&idajeCD > A, A, 1.
Kontradikcija. |
Dokaz Cantorvog aksiomaPosmatrajmo niz duzii; B, A;B-, ... tako da je

uvijek duzA, 1 B, sadrzana u duzi,, B,,, a ne postoji duz koja pripada svakoj
duZi ovog niza. Treba pokazati da postofgka koja pripada svakoj duzi ovog
niza.

Izaberimo na uenoj pravoj: smjer takav da je uvijek tka A,, ispred t&ke
B,,. Podijelimo ta&ke praven na dva skupa, tako dadikea pripada prvom skupu
ako je onaispred nekedke A,,, pa dakle i ispred takaA,, .1, A, 12, . ... Udrugi
skup stavimo sve ostalediee. Odmah se vidi da svakaCta pripada jednom i
samo jednom skupuida prvi skup sadrzikaA,, A,, ..., adrugi skupBy, Bs, . ..
tj. svaki skup nije prazan. Isto tako je jasno da sikéaprvog skupa ispreddaka
drugog skupa. Prema tome, svi uslovi Dedekindovog prinsipaadovoljeni, pa
postoji t&kaC' koja vrSi presjek.

Kako prvi skup nema zadnji element, tajeprva tatka drugog skupa, tj. &a
C jeizasviht&akaA,, A,,..., A,,..., aispred svih téakaB, B, ..., B,, .. ..

Drugim rjeCima, t&ka C' pripada svakoj duzi,, B,,. |
Na osnovu ovoga slijedi

Teorema 3.4.10.Aksiomi neprekidnosti Hilbertovog sistema aksioma suvekvi
lentni Dedekindovom principu za pravu.
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3.4.1 Posljedice aksioma neprekidnosti

Na osnovu ovih aksioma moze se zasnovati mjerenje duzi vaglo

Definicija 3.4.11. Mjeromili duzinom duznazivamo funkcijuL koja svakoj duZzi
a dodjeljuje pozitivan realan brdj(a), a zadovoljava slijed® uslove:

1° postoji duz kojoj je mjera 1,

2° mjere podudarnih duzi su rdasobno jednake,

3° ako sua, b, ¢ tri duzi takve da jer + b = ¢, onda je
L(a) + L(b) = L(c).

Broj L(a) nazivamamjerom duzii, a duzCija je mjeral nazivamagedinic-
nom

Teorema 3.4.12.Mjera L duzi ima slijedeCe osobine
(a) DuZa je manja od duzb ako i samo ako je.(a) < L(b).
(b) DuZzi su podudarne ako i samo su im mjeredosobno jednake.

(c) Ako sua, b, c tri duzi takve da jer — b = ¢, onda je

(d) Ako jek € Nondaje
) 1 1
L(ka) =kL(a) i L )= ?L(a)

Slijedece tri teoreme nam omogavaju da uvedemo metriku.

Teorema 3.4.13.Neka je funkcijal mjera duzi. Funkcija’ je takale mjera duzi
ako i samo ako postoji pozitivan realan brbtakav da jel’ = \L.

Dokaz Ako je L' = AL, lako se dokazuje da jel’ mjera duzi. Dokazimo
obratno.

Pretpostavimo zato da j& mjera duzi, zatim da je, jednicna duz mjerd. i
A = L'(ap) i dokaZimo da je za svaku du¥B,

L'(AB) = AL(AB).
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Kako je za svaki prirodan braj
1
AB < AB + 2_16&0’

tadace na osnovu teoreme 3.4.4 postojati prirodni brojeyii 2"+ koji zavise od
brojak takvi da je

mp 1
AB < ZTkao < AB + Z—kao.
Budlti da suL i L' mjere, bte
mp 1
L(AB) < g < L(AB) + 5
| 1
L'(AB) < ;”T’ZL'(%) < L(AB) + o L'(ay).
Dakle, bte
lim — = L(AB)
k—oco 27k
paje

L(AB)L(ao) = lim %L’(ao) — [/(AB).
Stoga je za svaku duzB
L'(AB) = A\L(AB).
Dakle,L/ = \L. |

Teorema 3.4.14.Ako je ay proizvoljna duz, onda postoji jedinstvena mjeta
takva da jeL(ag) = 1.

Dokaz Lucic str. 169. [ |

Teorema 3.4.15.Ako je L zadata mjera, onda za svaki pozitivan realan bfoj
postoji duZz takva da jeL(a) = a.

Dokaz Lucic str. 169. [ |

Ako mjeru duziAB nazovemaastojanjemizmedu tefakaA i B i ako pret-
postavimo da je mjera nula duzi, nula, onda je na td@jima apsolutni prostor
uvedena metrika. Ako sa

pL(A7 B)

obiljezimo uvedeno rastojanje izmhe taCakaA i B, onda je
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C

Slika 3.1: Nejednakost trougla

1° pr(A, B) = 0 ako i samo ako su tke A i B istovjetne,
2° pL(A7 B) = PL(B> A)’
3° pL(A7 B) + pL(Ba C) > pL(A7 C)
Prve dvije tvrdnje se dokazuju direktno, adasslijedi iz teorema 3.4.12 i teorema:

Teorema 3.4.16.Zbir dvaju ivica trougla je veci od njegove trece ivice,azlika
dvaju ivica trougla je manja od njegove trece ivice

Dokaz Neka je ABC proizvoljan trougao iD tacka polupraveB A takva da je
B(B,A,D)i AC = AD. Tada je/BCD > /BCAi LACD = ZBDC odakle
slijedi da je/BCD > /BDC, pa je, kako je jedna ivica trougla & od druge
ako i samo ako je naspram njediveigao (LIEIi€ str 89),BD > BC i prema tome
AB + AC > BC.

Da bismo dokazali drugi dio teoreme, pretpostavimo dage> AB. BudLti
da je, na osnovu dokazanog dijela teore€, < AB + BC, bice AC — AB <
BC. |

U potpunoj analogiji sa pojmom mjere duzi se uvodi i pojamere ugla

Definicija 3.4.17. Slénost PreslikavanjeP lika ® na lik " zvatemoslicnoScu
ako postoji pozitivan realan bréjtakav da je za bilo koje dvije &e X i Y lika
d

p(P(X),P(Y)) = kp(X,Y).
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A A 1 An

C(1 n—1 Cn

Slika 3.2: Zbir unutrasnjih uglova trougla

Drugim rjeCima tim preslikavanjem se svakim dviemaékamaX i Y lika ¢ do-
djeljuju tatke X' i Y” lika ¢’ takve da jeX'Y’ = kXY . Broj k se zovekoefici-
jentom slicnostP. Ako postoji sltnost kojom se neki likb preslikava na neki lik
®’, za ta dva like&temo ré&i da suslicnii pisacemo

O~ P
Takader mozemo dokazati slijede teoreme:

Teorema 3.4.18 Ako prava prolazi kroz tacku u unutrasnjosti kruznice, sipace
tu kruznicu u dvjema tackama.

Teorema 3.4.19.Ako kruznica prolazi kroz tacku u unutrasnjosti i krozkiegpo-
ljlasSnjosti druge kruznice, ona sijeCe tu drugu kruznicwjetha tackama.

Teorema 3.4.20.Zbir unutrasnjih uglova trougla ne moze biti veCi od zbinzad
prava ugla.

Dokaz Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji trougaBC Ciji je zbir unutras-
njih uglova ve&i od 7. Obiljezimo saC, (s, . . ., C,, taCke polupravé BC'), takve
daje
B(B,C,C,Cs,....C,) i BC=CC,=...2C,10C,,
asad;, Ay, ..., A, taCke sa one strane pra¥®_' sa koje je téka A, takve da je
ANABC = NACCL =2 NA,C1Cy = ... =2 ANA,C, 10,
vidi sliku. Tada je, na osnovu prvog stava o podudarnostigiava,

ANACA; = NAC1Ay = . =2 ANA, 1CL 1Ay,

pajeAA; =2 AjA, = ... =2 A, 1A,. Uztojei/LBAC > ZA,CA jer je po
pretpostavci, zbir uglova u trouglu ABC &eod 7, pa je zato, (zboginjenice da
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ako su ABC i AB'C’ dva trougla kod kojih jeAB = A’B'i AC = A'C’, tada je
BC > B'C" akoisamo aka’A > £ A"), BC > AA;. Kako je

BA+4+nAA +AC = BA+AA +.. .+ A, 1A, +A,C, > BC, = (n+1)BC,
za svaki prirodan braj bice

n(BC — AA;) < BA+ AC — BC,
Sto protivrj&€i Arhimedovom aksiomu budiida je BC' — AA; > 0. Dakle, zbir

unutraSnjih uglova trougld BC' ne moze biti véi od 7. |

Teorema 3.4.21.Ako postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglovaonda je
zbir unutrasnjih uglova svakog trougla takodjer

Dokaz Lucic str. 176. ]

Teorema 3.4.22.Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova jednakako
I samo ako svaka prava upravna na jednom kraku bilo kojegpgatigla sijece
drugi krak tog ugla

Teorema 3.4.23.Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova mjedma&ko
i samo ako za svaku taCkl i pravu a koja je ne sadrZi, u njima oddenoj ravni
postoji jedinstvena prava, koja sadrrzi tackuB i saa hema zajednickih tacaka.

Dalje ovecetiri grupe aksioma dopustaju wenje koordinatnog principa za
pravu, ravan i prostor - dakle dopustaju zasnivamjalitiCke geometrijetj.

Teorema 3.4.24 Izmedu uredenog skupa svih tacaka prave i demnog skupa svih

realnih brojeva, moze se uspostaviti uzajamno jednoznkérespondencija, tako
da se odgovarajuci elementi nalaze u istovjetnim odnosasporeda.

3.5 Aksiom paralelnosti
Prije svega potsjetimo se definicije

Definicija 3.5.1. Dvije prave suparalelneako pripadaju istoj ravni, a nemaju
zajednckih tataka.



28 POGLAVLJE 3. HILBERTOV SISTEM AKSIOMA

Egzistenciju paralelnih pravih je lako dokazati i to koettsamo prve tri
grupe aksioma:

Neka imamo pravid B i taCku P na njoj. Neka jep prava koja prolazi kroz
tacku P i neka suP’ i P” dvije taCke pravep, takve da jeP’ izmedjuP i P'.
Na osnovu aksioma podudarnosti, uvijek postoji prdVB’ koja prolazi krozF”,
takva da je

/P"P'B'~ /P'PB.

U tom slitaju ne postoji téke S zajedncke pravimA’B’ i AB, jer bi u trouglu
S PP’ jedan spoljasnji ugao bio podudaran unutrasnjem neuporediglu, Sto je
s obzirom na razultate iz Sekcije 3.3, nemogu

Ovim smo dokazali slijed®u

Teorema 3.5.2.Kroz svaku tacku, koja ne pripada datoj pravoj, prolazi ysa
koja joj je paralelna.

Dobro su poznati iz srednjoSkolskih dana pojmovi naizngeit, suprotnih i
saglasnih trouglova. Na osnovu toga, prethodnu teorem@emoZormulisati i na
slijedeci n&cin:

Teorema 3.5.3.Ako dvije prave pri presjeku sa trecom obrazuju podudamien
mjenicne ili podudarne saglasne uglove, ili je pak zbir duprotna ugla jednak
zbiru dva prava ugla, te dvije prave su paralelne.

Slika 3.3: Saglasni (1-5,2-6,3-7,4-8),Naizmjéami(1-7,2-8,3-5,4-6),Suprotni (1-
8,2-7,3-6,4-5), Naporedni (1-2),(2-3),(3-4),(4-1)

Dakle, egzistencija paralelnih pravih je posljedica pmegtupe aksioma.
Znataj aksioma paralelnosti je u tome Sto ona zahtjeva

Aksiom V 3.5.4. Kroz taku van date prave moze prolaziti najviSe jedna prava
paralelna datoj pravoj.

S obzir na vé dokazano, imamo slijeda
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Teorema 3.5.5.Kroz taCku koja ne pripada datoj pravoj, uvijek prolazi jedi
samo jedna prava paralelna datoj pravo.

Definicija 3.5.6. Geometrijski sistem, koji se zasniva na £ata skupa aksioma

i aksiomu paralelnosti 3.5.4, zove geometrija Euclidali elementarna geome-
trija. ProstorCije taCke, prave i ravni stoje u medjusobnim odnosima, tako da
su zadovoljeni zahtjevi svih aksioma Hilbertovog sistemasveEuclidski pros-

tor. TaCke i prave svake ravni tog prostora zadovoljavaju zahtgaile navedenih
aksioma; Takva ravan se naziZaclidska ravan

Medju teoremama koje su posljedice aksioma paralelnogbidiano prije svega

Teorema 3.5.7(Peti Euclidov postulat)Ako dvije prave pri presjeku sa trecom
obrazuju suprotne uglove, Ciji je zbir razliCit od zbirgaprava ugla, one se sijeku
I to sa one strane sjecCice sa koje je taj zbir manji od zbira drava ugla.

Dokaz Zaista, nekasdB i A’ B’ dvije prave koje prava sijeCe u t&¢kamaP i P’
respektivno. 1z aksioma podudarnosti slijedi da kr@ktaP’ prolazi jedna prava,
A”B" recimo, takva da je zbir suprotnih uglova, koje ona i praMa obrazuju
sa pravony, jednak zbiru dva prava ugla. S obzirom na naprijed izlozenava
A”B" je paralelna pravofl B, a s obzirom na aksiom paralelnosti, to je i jedina
prava koja prolazi kroz t&ku P’ a paralelna je pravoj B.

Dakle, pravad’ B’ mora sjé&i pravu AB. Da se taj presjek mora nalaziti sa
one strane pravg sa koje je zbir suprotnih uglova manji od zbira dva pravaugl|
slijedi iz Teoreme 3.4.20, prema kojoj zbir dva unutraSrgéaurougla ne moze
biti veci od zbira dva prava ugla. |

Posljedica 3.5.8.Peti Euclidov postulat nije samo posljedica aksioma pdrale
nosti, on mu je ekvivalentan Dakle ne samo da se Euclidov postulat moze doka-
zati na osnovu aksiooma Hilbertovog sistema, nego se i mkgaralelnosti moze
dokazati koristeci prve 4 grupe aksioma i V Euclidov patul

Dokaz Zaista, ako se dvije pravéB i A’ B’ koje u presjeku sa pravopobrazuju
suprotne uglovéiji je zbir razlicit od zbira dva prava ugla, uvijek sijeku, onda
kroz tatku P’ prolazi samo jedna prava koja ne sgepravuA B (koja joj je dakle
paralelna) — ona koja sa pravaAB pri presjeku sa pravom, obrazuje suprotne
ugloveciji je zbir jednak zbiru dva prava ugla. |
Jos neki ekvivalenti aksioma paralelnosti su:

Teorema 3.5.9.“Zbir uglova svakog trougla jednak je zbiru dva prava ugla |
ekvivalentno aksiomu paralelnosti.
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Dokaz Dokaz teoreme “Zbir uglova svakog trougla jednak je zbira gvava
ugla” je srednjoskolski materijal, g@mo stoga samo dokazati obratno tvrdjenje.
Pretpostavimo dakle da su zadovoljeni svi aksiomi gigri grupe Hilber-
tovih aksioma i tvrdjenje “Zbir uglova svakog trougla je#rja zbiru dva prava

ugla”.

Neka imamo pravy i van nje t&ku P. Neka jeP P’ normala izP nap, ap’
normalna uP na PP’. Pravay’ je paralelna pravgy. Treba dokazati da je ona i
jedina takva prava koja prolazi krozCteu P, tj da svaka druga pravBE sijeCe
pravup.

U tu svrhu u@imo na pravop tacke A, Ay, A,, ..., A, takve da je

PP '~ P'A PAx~AA,,... ,PA, = A, |A,.

U trouglu P’ P A zbir uglova je2d, gdje sad ozn&avamo pravi ugao. No, taj je
trougao pravougli i jednakokrak, Sto Znala je/PAP' = d/2.
S druge strane/ PAP’ je spoljasnji ugao trougl®# AA;. Kako je trougao
PAA, jednakokrak, a zbir njegovih uglovad, to je /P A A = d/(22).
Nastavljajui ovaj postupak, dobijamo da je

LPALA, | = LPA,P =d/(2").

Za dovoljno velikon, taj ugao je manji od uglé koji pravaPE zaklapa sa'.
S druge strane, u pravouglom troughf’ A,, zbir uglova je2d, pa je ugao koji
obrazuju praveP A, i p’ podudarary P A,, P'. Drugim rijeCima, ma kako bio mali
ugaod koji prava PE obrazuje sa pravom, kroz tatku P’ uvijek prolazi neka
prava koja sijée pravup u taCki GG, a sap obrazuje ugag < ¢. Dakle, pravaP £
ima taaka u unutrasnjosti trougldP’'G i stoga sij€e njegovu suprotnu starnicu
P'G, tj. pravup. Dakle, svaka prava koja prolazi kroZta P a razlCita je od
pravep’ sijeCe pravup. QED. |

Teorema 3.5.10.Tvrdjenje “Postoji trougao Ciji je zbir uglova jednak zhbidva
prava ugla” je ekvivalentno aksiomu paralelnosti.

Teorema 3.5.11.Ako je zbir uglova jednog trougla jednak zbiru dva prava ugla
onda je zbir uglova svakog trougla jednak zbiru dva pravaugl

Teorema 3.5.12.Tvrdjenje “Postoji prost Cetverougao (n-tougao) Cijigbir uglova
jednak zbiru Cetiri prava ugla (2d(n-2))” je ekvivalentiasiomu paralelnosti.

Teorema 3.5.13.Tvrdjenje “Kroz svaku unutrasnju taCku ostrog ugla uvigk
moze povuci prava koja sijeCe oba kraka tog ugla” je ekmino aksiomu para-
lelnosti.
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Teorema 3.5.14.Tvrdjenje “Ako prave: i b sijeku pravup, tako da jen normalna
nap, ab nije, pravaa i b se uvijek sijeku” je ekvivalentno aksiomu paralelnosti.

Teorema 3.5.15.Tvrdjenje “Kroz ma koje tri nekolinearne tacke prolazi kru
nica” je ekvivalentno aksiomu paralelnosti.

Definicija 3.5.16. Cetverougaol BC'D seSakerijev Eetverougao ako su hjegovi
uglovi koji nalijezi na stranicuA B pravi, a stranicedD i BC', susjedne stranici
AB podudarne.

Teorema 3.5.17.Srednja linija Sakerijevog Cetverougla je zajedniCkamala
njegovih osnovica, a uglovi nalegli na njegovu gornju osocesu podudarni.

Teorema 3.5.18.Tvrdjenje “U ravni postoje tri kolinearne tacke koje su ped-
nako udaljene oda date prave” je ekvivalentno aksiomu pnaisti.
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Poglavlje 4

Hiperboli Cha geometrija

Kao Sto je vé& spomenuto, Euclidska geometrija je geometrijski sist@jn de
zasniva na Hilbertovom sistemu aksioma. Pojavljuje seddj problem: ako
se neki od Hilbertovih aksioma zamjeni tvrdjenjem koje jetrjeCno u@cenom
aksiomu, da li tako dobijen skup aksioma obrazuje novi gisaksioma, tj. da li
se na osnovu tog skupa aksioma moze izgaditi geometrigstanikoji je nepro-
tivrjeCan i potpun?

Ako postoji pozitivno riSenje problema, novoobrazovarometrijski sistemi
se nazivajwne-Euclidske geometrije

Mi Zelimo pokazati da takve geometrije postoje i obratitspbnu paznju na
neke od njih, péevsi of hiperbolinog geometrijskog sistema, koji se od Euclid-
skog razlikuje u aksiomu paralelnosti.

4.1 Uvod u hiperbolicnu geometriju

Od Euclidovih vremena pa sve do 19. vijeka niSta se sustmigkpromijenilo i
mnogi pokusSaji rjeSavanja Petog Euclidovog Postulata talidsezuspjesni. Ga-
uss je 1816. godine rekao :

“Malo je predmeta u podiiju matematike o kojima se toliko pisalo koliko o
nedostatku kod utvrdjivanja teorije paralela. Rijetkogjeokoja godina da se ne
nadje neki novi pokuSaj kako bi se ta praznina ispunila. A igleo h&emo da
govorimo otvoreno i poSteno, ne moZemoirga sni u sustini te stvari otisli dalje
od Euclida prije 2000 godina.”

No nije trebalo dugo da séeka do konénog rasvjetljenja ovog problema,
no ono je bilo u neskladu sa predrasudama koja su étwigesputavale generacije
Euclidovih sljedbenika. Tridesetih godina 19. vijeka, dblé§ Lobaevskii Janosz
Bolyai, nezavisno jedan od drugoga, predlazu da se teaigginih utemelji na
aksiomi koja negira peti Euclidov postulat. Oni su izgreidibriju koja se poslije

33
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pokazala onoliko logiki valjana koliko i Euclidska geometrija.

Prvi put je zasnovana neka teorija u kojoj se ne moZze pozizattiglednost,
zashovana je geometrija u kojoj postojéka B i pravaa koja je ne sadrzi, takve
da u njima odredjenoj ravni postoji viSe od jedne prave kaj@ra ta&ku B, a s
pravoma nema zajediikih tacaka ().

Nije iznenadjuj@e da njihove zamisli nisu za njihova Zivota doZivjele paizn
nje koje zasluzuju. Samo je Gauss razumio dubinu i dalekasthjihovih ideja,
budLti da su se one podudarale sa njegovim zamislima iz ranijitingo Zanim-
ljivo, Gauss je znao za radove obojice, no nije nijednog ikpdznao s radom
drugog.

4.1.1 Aksiom Lobaevskog
Zamijenimo u Hilbertovom sistemu aksioma aksiom paralgtirnsa:

Aksiom V 4.1.1. U ravni, kroz t&ku B van praves, prolaze najmanje dvije prave
koje ne sijeku datu pravu.

Za t&ku B i pravua kazemo da imaju svojstvo Lobavskog.

Kako je aksiom 4.1.1 protivrigan aksiomu paralelnosti Hilbertovog sistema
aksioma, to se geometrijski sistem zasnovan na petgi grupe aksioma Hil-
bertovog sistema aksioma i aksiomu Lobaskog 4.1.1 razlikuje od Euclidske
geometrije.

Definicija 4.1.2. Geometrijski sistem zasnovan na poetiri grupe aksioma Hil-
bertovog sistema, izloZenih u sekcijama 3.1, 3.2, 3.3 iiZksiomu Lob&evskog
4.1.1, naziva sgeometrija Lobacevskag hiperbolicna geometrijaProstorcije
taCke, prave i ravni stoje u medjusobnim odnosima koji zadaveju zahtjeve
aksioma prveetiri grupe aksioma Hilbertovog sistema i aksioma Lawskog se
zovehiperbolicni prostor U svakoj ravni tog prostoradéie i prave zadovoljavaju
zahtjeve gore navedeinh aksioma ; takva ravan se zipegboliCna ravan

Ako bi u hiperboltkom prostoru postojale ¢&a i prava koje zadovoljavaju
aksiom paralelnosti 3.5.4, onda bi na osnovu teoreme 3vakasta&ka i prava
koja je ne sadrzi zadovoljavale isti aksiom, Sto protigirjgksiomu Lobaevskog
4.1.1. Dakle, vazi slijed® tvdrdjenje:

Teorema 4.1.3.Za svaku tacku hiperbolickog prostora i praulkoja je ne sa-
drzi, u njima odredjenoj ravni postoje bar dvije prave kogggze tackuBm a sa
pravoma nemaju zajednickih tacaka.

Drugim rjeCima, postojanje implicira opStost. Stoga za svakikwiaB hi-
perboltnog prostora i pravu koja je ne sadrzi, poluprave s tiemendsrkoje su
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paralelne pravaj nisu komplementne, pa u hiperbikpj geometriji postoje dvije
prave koje sadrZe ¢&u B i paralelne su pravaj. ZatocCe i ugao paralelnostitae

B u odnosu na pravu biti ostar. Stavise, ovo tvdjenje je ekvivalentno aksiomu
Lobatevskog.

Na osnovu Legendreovih teorema 3.4.20 i 3.4.21 neposreadiiemo da us-
tanovimo da je aksiom Loltavskog ekvivalentan tvrdjenju da je zbir unutraqv
snjih uglova bilo kog trougla manji od. Stogace u hipeebofinoj geometriji
spoljasnji ugao proizvoljnog trougla biti @eod sume njegovih dvaju unutrasnjih
susjednih uglova.

Zbir unutrasnjih uglova bilo kojeg 4-ugla hiperbirie ravni bte manji o,

a zbir unutrasnjih uglova bilo kojeg prostog ravnegougla hiperboline ravni
je manji od(n — 2)7. Odatle slijedi i da su uglovi na protivosnovici Sakerijgvo
Cetverougla takodjer ostri.

Ovim smo dokazali slijedau:

Teorema 4.1.4.Slijedeci iskazi su ekvivalenti aksiome Lobacevskog:
1. Ugao paralelnosti je oStar.
2. Zbir unutrasnjih uglova svakog trougla je manji od
3. Zbir unutrasnjih uglova svakog prostog ravnog Cetvgtaye manji od2r.
4. Uglovi na protivosnovici Sakerijevog Cetverougla strios

5. Postoji prava u ravni ostrog ugla koja je upravna na jedrknaku tog ugla,
a ne sjeCe njegov drugi krak.

Dokaz Sve osim téke (6) smo vé adresirali, a za tku (6) koristimo Legendre-
ove teoreme - vidi Laic poglavlje 23. |

Podudarnost trouglova

U apsolutnoj geometriji bilo je mo@ge dokazati pet stavova o podudarnosti tro-
uglova. Pored pet navedenih stavova, u hipedboli geometrijiCe vaZiti jos je-
dan, takozvangesti stav o podudarnosti trouglokajim se karakteriSe hiperboli-
Ski prostor.

Teorema 4.1.5.Dva trougla su podudarna ako i samo ako su im odgovarajuci
uglovi medjusobno podudarni.
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Dokaz Pretpostavimo da su uglovi kod tiemedaB, C trouglaABC' podudarni
redom uglovima kod tjemend’, B’, C’ trougla A’B'C'm a da iviceAB i A'B’
nisu medjusobno podudarne,tvea je jedna od njih \& od druge. Ako je, npr.
AB > A'B’, tada izmedju téaka AB postoji t&ka K takva da jeAK = A'B’.
Neka jeL tatka polupravé AC') takva da jeAL = A’C’. Tada je na osnovu prvog
stava o podudarnosti trouglovasAK L = AA’B'C’, pa su uglovi kod tiemena
Ki L trouglaAK L podudarni uglovima kod tiemenai C trouglaABC.

Ako bitatke A i L bile s iste strane pravBC, onda bi uCetverougluBC' LK
zbir unutradnjih uglova biér, Sto je nemogee. Ako t&ke A i L ne bi bile sa iste
strane prave3C, onda bi duZ K L] sjekla duzBC] u tecki P (koja ne mora biti
razlicita odC, dakle ni odL), pa bi u trougluB P K spoljasnji ugao kod tiemena
K bio podudaran unutrasnjem uglu kod tjemenasto je takodjer nemog@e.
Dakle, nijeAB > A’B’. Naisti n&in nije ni AB < A'B’, pajeAB = A'B’.
Stoga su, na osnovu drugog stava o podudarnosti, trouglsvi' i A’B'C" me-
djusobno podudarni. |

Pretpostavimo da j@ slicnost kojom se duZ B preslikava na du2l’ B’. Ako
se tom slEnou tatka C' koja ne pripada pravojl B preslikava u téku C, tada
ce uglovi trouglovaABC i A’B’C" biti podudarni, pace, na osnovu prethodne
teoreme, bitiAB = A’ B’. Ovim smo dokazali slijedi

Posljedica 4.1.6.U hiperbolickoj geometriji svaka sliCnost je podudarh@k
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4.2 Paralelnosti hiperparalelnost

4.2.1 Paralelne prave

. Vet u apsolutnoj geometriji jebilo moge dokazati osnovne osobine paralelnih
pravih, prije svega transmisibilnosti, simetriSnostairtzitivnosti relacije paralel-
nosti. Hiperboleku geometriju karakteriSu neke osobine paralelnih prigjima

se ona bitno razlikuje od Euclidske geometrije. U Eucligsi@ometriji kopla-
narne prave su bile paralelne ako i samo ako su disjunktnegka kvidistanta
je bila prava. U hiperbotikoj geometriji osobine pravih se sustinski razlikuju od
navedenih.

Teorema 4.2.1.Ako je B tjeme proizvoljne poluprave paralelne nekoj praugj
K proizvoljna tacka te poluprave, &’ i K’ podnoZzja upravnih i i K na pravoj
a,ondajeK K’ < BB'.

a B K’

Dokaz Neka je t&ka poluprave (B'B) takva da j¢B’ = K K'. Budlti da su u
CetverougluB’ K’ K L uglovi kod tjemenaB’ i K’ pravi, a iviceLB’ i KK' me-
djusobno podudarne, uglovi kod tiemeRai L bice medjusobno podudarni (te-
orema 3.5.17) i oStri (teorema 4.1.4). Kako je uz to u¢gdo K’ tup jer je njemu
naporedni ugao oStar,dka L pripada ugluBK K’, dakle i duziBB'. Stoga je
KK' =2 LB < BB |

Teorema 4.2.2.Ako sua i b medjusobno paralelene prave, groizvoljna duz,
tada na pravojb postoji jedinstvena tackd kojoj je L' podnoZje upravne na
pravoja takva da jeL L’ = |.
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Dokaz Neka je K proizvoljna t&ka praveb, K’ njena upravna projekcija na
pravoja a N tacka polupraved K'K) takva da jeN K’ = [. Pretpostavimo da su
taCke K i N medjusobno raztite, bud&i da bi u suprotnom, dokaz teoreme bio
zavrsen.

Obiljezimo san’ polupravucije je tiemeN, paralelnu pravamai b, a sam
pravu koja ne sadrzi’ a paralelna je pravaj. Pravam sijeceb jer jen’||b. Ako je
M presjek pravim i b, a M’ podnozje upravne i2/ na pravoja, L taCka prave
b takva da suM L = M N, a L' podnozje upravne iZ naa, onda su trouglovi
MNM' i MLM' podudarni jer su simeftni u odnosu na pravi?d/ M’, pa su i
trouglovi N K’ M’ i LL' M podudarni iz istog razloga. Daklé’ = NK’' = |.

Jedinstvenost tke L se dokazuje direktnom primjenom teoreme 4.2.1.1

Teorema 4.2.3.U hiperbolickoj ravni jedistvena prava upravna na jednommku,
a paralelna sa drugim krakom ostrog ugla.

Dokaz Ako bi svaka prava upravna na jednom kraku oStrog aglasjekla drugi
krak, onda bi, na osnovu jedne od Legendreove teoreme, ubloigEkoj ravni
postojao trougao kome je zbir ugloxasto je nemogte. Stoga téke poluprave
moZemo da podijelimo u dva skupd i V, takva da za svaku¢hu M skupaM,
pravam koja je upravna na sijeCeq, a za svaku tgku N skupaV\ pravan koja je
u tacki NV upravna na, nema zajediikih taCaka sa polupravom Primjetimo da
su skupoviM, N neprazni i da svaka ¢&a poluprave pripada jednom od njih.
Budlti da se jednostavno dokazuje da izfugaaka jednog od tih skupova

nema té&aka drugog, ispunjeni su uslovi Dedekindove teoreme zappave, pa
postoji jedinstvena t&ka S koja razdvaja skupov#1 i N. Ta tatka pripada skupu
N, jer bi u suprotnom, pravakoja je u t&ki S upravna na sjeklag u nekoj taki
R pa, ako bil" bila tecka takva da j&(O, R, T'), pravat koja sadrzil" i upravna je
nap, sjekal bi polupravy u tecki 7" takvoj da je3(O, S, T"). Odatle bi slijedilo
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da d&ka S ne razdvaja skupovét i N.

?/y n

Dakle, pravas je upravna na i nema zajedrikih tataka sa polupravom.
Obiljezimo sas’ onu od polupravih na koj& razlaze pravuws, koja je sa one
strane prave) S sa koje je poluprava, i dokazimo da jg||s’. Neka jeL pro-
izvoljna te€ka u konveksnom uglgiji su kraci (SO) i s’. Ako je L van oStrog
uglapg, neporedno se dokazuje d&L) sijeCeq. Stoga pretpostavimo da pri-
pada uglw/pq i sa P obiljezimo podnozje upravne iz nap. Kako jeOS L oStar
ugao, t&ka P pripada duzD S, pa zato prava’ L sijeCeq u nekoj t&ki (). PRava
SL pripada ravni trougl&® P(Q), sijeCe njegovuP(), a ne sijée ivicuOP, pa, na
osnovu Paschovog aksiomaijeCe ivicuOQ. Dakle,(SL) sijeteq, pajeq||s’. B

Teorema 4.2.4.Ako su prave: i b medjusobno paralelne, upravna projekcija
jedne na drugu je otvorena poluprava.

Dokaz VjeZba - pom@ koristiti prethodnu teoremu. |

4.2.2 Hiperparalelne prave

U hiperbol€noj ravni poluprave’ i ¢’ koje sadrze proizvoljnu tku A i paralelne
su nekoj pravog kojoj ne pripada téka A, nisu komplementne, pa pravgripada
konveksnom ugly'q’. Stoga prave i ¢ koje sadrze poluprave i ¢’ respektivno,
razlazu ravan kojoj pripadaju na dva para unakrsnih ugl8va.prave koje sadrze
taCku A i pripadaju onom paru unakrsnih uglova kojem pripada i praggeku
tu pravu. One prave koje ne pripadaju tom paru unakrsnihvagsa pravom
nemaju zajedidkih taCaka. Bud@i da takvih pravih ima neograitenom mnogo,
imamo slijedée tvrdjenje:

!Prisjetimo se - Paschov aksiom je posljiedniji aksiom rastsoh®



40 POGLAVLJE 4. HIPERBOLCNA GEOMETRIJA

Teorema 4.2.5.U hiperbolicnoj ravni postoji neograniCeno mnogo prakibje
sarze proizvoljnu tacku, a sa nekom pravomkojoj ne pripada tackal nemaju
zajednickih tacaka.

Za sva prave hiperbdlhe ravni koje sadrze ¢ku A, ne sijeku pravu i nisu
paralelne toj pravoj, & ¢emo da jehiperparalelngpravoja. Ako je b’ proizvoljna
poluprava koja pripada pravéji za njucemo r&i da je hiperparalelna pravaj

U hiperbol€noj geometriji vaze osobine transmisibilnosti i sim@atosti rela-
cije hiperparalelnosti pravih, odnosno imamo slijealsva rezultata:

Teorema 4.2.6.Ako polupravan’ sadrzi polupravu/’, tada je jedna od tih polu-
pravih hiperparalelna pravog ako i samo ako joj je hiperparalelna i druga.

Teorema 4.2.7.Ako je pravac hiperparalelna pravop, onda je i pravab hiper-
paralelna pravojc.

Dakle mozZzemo r& da su dvije pravenedusobno hiperparalelne

Neposredno se moZze provijeriti da tranzitivnost ne vrijgglidvije prave koje
sadrze neku t&ku B i hiperparalelne su pravajnisu me&lusobno hiperparalelne.

Dvije prave upravne nadoj medusobo su hiperparalelne. DOkazimo da vri-
jedi i obratno:

Teorema 4.2.8.Postoji jedinstvena prava upravna na dvjemadusobno hiper-
paralelnim pravama.

Dokaz Neka sw: i b medjusobno hiperparalelne praveproizvoljna t&ka prave
b, ap’ i ¢’ poluprave sa zajedékim tiemenompP paralelne pravog. Na osnovu
teoreme 4.2.3, postoje jedinstvene prave, u tatkamasS i 7' upravne na pravoj
b, koje su paralelne polupravamai ¢'.
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Neka jeM srediSte duzT, n prava koje sadzh i upravna je u téki N na
pravoja. Neka suk i [ prave koje sadzé/, takve da je: paralelna pravamai s,
al pravama i t. Centralnom simetrijons,, svaka od pravilt i [ se preslikava na
sebe, prave i t jedna na drugu. Stoga su prakve [ paralelne i pravo i pravoj
t, pa je pravab osa refleksije kojom se pravei [ preslikavaju jedna na drugu.
Kako se i osnom refleksijori,, pravek i [ preslikavaju jedna na drugu jer su obje
paralelne pravog, praveb i n €e biti melusobno upravne.

Ako bi pored prave: joS neka pravan bila upravna i na pravaj i na pravojb,
onda bi te dvije prave bile disjunktne jer bi u protivnom ithiojve predjéne ta&ke
postojala dvije upravne na prawaj Tada bi svaki od uglovéetverougl&ije ivice
pripadaju pravama, m, b, n bio prav, $to je nemoge.

|
Iz dokaza prethodne teoreme direktno slijedi da je upravopekcija pravez na
pravojb otvorena dusT'. Dakle:

Teorema 4.2.9.Ako su prave: i b hiperparalelne, upravna projekcija jedne na
drugu je otvorena duZz.

4.2.3 lzometrije hiperbolicke ravni

Vet u apsolutnoj geometriji je bilo moge utvrditi da su osna i klizna refleksija
jedine indirektne izometrije ravni. U hiperbokoj, kao i u Euclidskoj geometriji
mozemo da klasifikujemo direktne izometrije.

Ako su dvije hiperboline ravni ne sijeku, onda su one ili thesobno paralelne
ili hiperparalelne. Stoga, ako nije ni rotacija ni trangkacdirektna izometrije
hiperboltne ravni je kompozicija osnih refleksija u odnosu na dvijelus®bno
paralelne prave. Takvu trasformaciju zoveparalelnim pomjeranjem

Teorema 4.2.10.Ako nije identicnost, direktna izometrija hiperboliCrevni je
ili rotacija, ili translacija ili paralelno pomjeranje.

Istaknimo jo$ jednom da su sve izometrije hiperbod ravni: idenfinost,
osna refleksija, rotacija, traslacija, paralelno pomjgraklizajuca refleksija.

4.2.4 Prave iravni u hiperbolicnom prostoru

Ako pravap sa ravnir nema zajedikih taCaka, tada je ona paralelne prayoj
koja sadrzi njenu upravnu projekciju ma ili je sa tom pravom hiperparalelna.
Tada isti odnos pravaima sa ravnir.

Iz definicija i teorema 4.2.4 1 4.2.9 neposredno slijedi dageavna projekcija
pravep koja je paralelna ravnt, na toj ravni otvorena poluprava, a da je njena
projekcija nar otvorena duz ako je prayahiperparalelna ravnt. Ako pravap



42 POGLAVLJE 4. HIPERBOLCNA GEOMETRIJA

ne pripada ravnir vet je sije&€e, njena projekcija na €e biti ta&tka ako je prava
upravna nar, a otvorena duz ako nije.

Teorema 4.2.11.Postoji jedinstvena prava upravna na dviemadugobno hiper-
paralelnim ravnima.

Dokaz Neka sua i g dvije medusobno hiperparalelne ravni, nekajjgavan
upravna tim dvjema ravnima i neka su b prave duz kojivy sijeCe redome i
S. Kako su ravni i  medusobno hiperparalelne, takée biti i pravea i b pa,
na osnovu teoreme 4.2.8, postoji jedinstvena prakaja je u t&kamal i N
upravna na pravamai b. BudLti da pripada ravni koja je upravna na ravnima
a i fiupravna je na pravamai b duz kojih ravany sijeCe ravnia i 3, pravan je
upravna i naravniv i na ravnig.

Ako bi poredn i pravan’ bila upravna u tékamaM’ i N’, na ravnimac i
5, svi uglovi ravnogcetverouglaM N N’ M’ bi bili pravi, Sto je u hiperbotkoj
geometriji nemogce. |

Primjedba 4.2.12. Svaka ravany’ koja je upravna i hav i ha § ¢e sadrZavati
pravun.

Teorema 4.2.13.Broj pravih neke ravnin koje sadrze neku tackd te ravni i
paralelne su nekoj ravnt, nije veci od dve. StaviSe , taj broj ¢e bltil ili 0 ako
i samo ako se ravni i 7, redom, sijeku, paralelne su ili su hiperparalelne.

Dokaz Ako se ravnia i 7 sijeku duz neke prave i ako ta&€ka A ne pripada
p, tada postoje dvije prave koje sadrZei paralelne su pravop, pa su stoga
paralelne i ravnir. Kako je prava koja sadrl paralelna pravgy ako i samo ako
je paralelna ravnir, postoje samo dvije prave koje sadrkeéparalelne su ravnt.
VaZzi i obratno, ako postoje dvije prawd b ravni « koje sadrZe t&ku A te ravni i
paralelene su ravni, tada se ravni i 7 sijeku.

Zaista, ako su’ i b’ upravne projekcije pravih i b na ravnir, ap prava te
ravni paralelna polupravamd i 0" koje pripadaju pravimai b, a paralelne su
pravamau i b, tada prave, b, p pripadaju jednoj ravni, pa se ravaii 7 sijeku duz
pravep.

Ako su ravnia i 7 hiperparalelne i ako je ravan koaj sadrziA upravna na
objema, tada se prava koja sad#zi paralelna jer, bud\ti da ne pripada ravni,
refleksijom u odnosu na tu ravan preslikava na prakoja je paralelna ravni.
Stoga postoje dvje prave koje sadrzé paralelne su sa, Sto je nemogce.

Dakle, ako su ravniv i 7 hiperparalelne, nema pravih u ravnkoje sadrzed
i paralelne su sa. Obratno, ako u ravni nema pravih koje sadrzé i paralelne
su sarr, tada se te dvije ravni ne mogu &jgjer bi tada u ravnix postojale dvije
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prave paralelne ravai, a ne mogu biti ni paralelne budida u svakoj téki jedne
od dvaju paralelnih ravni postoji prava koja je paralelnagdy.

Ako su ravnia i 7 paralelne, ravam koja sadrziA i upravna je na ravnima
a i 7 sijeCe a i w duz pravih koje su paralelne, pa stoga postoji pravavni «,
koja sadrziA i paralelna je ravnir. Ako bi postojala joS jedna pravaravni «
koja sadrziA i paralelna je ravnir, tada bi se, na osnovu prethodnog, ravmir
sjekle. Dakle, ako su ravnii 7 paralelne, u ravni postoji jedinstvena prava koja
sadrZi neku téku te ravni i paralelna je ravni. Obratno, ako u ravniv postoji
jedinstvena prava koja sadrZtta A te ravni i paralelna jer, tada se ravnivi 7
ne sijeku, a nisu ni hiperparalelne, pa su stoga, paralelne. |

4.3 Asimptotski poligoni i poliedri

4.3.1 Poligoni sa nesvojstvenim tiemenima

Ako dopustimo da dvije susjedne ivice poligona ne budu dugg, dvije malu-
sobno paralelne poluprave, dobijeni lemo zvatinesvojstvenim poligonom sa
jednim nesvojstvenim tjiemenomopustéemo da poligon ima i viSe nesvojstve-
nih tiemena, a nemo iskljiti ni mogucnost da dva susjedna tjemena poligona
budu nesvojstvena. Poligon koji ima bar jedno nesvojstifme zv&emone-
svojstveninili asimptotskim poligonomPretpostawiemo da je mjera ugla kod
nesvojstvenog tiemena nula.

Asimptotski trougao moze imati jedno, dva ili tri nesvopta tiemena. 1zdvo-
jicemo nekoliko svojstava takvih trouglova koja su analoggldm vet poznatim
stavovima iz geometrije trougla.

Teorema 4.3.1.Spoljasnji ugao’ kod svojstvenog tjemend trougla kome je
tieme N nesvojstveno, veci je od unutrasnjeg ugl&od svojstvenog tjiemena
tog trougla.

Dokaz Ako biuglovia’ i 5 bilimedusobno podudarni, prava koja sadrzi srediSte
duZi AB i upravna je na pravap N, bila bi upravna i nad N, Sto je nemogge,
jer bi tada polupravel N i BN bile hiperparalelne.

Ako bi bilo o/ < 8, u uglug bi postojala poluprava sa tiemenonB3 koja sa
polupravomBA zahvata ugao podudaran uglt Kako je (BN)||(AN), polu-
pravap bi sjekla(AN) u nekoj t&ki P, pa bi u trougluAd B P spoljasnji ugao kod
tiemenaA bio jednak unutraSnjem uglu kod tiemeBasto je nemogece. Dakle,

o > . |
Drugim rjeCima, zbir unutrasnjih uglova nekog nesvojstvenog trojgylaanji od
.
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Teorema 4.3.2.TrougloviABN i A’B’ N’ sa nesvojstvenim tiemenimai N’ su
medusobno podudarni ako i samo ako su

e (a) malusobno podudarni uglowv i A"iivice ABi A'B’,

e (b) ugloviA i B podudarni uglovimad’ i B’.

Dokaz

e (a) Ako pretpostavimo da trouglod BN i A’B’N’ nisu me&lusobno po-
dudarni, vé da je jedan od uglov# i B’, recimo B, veti od drugoga,
tada bi poluprava sa tiemenon®B koja sa polupravoniB A) zahvata ugao
podudaran uglu3’, bila paralelna polupravgjAN), pa bi postojale dvije
poluprave sa zajedtkim tiemenomB, paralelne polupravdjAN).

A A

/p\ . ﬁ N
A A

/é/\ . g\ N

—

e (b) Ako bi jedna od iviceAdB i A’B’, recimo ivicaAB bila veta od druge,
tada bi postojala t&ka C' duzi AB takva da jeAC = A’B’ i jedinstvena
poluprava(C'N) paralelna svakoj od iviceAN) i (BN). U tom sliEaju bi
asimptotski trouglovidC N i A’ B’ N’ bili podudarni, pa bi u asimptotskom
trouglu C BN spoljasnji ugao kod tiemend bio podudaran unutrasnjem
uglu kod tiemena3, Sto je nemogce.

|
BudLti da prethodna teorema vrijedi i u posebnontaju kad je jedan od asimp-
totskih trouglova pravougli, neposredno se pokazuje daigifedece tvdenje:

Teorema 4.3.3.Ako suABN i A’B'N’ asimptotski trouglovi sa nesvojstvenim
tiemenimaN i N’ i pravim uglovima kod tiemen& i B’, tada su uglovid i A’
toh dvaju trouglova m@usobno podudarni ako i samo ako4d3 = A’'B’.
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Refleksijom u odnosu na pravu koja sadrzi jedino svojstvmd A asimp-
totskog trouglad M N i upravna je na naspramnoj iviéi/ N tog trougla, trougao
AMN se preslikava na trougad/N M. Stoga, iz prethodne dvije teoreme slijedi:

Teorema 4.3.4.Dva asimptotska trouglal M N i A’M’N' sa nesvojstvenim tje-
menimaM, N, M’, N’, su podudarna ako i samo ako su im uglavi A" medu-
sobno podudarni.

Da bismo dokazali da postoji trougao kome su sva tri tiemessvajstvena,
pretpostavimo da su i b dvije madusobno paralelne prave. Iz dokaza teoreme
4.2.4, slijedi da postoji prava upravna na pravaj, a paralelna pravoj. Re-
fleksijom S,, pravab se preslikava na sebe, a pravaa neku pravu: paralelnu
i pravoj a i pravojb. Pravea, b, c €e biti ivice asimptotskog trougla kome su sva
tiemena nesvojstvena. Budlwda pravan razlaZze taj trougao na dva asimptotska
trougla, kojima su uglovi kod jedinih tiemena pravi, iz retine teoreme slijedi
da vazi:

Teorema 4.3.5.Bilo koja dva trougla kojima su sva tjemena nesvojstvenaeu m
dusobno podudarni likovi.

Prave upravne na jednoj, a paralelne drugim dvjema ivicaskagnasimptot-
skog trougla kome su sva tri tiemena nesvojstvena, sjekunekaj taki S koja
se nazivasrediStentog trougla. Poluprave sa tjemendsrkoje su paralelne ivi-
cama tog trougla razlazu ravan kojoj pripadaju na trdos®obno podudarna ugla.
Svaki od trouglovaA BC' kojima su tjemena na trima polupravama takva da je
SA =SB = SC je pravilan.

4.3.2 Funkcija LobaCevskog

ZahvaljujLEi teoremi 4.3.3, mozemo definisati funkciju kojom svakogidd B
mjerex dpdjeljujemo ugao! mjerell(x). Tu funkciju koja sku@R ™ nenegativnih
realnih brojeva preslikava u interv@l, v /2), nazivamdunkcijom Lobacevskog

Teorema 4.3.6.Ako je A’ tacka polupravé BA), onda jeA’B > AB ako i samo
ako jell(A'B) < II(AB).

Dokaz Neka jeN zajedncko tjeme trougoval BN i A’BN kojima je zajedrki
ugaoB prav. Ako jeA’'B > AB, iz teoreme 4.3.1 primjenjene na asimptotski
trougaoAA’'N slijedi da jell(A’'B) < II(AB).

Obratno, ako jdI(A’'B) < II(AB), onda ne moze biti n'B = AB zbog
teoreme 4.3.3, nil' B < AB zbog teoreme 4.3.1. |
Dakle, funkcijall(z) opada odr/2 do 0 kadx raste od) do occ.
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4.3.3 Poliedri sa nesvojstvenim tiemenima

Ako dopustimo da pljosni nekog poliera budu poligonske pos@ nesvojstvenim
tiemenima, dobijeni likkemo zvatasimptotskim poliedronKao i u sliEaju poli-
gona ivice asimptotskog poliedra gi@e da budu poluprave ili prave u zavisnosti
od toga da im je samo jedno tjeme nesvojstveno ili oba.

Pretpostavimo da j§ srediSte nekog pravilnopg poliedraga as, . . ., a,, po-
luprave sa tiemenor§ koje sadrze tjemena tog poliedra. Asimptotski poliedar
kome su ivice prave paralelne parovima polupravih sk{ipaas, . .., a,} koje
sadrZe susjedna tiemena bilo koje pljosni tog poliedr&enepravilnim asimp-
totskim poliedrom Budlti da su pravilan tetraedar pravilan heksaedar, pravilan
oktaedar, pravila dodekaedar i pravilan ikosaedar jedawimi poliedri apsolut-
nog prostora, svakom od njite odgovarati jedan pravilan asimptotski poliedar
hiperbolitkog prostora.

4.4 Modeli hiperbolicke ravni i prostora

4.4.1 Poincareov disk model

Neka je zadat prizvoljan krug Euclidske ravni.

Nazovimo taj krugapsolutom njegovu unutrasnjogi-ravni, a svaku taku
h-ravni, nazovimd-tackom

Ako je proizvoljan krug (ili prava) Euclidske ravni upravaa apsoluti, njegov
presjek sa-ravni nazovimd-pravom

Tacke u kojima taj krug (ili prava) sifge apsolutu z\v@emokrajevimate h-
prave.

Svaki segment kruga (ili duz prave) koji je upravan na apgatija tiemena
pripadajuh-ravni, nazvéemoh-duzi a segment toga kruddje je jedno tjeme na
apsoluti, a drugo pripadaravni, nazvaemoh-polupravom

Prvo od tih tiemena z\e@mokrajem, a drugotjemenom h-poluprave.

Neposredno se provjerava daprava razlazei-ravan na dvije oblasti koje
zovemoh-poluravnima. Tuh-pravu zv&emorubom poluravni
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Dvije h-poluprave koje imaju zajeddko tjeme razlaza-ravan na dvije oblasti
koje nazivamd-uglovima a te dvije poluprave nazivankwacimatog h-ugla

Ako su A, B, C tri h-taCke koje ne pripadaju jednajpravoj, tada skup koji
¢ine duziAB, BC, AC nazivamah-trouglom a analogno definiSemo pojam ugla
h-trougla. Ovaj proces mozemo produziti da obuhvati h-pigke linije, h-
poligone, ugao h-poligona, h-poligonske povrsi, h-trialagije, itd.

Inverzijom u odnosu na krug upravan na apsoluti ili refleksijom u odnosu na
pravuk upravnu na apsoluth-ravan se preslikava na sebe. Restrikciju te inverzije
nah-ravan zvaemobh-refleksijom.

Osom te h-refleksije zvatemo h-pravu koja pripada krugu (ili pravoj)
Svaka poluravan kojoj je rub osa neke h-refleksije tom h4ksijlem se preslikava
na njoj komplementnu h-poluravan.

Uvodenju pojmah-podudarnosti prethodi nekoliko rezultata koji se odnase n
refleksije

Teorema 4.4.1.Za dvije razne-taCke A i B postoji jedinstvena-refleksija ko-
jom se te dvije taCke preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz Lucic str. 279-280. [

Teorema 4.4.2.Ako se dvijei-prave sijeku, tada postoje dvijerefleksije kojima
se one preslikavaju jedna na drugu, a ako su disjunktne, padoji jedinstvena
h-refleksija kojom se one preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz Neka suk i k&’ krugovi koji sadrze zadatle-prave. Ako su zadate prave di-
sjunktne i krugovi i £’ su disjunktni ili se dodiruju u &ki koja pripada apsoluti.
Stoga postoji inverzija kojom se ti krugovi preslikavajdaa na drugi.

Kako krug inverzije pripada pramenu kojem pripadajuk’, on e biti upra-
van na apsoluti. Dakle, postoji jedinstvehaefleksija kojom se zadate prave
preslikavaju jedna na drugu.

Ako se krugovik i k' sijeku, tada postoje dvije inverzije kojima se ti krugovi
preslikavaju jedan na drugi, pa postoje i dvijeefleksije kojima se zadate prave
preslikavaju jedna na drugu.

Osa jedne od tih dvajl-refleksija pripada krugs upravnom na apsoluttjje
je srediste presjek zajedtih tangenti krugova: i &/, a osa drugé -refleksije
pripada krugw’ koji sadrzi presjéne ta&ke krugovak i k' i upravan je na krugu
S. |
Iz prethodna dva rezultata diketno slijedi

Teorema 4.4.3.Postoji jedinstvenai-refleksija kojom se dvijé-poluprave sa
zajedniCkim tiemenom preslikavaju jedna na drugu.
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Za h-taCku koja se razliku od dvajutakaA i C reci cemo da jeh-izmelutih
dviju taCaka i piséemo
Bh(A7 B> C)
ako h-taCka B pripadah-duzi AC. Za par té&aka(A, B) reCi cemo da jeh —
podudaran paruh-taCaka(C, D) i pisacemo

(A,B) =" (C, D)

ako postoji nizh-refleksijaciji proizvod preslikava pafA, B) na par(C, D). Pro-
izvod tih h-refleksija zv&emoh-podudarnoscili h-izometrijom h-ravni

Teorema 4.4.4.Zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog- trougla je manji odr.

Dokaz Ako je ABC h-trougao iO srediSte apsolute, tada postajrefleksija
kojom se téka A preslikava naD, ata&ke B i C naD i E respektivno.

Tom refleksijom se uglovk-trougla ABC' preslikavaju na njima podudarne
ugloveh-trouglaODE, ah-duzi AB i AC se preslikavaju na-duziOD i OF
koje pripadaju prénicima apsolute.

Kako su uglovi kod tiemend® i F h-trougla maniji od uglova kod istih tje-
mena (euklidskog) trougl@ D E, zbir unutrasnjih uglova-trouglaO D E bit ce
manji odr. Stogace i zbir uglovah-trouglaABC biti manji od . |

Teorema 4.4.5.h-ravan je model hiperbolicke ravni.

Dokaz Dokazimo najprije da pojmovi-taCke,h-prave,h-izmedu i h-podudarnosti
parova téaka zadovoljavaju sve aksiome apsolutne planimetrije.

BudLti da svaki krug sadrzi bar dvijedke i da postoji jedinstven krug upra-
van na apsoluti koji sadrzi dvije razneka, bte zadovoljene tri aksioma pripa-
danja: svaka-prava sadrzi najmanje dvije razhetacke; postoji najmanje jedna
h-prava koja sadrzi dvijé-taCke; postoji najviSe jedna-prava koja sadrzi dvije
razneh-tacke.

Ako taCke jedneh-prave nazovema-kolinearnim, a téke koje ne pripadaju
jednojh-pravojh-nekolinearnim, tada-ravan sadrzi najmanje thi-nekolinearne
taCke. Stoga je zadovoljen i posljednji planimetrijski aksiprve grupe.

Neposredno se provjerava da su zadovoljene i prvi aksiasporeda, jer: ako
jeBL(A, B,C),tadasuA, B, C trirazneh-nekolinearne téke; ako jeB,() A, B, C),
tada je3,(C, B, A).

Ako je B, (A, B, C), tada nijeB;, (A, C, B).

Ako suA, B dvije razneh—taCke, tada postofi-tackaC takva da je3, (A, B, C).

Ako suA, B, C trirazneh-kolinearne téke, tada jeili5, (A, B, C)ili B,(B,C, A)
ili B,L(C, A, B).
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Nije teSko provjeriti da vazi i Paschov aksiom: akasu3, C tri h-nekolinearne
taCke i ako jep h-prava koja ne sadrZi-taCku A i sijeCe praveBC' u tacki P tak-
voj da je3,(B, P, (), tada t&ka A pripada ili onojh-poluravni sa rubomp kojoj
pripada i t&ka B ili onoj h-poluravni kojoj pripada tekaC'.

h-pravap Ce sj&€i h-pravuC' A u h-taCki ) takvoj da jeB, (C, @, A) ili h-pravu
AB u h-tacki R takvoj da jeB, (A, R, B).

Iz definicijeh-podudarnosti neposredno slijedi da vazi prvi aksioroergrupe:
ako suA, B, C, D h-tatke takve da j¢ A, B) =" (C,D)i A = B, tadajeC' = D.

Relacijah-podudarnosti zadovoljava drugi aksiom batda za zadate-tacke
A, B postoji h-refleksija kojom se te dvijé-taCke preslikavaju jedna na drugu
(teorema 4.4.1).

Dakle, ako suA i B bilo koje dvije h-tatke, tada je(A4, B) =" (B, A).
Kako je svaka inverzija involucija, toé aksiom se direktno provjerava: ako su
A, B,C, D, E, F h-tatke takve da j¢ A, B) =" (C,D)i (A, B) =" (E, F), tada
jei (C,D) =" (E,F).

Da bismo dokazali da vazi peti aksiom podudarnosti, prégvaso da su
A, B dvije razneh-tacke, a da je tieme nekeh-polupravec. Tada, na osnovu
teoreme 4.4.1, postoji jedinstvehaefleksija kojoj se téka A preslikava u téku
C.

Neka se tomh-refleksijomh-polupravaAB preslikava na neké-polupravu
e, ata&kaB u taCku F te poluprave.

Kako postojih-refleksija kojom seh-polupravec i e preslikavaju jedna na
drugu, tomh-refleksijom sei-tatka E' preslikava u neku-tacku D. Dakle, ako
SuA i B dvije razneh-taCke i C-tieme nekeéi-poluprave, tada na téj-polupravoj
postojih-tatka D takva da jg 4, B) =" (C, D).

StaviSe, téka D je jedinstvena (vjezba).

Dokazimo da vazi i Sesti aksiom podudarnosti. U tom cilj@tpostavimo da
se urdeni par(A, B) preslikava nekonk-podudarno8u na uréeni par(A’, B').
Ako seh-taCkaC koja ne pripada-pravoj AB preslikava tonfh-podudarnou u
h-tatku €', tada je(A, C) =" (A", C")i (B, C) =M (B, C").

U h -poluravni sa rubom!’ B’, kojoj pripadaC’ postoji jedinstvena-tacka
koja zadovoljava te uslove jdr-podudarnostuva h-uglove budéi da ih Cuva
svaka inverzija (i refleksija).

Dakle, (A, B) =" (A", B'), (B,C) =" (B',C")i (C,A) =" (C', A"), tada
postoji h-izometrija koja urdenu trojku(A, B, C') preslikava na um@enu trojku
(A’, B',C"). StaviSe, ta izometrija je jedinstvena.

Da bismo dokazali i sedmi aksiom podudarnosti, pretpostaxda suA, B, C
i A, B',C" dvije trojke h-nekolinearnih téaka i D i D’ taCke h-polupravihBC
i B'C' takve da je(A, B) =" (A", B, (B,C) =" (B',C"), (C, A) =h (C', A),
(B,D) =" (B, D").
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Kako postoji jedinstvena-izometrija koja urdenu trojku(A, B, C) presli-
kava na urdenu trojku(A’, B’,C"), tom h-izometrijom se téka D preslikava
u tacku D’ jer nah-polupravoj B’C" postoji jedinstvena-tatka D takva da je
(B,D) =" (B', D), paje stoga A, D) =" (A", D").

Konatno, dokazimo iCetvrti aksiom podudarnosti: ako sui C’ taCke h-
duzi AB i A'B’ takve da je(A4,C) =" (A’,C"), (B,C) = (B',("), tada je i
(A, B) =" (A, B).

Zaista, budai da nah-polupravojA’ B’ postoji jedinstvena-tackaC’ takva da
je (A, C) =" (A, C"), adanah — polupravoj C' B’ postoji jedinstvena —tatka
B, takva da je(C, B) = (C', B'), h-izometrijom kojom se ur@eni par(A, O)
preslikava nd A’, C"), uradeni par(B, C') se preslikava néB’, C’), pa se njome i
uredeni par(A, B) preslikava ng A’, B').

Budwti da vazi Dedkindova teorema, te da su Arhimedov i Cantoksiom
posljedice te teoreme, rtapravoj su zadovoljena oba aksioma neprekidnosti.

Kako je, na osnovu teoreme 4.4.4, zbir unutrasnjih uglowazgoljnog h-
trougla manji odr, u h-ravni €e, na osnovu teoreme 4.1.4, vaZziti aksiom Loba-
cevskog.

h-ravan je stoga model hiperbokie ravni. |

Upravo konstruisani model hiperb6kie ravni naziva se Poincareov disk mo-
del.

Iz prethodne teoreme slijedi da je svakom pojmu hipedieliplanimetrije
pridruzen pojam geometrije-ravni i da svaka teorema hiperb&ke planimetrije
ima svoju interpretaciju u geometrijrravni. Vazi i obrat!

Pojam paralelnosti je jedan od najZainijih pojmova apsolutne geometrije,
pa je jako bitan i th-ravni.

Ako dvije h-poluprave sa zajediki iemenomB imaju iste krajeve kao i neka
h-pravaa (koja ne sadrzB), tadaCe proizvoljnah-poluprava sa tiemenom sjeci
h-pravua ako i samo ako pripada onom éduglova na koje zadatk-poluprave
razlazuh-ravan, kojem pripada i prava

Za dvije prave mozemo ¢e da su mdusobno h-paralelne ako imaju jedan
zajedncki kraj.



Poglavlje 5

Riemannova geometrija

5.1 Mnogostrukosti

Vetina skupova na kojima trebamo da radimo analizu nisu limigaostori. Povr-
Sina sfere je poznat primjer glatkog skupa koji nema stmukiinearnog prostora!

Sfera nema koordinatnog petka (nula vektora). Takker, na sferi ne mozemo
definisati sabiranje parovadaka (slobodnih vektora) natia koji je konzistentan
sa aksiomima linearnog prostora, niti mozemo definisatistanmno vektorsko
polje na takovoj povrsi.

Nelinearni prostori su od kozmoloskog interesa su pogo8sstere i pseudo-
sfere. U ovom poglavljcemo razviti osnovne alate koji nam omagiu da se
bavimo i takvim prostorima, Sto se naziveatun na mnogostrukostima

Mnogostrukosti koje se pojavljuju u primjenama su dvojalvo, imamo
mnogostrukosti kao Sto je konfiguracijski prosterstog tijela u slobodnom padu.
Tacke ove mnogostrukosti su na primjer sve moguotacije. Izbor jedir@ine ro-
tacije je proizvoljan i sve t&ke ovog konfiguracijskog prostora su ekvivalentne.
lako ¢e koordinate ovdje biti potrebne kako bi se opisale komkrsituacije, ge-
ometrijske strukture rge ukljivati koordinate direktno.

Drugo, imamo mnogostrukosti kao Sto je prostor energijmperature, en-
tropije, pritiska, zapremina, itd... Ovdje koordinate jmdirektnu fizikalnu in-
terpretaciju. lznerdujuce, metode bez koordinata koje su razvijene za prvi tip
mnogostrukosti su taki@r korisni i efektivni alati za mnogostrukosti sa odize
nim koordinatama!

Primjer. lako prostor i vrijeme imaju odvojene fizikalne interprefacnedisper-
Zivna talasna jedriina

>’ _f
o2 Ox2

51
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secesto izitava u rotiranim koordinatama
u=t—z, v=t+zx

pa postaje
>
oudv

Dobro ‘ponaSajai’ skupovi sa dovoljno strukture na sebi da se na njima moze
raditi diferencijalni r&un nazivaju se diferencijabilne mnogo strukosti ili slaao
mnogostrukosti.

Najmanja struktura koju skup mozZe imati bi nam omciuda samo damo
imena t&kama i da diskutujemo identitetdaka i njihovoclanstvo u raznim dru-
gim skupovima. Minimalna dodatna struktura je topologieja daje dovoljno
strukture da se moze rasprevljati o neprekidnosti krivirespkavanija.

Skupovi koji se nazivaju mnogostrukostima imaju jos vigaldure i glatkost
krivih i preslikavanja se talder moze razmatrati! Glatke krive na mnogostrukos-
tima imaju lokalne linearne aproksimacije koje se nazivangentnim vektorima.

R™ naravno ima svu ovo strukturu i viSe. Dodatne struktuRutnam dozvo-
ljavaju da definiSemo prave, globalnu paralelnost i poseatku koju nazivamo
koordinatnim p@etkom. Ovo nisu strukture koje obavezno zahtjevamo od mno-
gostrukosti. Definisatemo mnogostrukosti tako da lokalno izgledaju Ko ali
da nemaju ovu prekomjernu strukturu.

Primjer. Neka jeP skup svih pravih linija koje prolaze kroz koordinatnigatak
u Euklidskom3-prostoru. Vidjettemo uskoro da je ovaj skup mnogostrukost.
Neka jeG skup svih velikih krugova na sferi. Ovaj skup je tales mnogos-
trukost.
Neka je@ skup svih trojki(x, y, z) osim(0, 0, 0), modul relacija ekvivalencije

(z,y,2) = (kx, ky, kz)

za sve realne brojevie () je mnogostrukost sa esencijalno istom strukturom kao
mnogostrukostP i G.
Zajedntka mnogostrukna struktura se naziv4 projektivni2-prostor.

Kako bismo dodali strukturu mnogostukosti skupu, moramagati kako se
otvorena regija oko bilo koje &e preslikava na injektivan i neprekidancivana
otvorenu regiju IR™. Inverzno preslikavanje takier mora biti neprekidno. Svako
takvo preslikavanje se nazikartom

Karte zadovoljavaju uslov kompatibilnosti - kad god se ekiarte preklapaju
na mnogostrukosti, one definiSu preslikavanj&izna samog sebe. Ako je skup
glatka mnogostrukost, onde i ova preslikavanja biti glatka i imati glatke inverse.

Kolekcija svih kompatibilnih karti naziva setlas mngostrukosti.
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Primjer. Svaki linearni vektorski prostor moze biti pokriven jedn&artom koja
preslikava svaki vektor na brojnu n-torku koja se dobija gyavih komponenti
u nekog bazi. Atlas se sastoji od svih karti koje su izvedemeé pom@u glatkih
trasformacija, koje se nazivaju koordinatnim transforijaaca.

Sve n-dimenzionalne sfer€” mogu se pokriti dvjema kartama koriétese
stereografskom projekcijom. Ako je-sfera definisana kao skup svirtéka u
(n + 1)-dimezionalnom Euklidskom prostoru koje zadovoljavaju

wrtFad 4. a2 =1,

n

onda je karta za regijw #* —1 preslikavanje
(w, ) = (Z/(1+w)).

Definicija 5.1.1. Preslikavanjef : (X, 1) — (Y, 7') naziva sehomeomorfizmom
(izomorfizam u kontekstu @e topologije) ako

1. f je bijekcija;
2. fi f~!suneprekidne.

Formalna definicija mnogostrukosti

m-dimezionalna koordinatna karta:(< oco) na topoloSkom prostoriM je par
(U, ¢) gdje je¢ otvoreni podskup\t (domen koordinatne karte)a: U — R™ je
homemorfizam iZ/ na otvoreni podskup euklidskog prostd& sa uobtajeno
topologijom. Ako jeU = M, onda je koordinatna karta globalno definisana;
inace je lokalno definisana.

Neka su(Uy, ¢1) i (Us, ¢2) parm-dimenzionalnih koordinatnih karti 9g, N
U, # (). Onda jefunkcija preklapanjazmedu dvije koordinatne karte preslika-
vanje ¢, o ¢~ ' iz otvorenog podskupa, (U; N U;) C R™ na otvoreni podskup
¢2(U1 N UQ) C R™.

Atlas dimenzijem na M je porodicam-dimenzionalnih koordinatnih karti
(Ui, ¢i)ier t.d.

e M je pokriveno porodicom u smislu dajet = U;c;U;;

e svaka funkcija preklapanjg o ¢; ', i, j € I je C> preslikavanje izp, (U, N

Uy) C R™ nagy(Uy NU,) C R™,

Za atlas kazemo da je kompletan ukoliko je maksimalan - ¢ sadzan niti
u jednom drugom atlasu. Za kompletan atlas, porodi¢a¢;);c; naziva sedi-
ferencijalna strukturana M dimenzijem. Topoloski prostotM se onda naziva
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deiferencijalna mngostrukogili m-mnogostrukost, ako treba navesti dimenziju
eksplicitno).

Tatkap € U ¢ M ima koordinatg¢!(p), #*(p), ..., ¢™(p)) € R™ u odnosu
na kartu(U, ¢), gdje su koordinatne funkcije* : U — R,u = 1,2,...,m
definiSu se pomiu projektivnih funkcijau”(z) := z# kao

¢"(p) = u*(¢(p)).

Skupovi P i Q definisani ranije mogu dobiti mnogostruknu strukturu na ist
nacin. Euklidske koordinate bilo koje ¢&e na pravoj liniji u skupu daju brojnu
trojku, dok relacija ekvivalencije skugaidentifikuje brojne trojke koje pripadaju
istoj liniji.

Kako bismo pokazali da je skup mnogostukost, pogledajmadieu (a, b, ¢) €
Q. Pretpostavimo da jenajveti od njih. Onda je karta oko &ke (a, b, c) data sa
preslikavanjem

(2,y,2) = (x/y,y/2)
za otvoreni skup t&aka koje zadovoljavaju # 0.

| karta i ovaj uslov su kompatibilni sa relacijom ekvivalgac ona preslikava
cijeli skup@ osim kruga na cijelu ravan.

Medutim mozemo definisati joS dvije karte i svaka s&kex)) onda pojavljuje
u jednoj od njih. Ako ovima dodamo sve druge kompatibilngdamamo atlas

za(@).

Primjer. KruZnica S': Kruznica S' se moZe smatrati kao podskdpr,y) €
R?|z? + y? = 1} Euklidskog prostor&R?. Ako se taj prostor osposobi sa uobi-
¢ajenom metidkom topologijom, onda j&! o€ito zatvoren i ogrartien podskup
i stoga, po Heine-Borelovoj teoremi, njegova podprostoopalogija je kompak-
tna.

Generalno, nije mogte locirati ta&ku bilo gdje na tiptnojm-mnogostrukosti
sa samo jednom koordinatnom kartom. Ucslju S! jedna moganost je koriste-
nje para preklapagtih uglovnih koordinata. Jos jedna mamwst je data sa

Ul = {(l‘,y)‘l’ > O} (bl(xvy) =Y
U2 = {(l‘,y)‘l’ < O} (bg(l‘,y) =Y
Us :={(z,y)ly >0} ¢3(z,y) = z;

Uy :=={(z,9)ly <0} ¢u(z,y) :=;
Primjetite da iako su koordinatne funkcije napisane ka&éya i = i y, podrazu-
mjeva se da su ove koordinate pod ogéaniemz?+y* = 1ida(x,y) predstavlja
taCku na kruznici sa ovom ograie@nom vrijedno8u x i y, tj. kruznica je skup di-
menzijel, a ne2.
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Kako bismo vidjeli da su preklopne funkcije diferencijata| posmatrajmo na
primjer preklopU; i Us. U U; N U3 imamo

y=vV1—2? 0<y<liO<az<l.
Stoga jegs(z) "' = (z, (1 —2?)"/?) paje
¢10 ¢yt (x) = (1 -2,

koja je doista beskogao diferencijabila za ovaj skup vrijednosti y.
Primjetite da ukoliko séR? smatra mnogostrukod, onda jeS' komapktna
jednodimenzionalna mnogostrukost.

Diferencijabilna preslikavanja

Veoma vazan koncept u matematici je pojam preslikavanja gmzervira struk-
turu izmedu dva skupa koji su osprbljeni sa istom vrstom matetkatstrukture.
Npr. u teoriji grupa, ovo bi bilo homomorfizmi; U topologijvo bi bilo nepre-
kidno preslikavanje koje prezervira strukturu iziedva topoloSka prostora.

U diferencijalnoj geometriji, ulogu preslikavanja kojesgervira strukturu igra
C"-funkcija izmalu dvije mnogostrukosti koju definiSemo na slijéedesCin

Definicija 5.1.2. 1. Lokalna reprezentacija funkcije(sa mnogostrukosim
na mnogostrukost’) u odnosu na koordinatne kaft€, ¢) i (X, ) respek-
tivno naM i N je preslikavanje

pofod ' :R™D@(U) > R™

2. Preslikavanjef,, — N je C"-funkcija ako, za sva pokrivanjat i N’
pomctu koordinatnih susjedstava, lokalne reprezentacij€’stunkcije iz
standardne realne analize funkcije izlngopolosskih vektorskih prostora
R™ i R". Konkretno, diferencijabila funkcija j€! funkicija. Funkcija koja
je C* se naziva glatkom.

3. Funkcijaf : M — N naziva seC"-difeomorfizam ako jef bijekcija sa
osobinomdasufi f~! C" funkcije.

5.1.1 Tangentni prostor i vektori

Jedan od osnovnih konceptaCuma na mnogostukostima je pojaangentnog
prostora prostor tangentnih vektora.
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Ovaj koncept je zasnovan na intuitivhoj geometrijskojiitepgentne ravni na
povrs. Stoga je tangentni prostor (kar € S™ izgleda kao da bi trebao biti
definisan kao

TS™ := {v € R""|&- v = 0}.

Medutim, ispostavlja se da je struktura tangentnog prosakaler duboko pove-
zana sa lokalnim diferencijabilnim osobinama funkcija naogostrukosti i ovo
daje mnogo algebarskiji pogled na ideju.

Klju€no pitanje je stoga da razumijemo Sta bi to trebalo zantijeruitivnu
ideju tangentnog vektora kao ¢ega Sto je tangentno na povrs u wajenom
smislu? Odgovor je da tangentni vektor treba razumijeti lkeonsto je tangentno
na krivu u mnogostrukosti. Kljna stavka ovdje je da kriva lezi u mnogostru-
kosti, ne u okruZzujcemR"™*! i ova ideja mae biti generalizovana na proizvoljne
mnogostrukosti bez potrebe da ih se prvo ubaci u viSedimaaini vektorski
prostor!

Tangentnost dva preslikavanja je lokalno slaganje pregikja. Posmatrajmo
dva preslikavanjap i ¢, obaR™ — R". U svakoj t&ki ona se mogu presdstaviti
pomcu Taylorovog reda. Ako se ove ekspanzije slaZzuctimova do reda,
kazemo da ova preslikavanja imaju tangentnegig reda u toj téki. Mi éemo
ovdje samo koristiti tangentnost prvog reda.

Primjer. Preslikavanj® — R? :
u s (u,u®), u (sinwu,0)
su tangentna u = 0.

Tangentnost za preslikavanja izduiemnogostrukosti se definira pomokarti
koristeti se prethodnom definicijom.

Tangentnost je struktura koju prezerviraju glatka presidnja.

Tangentni vektor je abstrakcija koja treba predstavljatikturu koja je zajed-
nicka klasi parametrizovanih krivih tangentnih Gka

To je lokalna struktura preslikavanja oblik&a — M u mnogostrukosti/.
Tangentni vektotemo u stvari definisati da bude klasa ekvivalencije tamgent
krivin. Ovu klasu ekvivalencije mozemo predstaviti na ar&€ine: poma@u
nasuméno izabranoglana ili poma@u numertkog algoritma.

Tangenta na krivy : s — ~(s) u~(s) €emo oznéavati saj(s).

Prostor tangentnih vektora uctd p mnogostrukostiV/ ¢emo oznéavati sa
T,(M).

Definicija 5.1.3. Kriva na mnogostrukostM je glatko, tj. C*°, preslikavanjer
sa nekog intervalé—e, €) sa realne prave n&.
Dvije krive o, i 05 sutangentneu tacki p € M ako
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e 51(0) = 02(0) = p;

e U nekom lokalnom kordinatnom sistenfu', 2%, ..., z™) oko tatke, dvije
krive su ‘tangentne’ u uobajenom smislu krivih (R™:

dx’ dx’ .
7t (o1(t))|i=0 = 7 (02(t))]i=0,7 = 1,2,...,n.

e Tangentni vektou p € M je klasa ekvivalencije krivih uM gdje je re-
lacija ekvivalencije izm@du dvije krive ta da su tangentne ([Ckap. Klasa
ekvivalencije konkretne krive se oznéava sdo|.

e Tangentni prostofl, M mnogostrukostiM u taCki p € M je skup svih
tangentnih vektora u &i p.

Tangentni snofi’ M je definisan kad'R := U,er T, R.

Postoji prirodno projektivno preslikavanje : TR — R koje povezuje

svaki tangentni vektor sa pgomp € R u kojoj je tangentan. Inverzna
slika (nit prekop) bilo koje tatkep pod preslikavanjem je stoga skup svih
vektora koji su tangentni na mnogostrukost u t@kia

Ova je definicija konzistentna sa intuitivnom geometrijskslikom. Ova se
primjedba takder da primjeniti na tangentni sn@pRr koji u sluCaju sfere recimo
izgleda kao

TS”:{({?,’U) GRnJrl XRn+1|f.i«‘: 1/\@‘,&’:0}

Tangentni vektow € TrR se moze koristiti kao izvod u pravcu na funkcijarha
mnogostukostR pomctu:

o) = L0,

gdje jeo bilo koja kriva u klasi ekvivalencije koju representiratj. v = [o].

Teorema 5.1.4.Tangenetni prostof ;R ima strukturu realnog vektorskog pros-
tora!

Definicija 5.1.5. Derivacija u t&ki p € R je preslikavanje : C*(R) — R koje
zadovoljava:

1. o(f+g) =v(f) +v(g)Vf, g € C*(R)

2. v(rf)=rv(f)Vf e C*(R),r e R



58 POGLAVLJE 5. RIEMANNOVA GEOMETRIJA

3. v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)Vf, g € CF(R)
Skup svih derivacija p € R se oznaava saD,R.

Veoma vazan primjer derivacije je dat poowobilo koje koordinatne karte
(U, ¢) koja sadrzi téku p koja nas interesuje. Spedifio, skup derivacija w je
definisan pomou:

0 ) 0 .
—_— fI:—fOQ571|¢(); u:1,2,...,d|mR.
( ) out P

ozt

Lema 5.1.6. Neka je(U, ¢) koordinatna karta ok € R sa asociranim koor-
dinatnim funkcijamaz!, 22, ..., 2™) i takvim da jex*(p) = 0 za svakou =
1,2,...dimR. Onda za svakg € C*°(R) postoji f, € C*°(R) tako da

L fulp) = (a%)f

2. flg) = f(p) + > _"(@)f(q)

v=1

za svakay iz nekog otvorenog susjedstva tagke

Posljedica 5.1.7.Ako jev € D,(R), onda je

S () 51

p=1



